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Из-за того, что линейные дифференциальные уравнения и линейные системы управле-
ния значительно проще нелинейных, возникает естественный вопрос, возможно ли не-
линейные системы представить в виде линейных. Основная проблема заключается в 
нахождения такого преобразования координат, при котором полученная модель в новых 
координатах будет эквивалентна линейной модели. Искомое преобразование достигает-
ся путем введения обратных связей в управление. Для нахождения такого управления, 
при котором исходная нелинейная модель преобразуется не в приближенную, а в экви-
валентную линейную модель, используется линеаризация обратной связью (ЛОС).  
Вначале находится такое управление u, при котором нелинейная модель объекта преоб-
разуется в эквивалентную ему линейную с новым управлением v. Далее, используя ли-
нейные законы управления, находится новое управление v, позволяющее применять ли-
нейные методы синтеза для полученной модели объекта. В отличие от обычной линеа-
ризации, ЛОС использует нелинейные законы управления, что во многих случаях поз-
воляет достичь лучших результатов. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Анализ и синтез нелинейных систем управления является довольно слож-
ной и трудоемкой задачей. Для исследования нелинейных объектов зачастую 
используют их модель, полученную при помощи линеаризации.  

Мы будем рассматривать системы, описывающиеся уравнением (см. [1]) 

 ( , )x f x u ,   nx R ,   u R ,  (1) 

                                                           
* Статья получена 14 октября 2015 г. 



В.Ю. Филюшов 38

где u – гладкая функция в некоторой окрестности Ω(0) начала координат. 
Начало координат является положением равновесия  f(0,0) = 0, здесь x – век-
тор состояния, u – управление. 

В настоящее время наиболее часто можно увидеть несколько методов ли-
неаризации. Запись нелинейного уравнения в отклонениях, полученная путем 
вычитания из исходного уравнения уравнения установившегося состояния и 
членов высшего порядка малости [2]. Линеаризация, полученная путем раз-
ложения в ряд Тэйлора в окрестности точки (функции), определяющей задан-
ный режим и отбрасывания нелинейных членов [3]. Метод гармонической 
линеаризации, или метод гармонического баланса, основывается на разложе-
нии функций нелинейных звеньев в ряд Фурье и на пренебрежении указан-
ными гармониками [4].  

В отличие от описанных выше методов, линеаризация обратной связью 
(Linearization by output injection) [5] позволяет получить эквивалентную ли-
нейную модель объекта в новых переменных. Эквивалентность заключается в 
следующем: будет найдено такое нелинейное управление, что в замкнутой 
системе будут скомпенсированы нелинейности исходной модели и она при-
мет форму управления Бруновского (Brunovsky controller form) [6]. Сложность 
решения данной задачи заключается в том, что влиять на состояние объекта 
мы можем только через управление u. Но структура объекта редко позволяет 
увидеть прямую зависимость нелинейности и управления для ее компенсации. 
И выбор новых переменных происходит эвристическим путем. С решением 
этой проблемы справляются методы дифференциальной геометрии [7], кото-
рые позволяют обосновать выбор новых переменных и дать алгоритм синтеза 
регулятора. 

Эвристический метод заключается в структурном преобразовании модели 
объекта, которое позволяет найти управление для компенсации нелинейно-
стей. В работе [8] приводится эвристически синтез регулятора для отработки 
возмущения и входных воздействий, а в работе [9] – эвристически синтез ре-
гулятора с использованием модального метода синтеза. В работе [10] произ-
веден анализ влияния дифференцирующего фильтра на эвристически рассчи-
танный регулятор. В работе [11] произведен синтез регулятора для отклоне-
ния угла объекта «перевернутый маятник на тележке». В работе [12] произве-
ден анализ влияния дифференцирующих фильтров на объект «перевернутый 
маятник на тележке». 

Функция 

( , )u x v  , 

где u, v – входы (управления), называется преобразованием обратной связью,  
если она разрешима относительно v. Переход от нелинейной системы (1)  
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к эквивалентной линейной путем преобразования, включающего преобразо-
вания обратной связью, называется линеаризацией обратной связью. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим несколько нелинейный объектов: 

 
3x ax u  , (2) 

 
3

1 1 2x cx x  ,  2x u , (3) 

 1 2x x ,  3
2 3x x u  ,  3

3 1 3x x cx  . (4)  

Структурная схема объекта (2) представлена на рис. 1, структурная схема 
объекта (3) – на рис. 2, структурная схема объекта (4) – на рис. 3. 

Для заданных объектов требуется определить такой закон управления, 
при котором замкнутая система асимптотически устойчива в целом при до-
ступности всего вектора состояния x. 

2. ЭВРИСТИЧЕСКИЙ ПОДХОД 

 
Рис. 1. Структурная схема объекта (2) 

Рассмотрим пример объекта (2). Для данного примера ЛОС аналогична 
методу обратной задачи динамики [12]. Выберем регулятор таким образом, 
чтобы замкнутая система имела вид 

x v . 

Для этого приравняем правые части уравнении (2) и (5): 

 
3v ax u  . (5) 

u xx'
1/s1
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И находим u: 

 
3u v ax  . (6) 

Найденное управление (5) линеаризует объект (1) и приводит его к ви-
ду (4). Полученная система показана на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Система «объект–регулятор» 

Рассмотрим пример объекта (3).  
Ниже будет приведен способ структурного преобразования исходного не-

линейного объекта в эквивалентный линейный: 
 

 
Рис. 3. Структурная схема объекта (3) 

Суть данного способа заключается в переносе нелинейных звеньев объек-
та в управление для его последующей компенсации. В данном случае необхо-
димо перенести c(x1)^3  через integrator1. 

integrator1 integrator 2

x1x2 x1'u
1/s1/s

c

1

Регулятор

 
 
 
 
 

 
Объект 

u xx'v 1/s

a

a 

 v 
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Рис. 4. Структурная схема после преобразования 

Уравнение объекта после преобразования 

 23x cx x u    .   (7) 

В новых переменных  

1 1x x z  , 

3
1 2 1 2x x z cx x     , 

 2 2 3
2 1 1 23 3x z cx x u cx cx x u        . 

Далее для компенсации нелинейности выберем управление вида 

  2 3
1 1 23u cx cx x v    . (8) 

Система, замкнутая обратной связью, имеет вид 

1x x v   , 

а в новых переменных 

1 2z z ,   2z v . 

Подставим полученное управление (8) в исходное уравнение объекта (3): 

3
1 1 2x cx x  ,    2 3

2 1 1 23x cx cx x v    . 

Структурная схема системы «объект + регулятор» представлена на рис. 5. 

integrator1 integrator 2

xx'u x''
1/s1/s

3*c

1



В.Ю. Филюшов 42

 
Рис. 5. Структурная схема системы «объект + регулятор» 

Рассмотрим пример объекта (4) 
 

 
Рис. 6. Структурная схема объекта (4) 

Попробуем найти преобразование координат эвристически. Для этого нам 
необходимо через старшую производную выразить все нелинейности объекта: 

 1 2x x ,  (9) 

 3
2 3x x u  ,  (10) 

x1x2x3

u

1
s

Integrator2

1
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Integrator1
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 3
3 1 3x x cx  .  (11) 

Подставим уравнение (9) в уравнение (8) и выразим x1: 
3

3
1 2

x u
x

p


 . 

Подставим найденный x1 в выражение (11): 

3 2
3 3 3 3 3 36 3x x cx x cx x u      . 

Соответственно, управление u, необходимое для компенсации нелинейно-
стей, будет выглядеть как 

  3 2 2 2
3 3 1 3 3 2 3 1 36 ( ) 3 3 ( )u x cx x cx cx x cx x cx v        , 

а преобразование координат для перехода к линейной модели 

1 3z x ,   3
2 3 1 3z x x cx   ,   2

3 3 2 3 1 33 ( )z x x cx x cx    . 

В новых переменных модель объекта примет вид 

1 2z z ,   2 3z z ,   3z v . 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Показан метод нахождения управления, приводящего исходную нелиней-
ную систему к эквивалентной ей линейной. К достоинствам данного метода 
можно отнести асимптотическую устойчивость объекта в целом, строго опре-
деленный алгоритм, возможность применять линейные законы управления 
для преобразованного объекта. Но существуют и очевидные недостатки, такие 
как необходимость доступности всего вектора состояния (см. [13]) и сложный 
закон управления. 
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Due to the fact that the linear differential equations and linear control system is much simpler 
nonlinear, a natural question arises, is it possible to non-linear systems represented as linear. 
The main problem is in finding such a coordinate transformation, in which the resulting model 
in the new coordinates will be equivalent to a linear model. The required conversion is 
achieved by the introduction of feedback in management. To find such a control, in which, the 
original non-linear model is transformed not to approximate, and an equivalent linear model 
using feedback linearization In the beginning, there is a control u, in which the non-linear 
model of the object is converted into an equivalent linear him with a new management v. Next 
is-using linear control laws, is the new control v allows to use linear synthesis method to re-
trieve the object model. Unlike conventional linearization feedback linearization uses nonline-
ar control laws, which in many cases can achieve the results top-comrade. 
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