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Рассматриваются два случая одноканальной системы «регулятор – объект – обратная 
связь». Иногда такой регулятор называют однопараметрическим регулятором (one pa-
rameter regulator). Исследуется объект типа перевернутого маятника, последовательно 
соединенного с регулятором второго порядка. В этом случае перерегулирование стало 
меньше по сравнению с системой, включающей в себя регулятор третьего порядка, ко-
торый исследовался в предыдущей статье. Регулятор рассчитан полиномиальным мето-
дом. Кроме того, исследуется система с двухпараметрическим регулятором (two param-
eter regulator), который позволяет задавать нули замкнутой системы, что невозможно 
выполнить при помощи однопараметрического регулятора. Приведена реализация 
двухпараметрического регулятора, содержащего всего лишь два интегратора. Для по-
строенной системы управления показан переходный процесс, у которого перерегулиро-
вание равно нулю. Рассматривается статический режим системы управления с двухпа-
раметрическим регулятором, который неудовлетворителен, так как в установившемся 
режиме выходной сигнал равен 0.04, что соответствует ошибке, равной 0.96. Также 
приведена структурная схема в статическим режиме, из которой становится ясной при-
чина возникновения ошибки. Эта структурная схема получена переносом интеграторов 
через сумматор к объекту и при устремлении 0s  . 
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ВВЕДЕНИЕ 

Синтез регулятора для стабилизации углового положения перевернутого 
маятника, расположенного на движущейся основе, рассмотрен несколькими 
авторами. При этом используется как синтез в пространстве состояний, состо-
ящий в последовательном вычислении наблюдателя полного или пониженно-
го порядка, позволяющего вычислять оценку вектора состояния, и вычисле-
нии коэффициентов матрицы обратной связи [3], [5–9], [11], так и полиноми-
альный метод синтеза регулятора, стоящего в прямом канале (рис. 1, а) [3–4, 
8–10, 12–13]. При расчетах в пространстве состояний необходимо отдельно 
решать вопрос астатизма. Расчет регуляторов полиномиальным методом су-
щественно проще, но, к сожалению, показатели переходных процессов в вы-
шеуказанных работах неудовлетворительны. Ниже анализируются результа-
ты, приведенные в вышеуказанных исследованиях. В отличие от [10], где 
найден регулятор третьего порядка, ниже рассчитывается регулятор второго 
порядка. 

 

         
а        б 

Рис. 1. Структурная схема системы управления с однопараметрическим (а)  
и двухпараметрическим (б) регуляторами 

В предыдущих работах перерегулирование достигало 90 % [10]. Кроме 
того, приводится расчет двухпараметрического регулятора (two parameter 
regulator) [9]. Приведена схема реализации двухпараметрического регулятора 
(рис. 1, б). Это позволяет задавать нули замкнутой системы за счет увеличе-
ния числа параметров регулятора, но без повышения порядка регулятора.  
Из-за включения «одного из блоков» регулятора в обратную связь необходи-
мо отдельно решать вопрос точности отработки задающего сигнала. Эта зада-
ча остается даже в случае использования регулятора, включающего в себя 
интегратор. Этот вопрос также исследован в данной работе. 
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Исследуем два варианта системы стабилизации перевернутого маятника, 
передаточная функция которого имеет следующий вид [1, 10, 13]: 

 
2

( ) ( )

( ) ( )

ks n s
W

u s d s s b
 

   
 

. (1) 

Далее вместо k  будем писать k . 

Первый вариант – использование однопараметрического регулятора, 
изображенного на рис. 1, а. Здесь регулятор RW  и объекта obW  стоят после-

довательно: регулятор – объект – обратная связь. В нашем случае приняты 
следующие обозначения (рис. 2, а): v  – задание, e  – ошибка системы, u  – 
управляющий сигнал,   – угловое положение маятника. 

При полиномиальном методе синтеза степень полинома числителя регу-
лятора равна степени знаменателя и выбирается на единицу меньше степени 
знаменателя объекта: 

( ) ( ) ( ) 1x s y s d s      . 

 

        
а        б 

Рис. 2. Структурная схема системы «объект – регулятор» 

Второй вариант – использование двухпараметрического регулятора, изоб-
раженного на рис. 1, б. Здесь регулятор состоит из двух частей: 1RW  и 2RW  

(рис. 2, б). Здесь, в отличие от первого варианта, имеется возможность зада-
ния нулей с целью устранения перерегулирования. 
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2. РАСЧЕТ ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКОГО РЕГУЛЯТОРА  
В ПРЯМОМ КАНАЛЕ 

Рассчитываем регулятор для неустойчивого объекта (1) типа перевернуто-
го маятника [1–2, 10] полиномиальным методом. Запишем передаточную 
функцию регулятора: 

 
2

2 1 0
2

2 1

( )
( )

( )R
x s x s xx s

W s
y s y s y s

 
 


. (2) 

Передаточная функция системы принимает вид 

 
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )sys

x s n s
W s

x s n s y s d s




  
. (3) 

Запишем характеристический полином замкнутой системы (ХПЗС) в предпо-

ложении, что полюса ее равны 1 , т. е. ХПЗС равен 4( 1)s  . Следователь-

но, можем записать 

 4( ) ( ) ( ) ( ) ( 1)x s n s y s d s s      . (4) 

Значения полиномов ( )d s , ( )y s , ( )n s  и ( )x s  подставим из (1) и (2) в (4): 

2 2 2
2 1 0 2 1( )( ) ( )( )k x s x s x s b y s y s        

4 4 3 3 2 2 0 04 6 4s s s s s          . 

Раскроем скобки и запишем 

4 3 2
2 1 2 2 1 1 0( ) ( )y s y s by kx s by kx s kx          

 4 4 3 3 2 2 04 6 4 1s s s s         .  (5) 

Уравнение (5) можно записать в матричном виде: 

A x c  , 
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или 

 

4
2

3
1

22

1

0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 4
0 0 0 6

0 0 0 4
0 0 0 0 1

с

y

y

xb k

xb k

xk

xA

                                        

. 

Отсюда легко найти вектор : 

1x A с . 

Зададим параметры маятника:  l = 4 м,  M = 0.25 кг,  m = 0.25 кг  [10],  
что при подстановке в (4) дает 1k  , 5b  . В нашем случае 

(0.0016 0.032 0.24 0.8 1.0)tc  . Найдем вектор x: 

 

1 0.00161 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0.032
5 0 1 0 0 0.24

0 5 0 1 0 0.8
0 0 0 0 1 1.0

x

                             

,   

или 

 

0.0016

0.032

0.248

0.96

1.0

x

 
 
 
  
 
 

  

. (6) 

Подставим коэффициенты числителя и знаменателя регулятора в уравне-
ние (2): 

 
2 2

2 1 0
2 2

2 1

( ) 0.248 0.96 1
( )

( ) 0.0016 0.032
R

x s x s xx s s s
W s

y s y s y s s s

    
  

 
. (7) 

x
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Определяем передаточную функцию системы по формулам (3) 

 
2

2 2 2

( 0.248 0.96 1) ( 1)
( )

( 0.248 0.96 1) ( 1) (0.0016 0.032 )( 5)
sys

s s
W s

s s s s s

    


       
.  

Для уменьшения перерегулирования в системе зададим полюса замкнутой 
системы {–5, –5, –5, –5}, что соответствует 0.2  . Нули системы оказались 
равными {–1.94, –1.94}. Подставим значения параметров объкта и получим 
пере-даточную функцию системы: 

 
2

4 3 2

0.248 0.96 1
( )

0.0016 0.032 0.24 0.8 1
sys

s s
W s

s s s s

 


   
. (8) 

Переходный процесс системы для 0.2   показан на рис. 3 ( 1 57  %), а 

переходный процесс системы, расчитанной в [10], имеет 90  %. 

  

 
Рис. 3. Переходный процесс системы 

В следующем разделе предлагается использовать двухпараметрический 
регулятор (рис. 1, б) с целью уменьшения перерегулирования. Переходный 
процесс в системе в предположении отсутствия нулей в (8) приведен на рис. 4 
и соответствует нулевому перерегулированию. 
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Рис. 4. Переходный процесс в системе при отсутствии нулей 

3. РАСЧЕТ ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКОГО РЕГУЛЯТОРА 

Рассмотрим двухпараметрический регулятор { 1RW , 2RW } (рис. 1, б). Как 

и в предыдущем случае, выбираем второй порядок регулятора (рис. 2, б). Пе-
редаточная функция системы, приведенной на рис. 2, б, равна 

2
2 1 0

2 2
1

2
2 1 0

2 2
1

( )

1
sys

z s z s zk

s b s y s
W s

x s x s x k

s y s s b

 

 


  


 

. 

Откуда  

 
2

2 1 0
4 3 2

1 2 1 1 0

( )
( ) ( )

sys
kz s kz s kz

W s
s y s b kx s by kx s kx

  


       
. (9) 

Полюса замкнутой системы (9) определяются характеристическим полино-
мом 

 4 3 2
1 2 1 1 0( ) ( )s y s b kx s by kx s kx        .  

Как и в предыдущих разделах, задаем полюса равными {–5, –5, –5, –5}:  

 4 3 2 4
1 2 1 1 0( ) ( ) ( 5)s y s b kx s by kx s kx s          .  

0 1 2 3 4 5 6
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
h(t)

t t

( )h t
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Раскроем скобки справа: 

4 3 2
1 2 1 1 0( ) ( )s y s b kx s by kx s kx          

 4 3 220 150 500 625s s s s     . (10) 

В результате приравнивания коэффициентов уравнения левой и правой частей 
получим систему линейных уравнений, которую можно записать в матричном 
виде: 

 Ax q c  .  (11) 

Развернем это уравнение: 

  

1

2

1

0

1 0 0 0 0 20

0 1 0 0 5 150

5 0 1 0 0 500

0 0 0 1 0 625

q cxA

y

x

x

x

      
               
       
      

      

. 

Уравнение (11) позволяет определить коэффициенты регулятора, которые 
входят в вектор x : 

20

155
^ 1( )

600

625

x A c q

 
     
 
 
 

. 

Все нули выберем также равными {–5, –5}, что, по-видимому, форсирует пе-
реходный процесс. Из (9) следует 

 2 2
2 1 0 10 25z s z s z s s      , (12) 

отсюда 2 1z   , 1 10z    и 0 25z   . 

Подставим значения коэффициентов регулятора в выражения передаточных 
функций, приведенных на рис. 2, б: 

 
2 2

2 1 0
1 2 2

1

( ) 10 25
( )

( ) 20
R

z s z s zz s s s
W s

y s s y s s s

    
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 
;  
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2

2 2
2 1 0

2 2
1

( ) 155 600 625
( )

( ) 20
R

x s x s xx s s s
W s

y s s y s s s

    
  

 
.  

Используя формулу (9), получим передаточную функцию системы: 

 
2

4 3 2

10 25
( )

20 150 500 625
sys

s s
W s

s s s s

  


   
.  

Структурная схема системы показана на рис. 5. 
 

 
Рис. 5. Схема системы управления с двухпараметрическим  

регуляторам 

Найдем реализацию двухпараметрического регулятора, использующего два 
интегратора. Запишем уравнение ошибки в системе (рис. 5): 

 
2 2

2 1 0 2 1 0
2 2

1 1

z s z s z x s x s x
e v y

s y s s y s

   
 

 
.  

В результате элементарных операций последовательно получим 
 

      2 2 2
1 2 1 0 2 1 0s y s e z s z s z v x s x s x y       ;  

 2 2 2
1 2 1 0 2 1 0s e y se z s v z sv z v x s y x sy x y       ;   

0 01 1 1
2 22 2

z xy z x
e e z v v v x y y y

s s ss s
        ; 

 2 2 1 1 1 0 0
1 1

( ( )e z v x y y e z v x y z v x y
s s

        .  (13) 

Уравнение (15) позволяет реализовать регулятор на основе двух интеграторов 
(рис. 6). 
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Рис. 6. Реализация двухпараметрического регулятора 

Переходный процесс в системе с двухпараметрическим регулятором (рис. 6) 
показан на рис. 7, откуда следует, что время переходного процесса равно 
0.9  с при нулевом перерегулировании. 

 

 
Рис. 7. Переходный процесс в системе с двухпараметрическим регулятором 

Из рис. 7 следует, что в статическом режиме система работает неудовле-
творительно, так как в установившемся режиме выходной сигнал равен 0.04 , 
т. е. ошибка равна 0.96 . Для анализа ошибок в установившемся режиме при-
ведем соответствующую структурную схему (рис. 8), полученную из рис. 5 
переносом интеграторов в прямую цепь объекта при устремлении 0s  . 
Очевидно, что необходимо в канал задающего сигнала ввести корректирую-
щий коэффициент 25. 
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Рис. 8. Структурная схема системы с двухпараметрическим  

регулятором в статическом режиме 

В результате этого получим ошибку в установившемся режиме, равную 
нулю. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В большинстве исследований используется так называемый однопарамет-
рический регулятор (рис. 1, а и 2, а). В задаче стабилизации маятника на те-
лежке также отдают предпочтение системе «регулятор – объект – обратная 
связь». Но в такой системе управления (рис. 1, а), как правило, не удается по-
лучить небольшое значение перерегулирования .  Так, при использовании 
регулятора третьего порядка 90 %,   а для регулятора второго порядка  

57 %   (рис. 3). В данной работе предложено использовать регулятор, со-
стоящий из двух частей – «регулятор – объект – обратная связь – регулятор», 
который принято называть двухпараметрическим регулятором [9]. Это позво-
лило уменьшить перерегулирование до нулевого значения (рис. 7). Объясне-
ние следующее: избыточные параметры позволяют задать нули системы, сов-
падающие с некоторыми полюсами. 
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Calculation of controller parameters for the stabilization  
of the inverted pendulum by corner deviation* 
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Are considered two cases a single-channel system representing the yourself "controller - ob-
ject - feedback". Sometimes this is called a one parametric regulator. Is investigate type object 
inverted pendulum connected in series with the regulator second-order. In this case the over-
shoot was lower compared with the system, which includes a control third-order , which was 
investigated in a previous article. The regulator is calculated by a polynomial method. Also is 
investigate system with two-parameter regulator (двухпараметрическим регулятором), 
which allows you to ask the zeros of the closed system that it is impossible performed using 
one-parameter regulator. Shows the implementation of the two-parameter regulator, contain-
ing only two integrators. For the constructed of the control system is shown the transition pro-
cess, overshoot which is zero. Is considered a static control system mode with two-parameter 
regulator, which is not satisfactory, as in the steady mode, the output signal is equal 0.04 to 
that corresponding to an error equal 0.96. Also is shown a structural diagram a static mode, 
from which it is clear the cause of the error. This a structural diagram obtained transfer inte-
grators through the adder to the object and aspiration 0s . 

Keywords: polynomial synthesis method, control object, inverted pendulum, displacement 
angle, control system, two parameter regulator, transition process, static mode 
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