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ВВЕДЕНИЕ 

В статье [1] и монографии [2] опубликовано доказательство теоремы о не-
которых соленоидальных векторных полях следующего содержания. 

Теорема 1. Соленоидальное векторное поле H  в сферической области V  
(в шаре с поверхностью S  и радиусом R ) однозначно восстанавливается 
выражением 

 1 2 ( ) ( ),H H H Qr Qr      (1) 

если известна нормальная составляющая ( )NH r  на S , а функция 

( ,  ,  )Q r C   , среднее которой 
2

0 0

Q sin 0Q d d
 

       на S и 

1 2 1 2,  ,  0,  H H H H H    всюду. 

                                                           
 Статья получена 30 мая 2016 г. 
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В монографии [2] обозначено: H1 = HT и H2 = HP, HT – несиловое торои-
дальное гидромагнитное поле, HP – силовое полоидальное гидромагнитное 
поле [8]. 

Исходные посылки к формулировке теоремы состоят в следующем. Соле-
ноидальное векторное поле по определению H 0   можно восстановить 
произвольным векторным полем A : 

 H = A,   (2) 

так как A 0   из-за образования оператором   взаимоисключаю-
щих слагаемых при любой функции A. 

Это обстоятельство позволяет ввести тороидальное ортогональное разло-
жение векторного поля A следующим образом [1, 9]: 

 ( ) ( ),A Qr Qr    (3) 

не накладывая ни на A, ни на Q каких-либо дополнительных условий, кроме 

существования у них бесконечного числа производных ,  A Q C . При этом 

условие 1 2H H   теоремы 1 возникает и выполняется автоматически 

1 1 2( )H H Qr H      . Однако этим условием задаются 

классы векторных полей H1, H2, которые при этом подчиняются разложе-
нию (1). Физически эти классы функций отвечают гидромагнитным полям, 
наблюдаемым в космической электродинамике [8].  

Естественно, что существуют и другие векторные поля, не подчиняющие-
ся условиям 1 2,  ,  0H H H   и 1 2H H   и не подпадающие под действие 

разложения (1). Физически это электромагнитные поля в технической элек-
тродинамике, в которой отсутствуют несиловые магнитные поля HT. 

ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ 

Разложение (1), согласно [2], позволяет ввести тороидальные TH  и поло-

идальные PH  и упомянутые выше магнитные поля следующим образом: 

 1 T 2( ),   ( )PH H Qr H H Qr     , (4) 

а также найти для них формулы через функции Q и A в сферических 
координатах: 

 
1 1 1 1 1

( ) ,   ( ) ;
sinP PH Qr rA H Qr rA

r r r r r r r r   
     

    
      

 (5) 
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Pr 2

1 ( ) 1 ( )
sin

sinsin

1
sin ;

sin

Qr Qr
H

r

A A
r  

    
           

  
        

 

1 1 1 1
( ) ,   ( ) .

sin sinT r T rH Qr A H Qr A
r r r r 

   
     

     
 

Разлагая произвольную функцию Q  по сферическим гармоникам 

 
1 0

( ) (cos ) ,
n

m m im
n n

n m
Q r A P e




 
      (6) 

где m
nA  – комплексные постоянные, а ( ) nr r   для r R  и 

1

1
nr 

 для r R , 

и подставляя разложение в формулы (5), получим в каждой точке внутри или 
вне шара разложение полей по сферическим гармоникам с неизвестными 

комплексными постоянными m
nA , которые следует определять, используя 

данные на поверхности S  шара V  [10].  
Этот алгоритм в принципе повторяет алгоритм К.Ф. Гаусса из [3, 4], по-

лученный им при разл магнитного поля, в частности магнитного поля Земли в 
атмосфере ( 0)H   [5, 10].  

Здесь необходимо обратить внимание еще на одно условие, сформулиро-
ванное в теореме 2 работы [1]. Это условие касается функции Q. Вообще го-
воря, она произвольна в связи с формулами (2) и (3). Однако, в научной лите-
ратуре известно решение уравнения для векторного потенциала источников 
внутри шара с условием потенциальности поля вне его. Это достигается при 
условии 0A   и 0rA  . В теореме 2 работы [1] доказано, что условие 

0A   в выражении (3) достигается при 

 3( ,  ,  ) ( ,  ) /Q r Q r       (7) 

и калибровкой Кулона без предварительного обнуления компоненты rA  

(формула 17 в [1]). Условием (7) задается класс функций Q , обеспечивающих 
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разложение (1). Условие (7) повторяет условие убывания магнитного поля как 

физического объекта по закону 31/ r . Поэтому условия 

 1 2 1 2 3
2,  ,  ,  ,  ,  0,  / ,   |   0,  NH H H Q C H H Q Q Q r H A       (8) 

обеспечивают математические пределы применимости теоремы 1 из [1].  
Физические пределы применимости теоремы 1 как в технической элек-

тродинамике, так и в космических магнитных полях задаются следующей 
теоремой. 

Теорема 2. Источником тороидального магнитного поля являются сфе-
рические (тороидальные) компоненты полного электрического тока, если 

0j  . 

Действительно. Спроектируем уравнение для полного электрического то-
ка [7] 

 ( )j A A A      (9) 

на оси сферической системы координат, закрепленной в центре сферической 
области, и выпишем только тороидальные компоненты полного тока: 

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2  1 1 cos
   

 sin sin

A A A A A
j

r rr r r r
    


    

      
     

 

2 2 2 2 2

2 cos
2 

sin sin
rAA A

r r r

  
  

  
; 

2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 cos
sin

 sin sin sin sin

A A rA A A
j

r rr r r r

    


     
      

       
 

 
2

2 2 2

cos 1 1 1 2
sin .

sinsin sin
rA rA A

A
rr r r

 


    
    

      
 (10) 

Если учесть формулы (5), то можно выразить сферические компоненты 
векторного потенциала через скалярную функцию Q  следующим образом: 

1
;  ;  

sin r
Q Q

A A A rQ 
 

   
  

. 
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Компоненты тороидального поля по определению имеют вид 

 
1

;  ;  0
sinТ Т Тr

Q Q
Н Н Н 

 
   

  
. (11) 

Анализ формулы (10) показывает, что проекции уравнения для полного 
тока на оси сферической системы координат, закрепленной в центре обла-
сти ,V  имеют среди слагаемых следующие выражения: 

 
2

2 22 2 2 2
 ;    

 sin
r r

T T
A AQ Q

H H
r r r rr

 
  

    
   

. (12) 

Выражения (12) как раз и есть удвоенные компоненты тороидального маг-
нитного поля, отнесенные к расстоянию r, что дает им размерность плотности 
тока. Из формул (10)–(12) вытекает чрезвычайно важный вывод о том, что то-
роидальные компоненты плотности полного тока j  и j  порождают не толь-

ко полоидальное магнитное поле, но, что наиболее важно, также и компоненты 
тороидального магнитного поля. То же самое имеет место и в переменных элек-
тромагнитных полях. Там компоненты полного тока имеют вид 

2
2 2 2 2 2

2 2 cos
 

sin  sin
r AAA

A A j
r r r


  

 
     

  
æ ; 

 2
2 2 2 2 2 2

2 2 cos
 

sin sin  sin
rA AA

A A j
r r r

 
  

 
     

   
æ ; (13) 

2
2 2 2 2 2

2 2 2ctg 2 
 

sin
r r r

AA
A А A A j

r r r r


 

 
      

 
æ , 

2  æ . 

Здесь скалярный сферический оператор Лапласа   должен быть приме-
нен к каждой из сферических компонент векторного потенциала. Уравнения 
(13) показывают, что и в переменном электромагнитном поле тороидальные 
компоненты полного тока содержат те же слагаемые, что и в (12), возбужда-
ющие тороидальные компоненты магнитного поля согласно формулам (12). 

Теорема доказана. 
Пределы применимости теоремы 1 в физически реальных магнитных по-

лях включают в себя тороидальные всюду не потенциальные магнитные поля 
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источников в виде тороидальных электрических токов и полоидальные маг-
нитные поля, создаваемые этими же тороидальными токами [6]. 

Такие поля и такие токи существуют в природе, и найдены они в данных 
двух МГГ 1933 и 1957–1958 гг. и в данных всемирной магнитной съемки 
1964–1965 гг. [7]. Поэтому теорема 1 доказана не только аналитически [1, 2], 
но и проверена экспериментально в прикладном геомагнетизме, подробно 
разработанном в работах [1, 2, 6, 7].  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Любые другие магнитные поля должны удовлетворять условиям (8) и раз-
ложению (1) и только в этом случае будут подпадать под действие теоремы 1. 

При этом уравнения Максвелла электродинамикой, возникающей в связи 
с (1–5) для полей TH  и PH , обобщаются до вида (22) из [11]. 
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