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Исследуется двухмассовая одноканальная система, описываемая двумя дифференци-
альными уравнениями второго порядка. Приводится методика расчета регулятора для 
объекта четвертого порядка полиномиальным методом. В классическом варианте мето-
да синтеза степень регулятора выбирается на единицу меньше степени знаменателя 
объекта. В нашем случае степень регулятора выбрана равной четырем, но в знаменателе 
регулятора свободный член задан равным нулю с целью обеспечения астатизма. Для 
определения параметров регулятора использованы специальные команды пакета 
Matlab. Результаты моделирования показаны в виде графиков переходных процессов 
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Ключевые слова: полиномиальный метод синтеза, одноканальная система, двухмассо-
вый объект, управление, расчет параметров регулятора, переходный процесс 

DOI: 10.17212/2307-6879-2016-4-25-36 

ВВЕДЕНИЕ 

Наибольшее распространение в синтезе линейных систем автоматическо-
го управление нашли методы, базирующиеся на представление объекта и ре-
гулятора в пространства состояний. Сюда можно отнести методы, использу-
ющие вектор состояния, а при недоступности последнего вводят в систему 
наблюдатели полного или пониженного порядка, позволяющие получить 
оценку вектора состояния [12, 13]. Как правило, наблюдатель и регулятор 
располагаются в цепи обратной связей, что в некотором смысле неудобно, так 
как требуется вводить корректоры, обеспечивающие заданные статические 
свойства. Последние десятилетия активно развивается альтернативный метод 
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синтеза, позволяющий исключить некоторые недостатки, присущие методам 
синтеза на основе описания системы в пространства состояний. Суть этого 
метода – использование полиномов и полиномиальных матриц. 

При расчете многоканальных линейных систем с использованием поли-
номиального метода возникает ряд задач, которые ставят перед проектиров-
щиком новые проблемы. Поэтому приходится возвратиться к одноканальным 
системам, чтобы разобраться с некоторыми вопросами полиномиального ме-
тода синтеза [2–4, 6, 11, 14–16]. Рассмотрим синтез для объекта, представля-
ющего собой два консервативных звена. Этот объект исследовался в статье 
[2]. Данная работа в некотором смысле является продолжением работ [1, 2]. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Модель объекта представляет собой систему из двух грузов массой 1m  и 

2m , подвешенных последовательно на двух пружинах жесткости 1k  и 2k . 

Управляющее воздействие U  приложено ко второму грузу, измеряемая пе-
ременная 1x . 

Координаты 1x  и 2x  отсчитываются от состояния равновесия. Уравнения 

первого звена 

 1 1 1 1 2 2 1( )m x k x k x x      (1) 

и второго звена – это дифференциальные уравнения второго порядка [1–3] 

 2 2 2 2 1( )m x k x x U    . (2) 

После несложных преобразований получена передаточная функция объ-
екта1 [1] 

 2 2

4 21 2
1 2 1 2 1

2 2

/
obj

k m
W

m k
m s k k k s k

m m


 

    
 

. (3) 

                                                           
1 В статье [1] допущены некоторые неточности: на стр. 4 в седьмой строчке снизу написано 
( )objW s , а надо ( )RW s  – передаточная функция регулятора. Кроме того, на стр. 7 в формулах (3) 

и (4) – 4
1 1 2m x k , а правильно – (4)

1 1 2m x k ; на этой же странице в первой формуле снизу дано 

1/W U x , а правильно 1 /W x U . На стр. 9 в последней формуле ( )RW s , а должно быть ( )clW s  

или зам ( )W s .  
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О возможных значениях параметров объекта. Уравнение (3) будет вы-
глядеть более компактно, если числитель и знаменатель правой части умно-
жим на 2m : 

 2
4 2

1 2 2 2 1 2 2 1 1 2( )
obj

k
W

m m s k m k m k m s k k


   
. (4) 

В статье [1] исходят из заданной передаточной функции 

 
4 2

1

2 1s s 
, (4а) 

но не сказано, как выбраны параметры 1m , 2m , и 1k . Покажем, что 

существуют такие значения параметров. Числитель и знаменатель уравне-
ния (4) разделим на 2k : 

 
4 21 2 1 2

2 1 1
2 2

1
objW

m m k m
s m m s k

k k


 

    
 

. (5) 

Из сравнения (4а) и (5) можно получить три уравнения с четырьмя неиз-
вестными:  

 1 2

2
1

m m

k
 , 1 2

2 1
2

2
k m

m m
k

   , 1 1k  .  (6а, 6б, 6в) 

Как видно из (6в), параметр 1k  нам известен. Если подставим значения 1k  

в (6б), то остается два уравнения с тремя неизвестными. Из уравнения (6а) 
определяем 2k  и подставим в (6б): 

2 1 2k m m ,  2 1 10,5 2m m m   . 

Отсюда получим 

 1 2(2 ) /1,5m m  . (7) 

Из уравнения (7) видно, что 1m  и 2m  могут принимать значения из неко-

торой области. В нашем случае зададим 2 0,5m   кг, тогда 1 1m   кг. Опреде-

лили, что в статье [1] предполагается, что выбраны именно такие значения 
параметров. 
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Для упрощения выберем следующие параметры объекта: 1 2 0, 25k k  , 

1 1m  , 2 0, 25m  . 

2. РАСЧЕТ ПАРАМЕТРОВ РЕГУЛЯТОРА 

Подставим указанные значения параметров объекта в уравнение (5) и по-
лучим передаточную функцию объекта с числовыми значениями параметров 

 0
4 2 4 2

2 0

( ) 1
( )

( ) 1,5 0, 25
ob

nn s
W s

d s s d s d s s
  

   
. (8) 

Запишем передаточную функцию регулятора 

 
4 3 2

4 3 2 1 0
4 3 2

3 2 1

( )
( )

( )R
x s x s x s x s xx s

W s
y s s y s y s y s

   
 

  
. (9) 

Для определения передаточной функции замкнутой системы [9, 17] вы-
полним следующие действия в Matlab: 

 

syms y3 y2 y1 x4 x3 x2 x1 x0 d4 d2 d0 n0 s 
n=n0 
d=d4*s^4+d2*s^2+d0*s^0 
x=x4*s^4+x3*s^3+x2*s^2+x1*s^1+x0*s^0 
y=s^4+y3*s^3+y2*s^2+y1*s^1 
Wcl=collect((n*x)/((d*y)+(n*x)),s) 

 

В результате получим 

 
4 3 2

0 4 0 3 0 2 0 1 0 0
8 7 6 5 4 3 2 1

1 2 3 4 5 6 7 8

( )cl
n x s n x s n x s n x s n x

W s
s s s s s s s s

   


       
, (10) 

где введены обозначения: 

1 3y  , 2 2 2( )d y   , 3 2 3 1( )d y y   , 4 0 2 2 0 4( )d d y n x    , 

5 0 3 2 1 0 3( )d y d y n x    , 6 0 2 0 2( )d y n x   , 7 0 1 0 1( )d y n x   , 8 0 0n x  . 

Зададим желаемый характеристический полином замкнутой системы 
(ХПЗС) такой, чтобы все корни были равны {–1, –1, –1, –1, –1, –1, –1, –1}: 

8 7 6 5 4 3 2 1
1 2 3 4 5 6 7 8s s s s s s s s          
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8 7 6 5 4 3 2 18 28 56 70 56 28 8 1s s s s s s s s         . 

Приравниваем коэффициенты по степеням последнего уравнения и коэф-
фициенты знаменателя (10). Эту систему уравнений запишем в матричном 
виде: 
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. (11) 

Старшие коэффициенты равны единице, и поэтому остается восемь урав-
нений, то есть размер матрицы A  – 8 8 . Подставим значения параметров 
объекта 0 1n  , 4 1d  , 2 1,5d  , 0 0, 25d   в уравнение (9) и найдем век-

тор .x  Эта операция легко делается в Matlab [8]: 

( ) ( )x inv A b c  . 

В результате параметры регулятора определены: 

 3 2 1 4 3 2 1 0
tx y y y x x x x x   

 8 26.5 44 30 12 21.375 3 1   . 

Подставим полученные параметры в уравнение (10): 

4 3 2

4 3 2

30 12 21,4 3 1
( )

8 26,5 44
R

s s s s
W s

s s s s

   


  
. 

Для проверки подставим параметры объекта и вычисленные значения па-
раметров регулятора в уравнение (11): 

4 3 2
2 1

8 7 6 5 4 3 2 1

30 12 21,375 3 1
( )

8 28 56 70 56 28 8 1
cl

s s x s x s
W s

s s s s s s s s

   


       
. 
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Вычисления, связанные с проверкой, можно выполнить при помощи стан-
дартных команд пакета Matlab: 

 

>> syms s 
>> n=1; 
>> d=s^4+1.5*s^2+0.25*s^0; 
>> x=30*s^4-12*s^3+21.375*s^2-3*s^1+1*s^0; 
>> y=s^4+8*s^3+26.5*s^2+44*s^1; 
>> D=collect((n*x),s); 
>> N=collect(((d*y)+(n*x)),s); 
>>Wcl=vpa((D/N),4) 

 

Особое внимание следует уделить команде collect – «собирает» члены по 
степеням s, а команда vpa «позволяет избавиться» от целочисленной арифме-
тики. Число 4 указывает на число значащих цифр после запятой. 

Приведем переходный процесс в системе (рис. 1) для случая, когда пара-
метры объекта равны: 1 2 0, 25k k  , 1 1m  , 2 0, 25m  . 

 

 
Рис. 1. График переходных процессов в системе для двух  

вариантов желаемого ХПЗС 

Из рис. 1 видно, что в случае, когда корни ХПЗС равны {–2, –2, –2, –2, –2, 
–2, –2, –2}, перерегулирование приблизительно равно 75  % и время уста-
новления равно примерно 9 с, а в случае равенства корней {–1, –1, –1, –1, –1,  
–1, –1, –1} в классическом смысле перерегулирование отсутствует. Переход-
ный процесс в системе, включающей данный объект, но с регулятором, рас-
считанным в [1], имеет отрицательный выброс в пределах от трехсот до пяти-
сот процентов (рис. 2). 
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Рис. 2. Графики переходных процессов в системе 

Существенное улучшение динамических показателей переходного про-
цесса можно объяснить частичным изменением методики расчета. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Как следует из результатов моделирования, в данной работе, как и в ста-
тье [1], объект обладает существенными колебательными свойствами и пока-
затели переходных процессов зависят от значений параметров объекта. Кроме 
того, если потребовать меньшее быстродействие системы, то отрицательный 
выброс уменьшается. Можно рекомендовать: 

– предварительно «не вводить» интегратор в объект, а потребовать в зна-
менателе регулятора равенство нулю свободного члена, что в итоге понижает 
степень регулятора на единицу, то есть упрощает последний; 

– показатели переходного процесса можно существенно улучшить, если 
использовать так называемый двухпараметрический регулятор, то есть регу-
лятор, состоящий из двух блоков, расположенных в канале задания и в обрат-
ной связи. 

Для того чтобы при расчетах в пакете Matlab результаты вычислений не 
оставались в виде дробей «целое число/ целое число», следует использовать 
команду vpa(…, 3). Внутри скобки перед запятой записывается преобразуе-
мое уравнение, а после запятой – число три – это количество цифр, которые 
показываются после запятой при преобразовании от целых к вещественному 
виду. 
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A polynomial method for the synthesis of single-channel two-mass  
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Is investigated the single-channel two-mass system described by two second order differential 
equations. Is presented the technique of calculating the regulator for the object of the fourth 
order polynomial method. In the classic version of the synthesis method of the degree of regu-
lator is chosen by one is less than of the degree of the denominator the object. In this case, the 
degree of regulator is chosen equal to four, but in the denominator of the regulator free term is 
set to zero to ensure astatic. To determine the parameters of the regulator are used special 
teams Matlab package. The simulation results are shown in graphs system transients. As a re-
sult of the modification method of calculating the regulator was able to reduce the overshoot 
compared with other works. 
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