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ВВЕДЕНИЕ 

При вычислении различных представлений систем автоматического управ-
ления, а именно при осуществлении перехода между символьным описанием в 
пространстве состояний в виде передаточных функций, а также в виде матрич-
ных полиномиальных представлений, требуется использовать символьные  
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вычисления. Если эти вычисления выполнять в пакете Matlab, возникает необ-
ходимость уметь эти операции выполнять при помощи программы, что приво-
дит к необходимости иметь определенные навыки в программировании. В этой 
статье предлагаются программные решения поставленной задачи.  

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Ставится задача перехода от описания в пространстве состояний ( ,  ,  )A b c   

 
,zx Ax bu

y cx

 



 (1) 

к матричной передаточной функции ( )W z  в пакете Matlab, где матрица A  

имеет размер n n , вектор-столбик b  – размер 1m , вектор-строчка c  – 
размер 1 m : 

 1( ) ( )W z c zI A b  .   (2) 

Так как в вычислениях используется символ z, необходимо выполнить 
символьные вычисления. Структурная схема, соответствующая (1), может 
быть изображена в виде, показанном на рис. 1.  

 

 
Рис. 1. Структурная схема системы, заданной  

в пространстве состояний (1) 

Сложность состоит в том, что это необходимо провести при помощи ко-
манд Matlab. В дальнейшем будем считать, что «тройка» матриц ( ,  ,  )A b c  
задана в численном виде, а z  – символ (сдвиг вперед на такт). Таким образом, 
необходимо использовать символьные вычисления.  

С виду простое выражение 1( )zI A   требует при вычислениях вспомога-
тельных рассуждений, а именно: обратная матрица – это присоединенная мат-
рица, деленная на детерминант: 

1 1( ) (det ( )) ( )zI A zI A adj zI A     . 
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2. ПРИМЕР 1: СИМВОЛЬНОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ  
ПОЛИНОМИАЛЬНОГО ПРЕДСТАВЛЕНИЯ  
ОДНОКАНАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ 

Рассмотрим символьные вычисления дискретной системы второго поряд-
ка с одним входом и одним выходом. Пусть, например, матрицы ,  ,  A b c  сле-
дующие: 

0 1

0,3 0
A

 
  
 

,   
0

1
b

 
  
 

,    1 0c  . 

Данная система устойчивая, так как  roots (det(z*I – A)) = 0,548  находят-
ся в единичной окружности. Из уравнения (1) найдем вектор состояния x : 

 1( )x zI A bu  , (3) 

где 1 2( )tx x x , (2)I eye . Если умножить (3) слева на вектор-строчку c , 
получим матричную передаточную функцию. Для вычисления матричного 
полиномиального представления необходимо уравнение (3) умножить слева 
на det( )zI A : 

 1det( ) det( ) ( )

adj

zI A x zI A zI A bu    .  (4) 

В правой части выражения (4) должны выполняться сокращения одинако-
вых полиномов. Но в среде Matlab такие сокращения часто не выполняются. 
Поясним это на примере. Пусть в результате вычислений получили  

 

>> F=(z+1)/(0.1*z+0.1). 
 

Если попытаемся осуществить эту операцию в Matlab, получим 
 

ans = (z + 1)/(z/10 + 1/10). 
 

По-видимому, одинаковые полиномы не сокращаются из-за того, что 
старшие коэффициенты неодинаковые. Для правильного осуществления вы-
числений воспользуемся дополнительно командами «vpa» (variable precision 
arithmetic) и «collect» (collect coefficients): 
 

>> F1=vpa(collect(((z+1)/(0.1*z+0.1)),z)). 
 

В результате получаем сокращение одинаковых полиномов F1=10.0. Этого же 
эффекта можно получить и более громоздким путем, а именно: 
 

>> F1=(vpa((z+1)/(10*(0.1*z+0.1))))*10. 
 

     F1=10.0 
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Программа вычисления полиномиального матричного представления 
дискретной системы следующая: 
 

>> syms z u x1 x2      % введение символов 
>> A=[0 1; 0.3 0];      % задание матрицы A 
>> b=[0; 1];                % задание вектора – столбца b 
>> c=[1 0];                 % задание вектора – строки c 
>> I=eye(2);               % задание единичной матрицы размером 2   2 
>> x=[x1; x2];            % задание символьного вектора x 
>> D=(z*I-A)             % построение матрицы (z*I-A) 
>> D1=(z*I-A)^-1      % вычисление обратной матрицы (z*I-A) 
>> D2=det(D)             % вычисление детерминанта матрицы (z*I-A) 
>> N=det(D)*D1        % вычисление присоединенной матрицы adj (z*I-A) 
>> N1=det(z*I-A)*x  % вычисление левой части уравнения (4) 
>> N2=((10*det(z*I-A))*(z*I-A)^-1)*10^-1*b*u  % сокращение одинаковых  
                                  % полиномов 
>> K=vpa(det(z*I-A)*x) % вычисление левой части уравнения (4)  
                                    % в компактном виде 
>> L=c*K                   % левую часть уравнения (4) умножили на c 
>> R=c*N2                 % правую часть уравнения (4) умножили на c 
>> y=c*x                     % вычисление выходного сигнала 
 

При выполнении вышеприведенной программы будут выведены следующие 
результаты: 

1

3

10

z
D

z

 
    
 

,   
2 2

2 2

10 10

10 3 10 31
3 10

10 3 10 3

z

z zD
z

z z

 
 

  
 
 

  

,   2 3
2

10
D z  , 

2 2

2 2

2 2

2 2

3 3
10 ( ) 10( )

10 10
10 3 10 3

3 3
3( ) 10 ( )

10 10
10 3 10 3

z z z

z zN

z z z

z z

   
 

    
  

    

,   

2
1

2
2

3
( )

101
3

( )
10

z x
N

z x

  
 
  
 

,   2
u

N
uz

 
  
 

, 

2
1

2
2

( 0,3)

( 0,3)

z x
K

z x

 
 
  

,   2
1( 0,3)L z x  ,   R u , 1y x . 
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В нашем случае приравниваем L  на R  и заменим 1x  на  y: 

 2( 0,3)z y u  .  (5) 

В результате получим  

2

1
(0,3 )y y u

z
  . 

Примечание. При сокращении одинаковых полиномов требуется опреде-
ленная аккуратность при написании программы. Поясним это на следующем 
примере. Пусть задана передаточная функция  

2 2 1
( )

0,1 0,1

z z
P z

z

 



, 

где содержится полином первой степени 1z  . В программе это выполняется 
следующим образом: 
 

>> P=z^2+2*z+1)/(0.1*z+0.1) 
     P=(z^2 + 2*z + 1)/(z/10 + 1/10) 
 

Как видим, сокращение одинаковых полиномов не произошло. Более того, 
десятичную дробь 0,1 компьютер преобразовал в целочисленное представ-
ление /10z  и 1/10 .  

Первый вариант сокращения: 
 

>> P1=vpa(collect(((z^2+2*z+1)/(0.1*z+0.1)),z)) 
     P1=10.0*z + 10.0 
 

Второй вариант сокращения: 
 

>> P1=vpa((collect(((z^2+2*z+1)/(10*(0.1*z+0.1))),z))*10) 
     P1=10.0*z + 10.0 
 

Как видим, сокращение осуществлено за счет введения команд «vpa» и 
«collect», а во втором варианте отнормирован коэффициент при старшем 
члене и введен компенсирующий коэффициент 10  в знаменатель. 

3. ПРИМЕР 2: СИМВОЛЬНОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ  
ПОЛИНОМИАЛЬНОГО ПРЕДСТАВЛЕНИЯ  
МНОГОКАНАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ 

В качестве второго примера возьмем систему автоматического управле-
ния с одним входом и двумя выходами и двумя параметрами 1  и 2 , которая 
получена преобразованием непрерывной системы [1] в дискретную (рис. 2).  
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Рис. 2. Структурная схема системы с одним входом V и двумя выходами θ и S  

в дискретном виде 

 

 
Рис. 3. Структурная схема системы рис. 2  

в пространстве состоянии 

В пространстве состояний система рис. 2 преобразуется к виду рис. 3, что 
соответствует уравнениям  

,

,

zx Ax bu

y Cx

 



 

где  1 2 3 4 5 6
tx x x x x x x . Матрицы ,  ,  A b C  приведены ниже: 

 

1

1

1 0 0 977,5 0 0

0 1 0 0 0 37,9

0,003 0,003 0,5 0,1 17, 2 0, 2 3,2

0 0 0,1 1 0 0

0,003 0,003 1,5 0,1 17, 2 0,8 3,2

0 0 0 0 0,1 1

A

 
 
 
      

  
 
   
  
 

,   

0

37,9

3,2

0

3,2

0

b

 
  
 

  
 
 
  
 

,  



Символьные вычисления 29

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1
C

 
  
 

. 

Приведем программу вычисления присоединенной матрицы   
 

syms z u T1 T2 x1 x2 x3 x4 x5 x6  % в программе 1  и 2  заменены на T1 и T2 

n=6; 
A=[1 0 0 977.5 0 0; 0 1 0 0 0 37.9; -0.003 -0.003 -0.5 0.1*T1-17.2 0.2 -3.2;  
 0 0 0.1 1 0 0; 0.003 0.003 1.5 -0.1*T2+17.2 0.8 3.2; 0 0 0 0 0.1 1]; 
b=[0; -37.9; 3.2; 0; -3.2; 0]; 
x=[x1; x2; x3; x4; x5; x6]; 
c=[0 0 0 1 0 0; 0 0 0 0 0 1]; 
I=eye(n); 
Q=z*I-A; 
D=det(z*I-A); 
adj=Q;                                     % далее вычисляем adj(z*I-A) – за начальное  
                                                % значение принимаем Q 
for i=1:n 
    for j=1:n 
        Q1=Q; 
        Q1(i,:)=[];                      %Вычеркиваем i-ю строку 
        Q1(:,j)=[];                      %Вычеркиваем j-ю столбцу 
        adj(j,i)=(-1).^(i+j)*(collect(vpa(det(Q1)))); 
    end 
end 
collect(vpa(D),z) 
adj 
L=collect((vpa(D)*x), z);      %Это уравнение det(z*I-A)*x 
R=collect((adj*b*u), z);        %Это уравнение det(z*I-A)*(z*I-A).^-1*b*u 
P1=collect((c*L), z)              %Это уравнение c*(det(z*I-A)*x) 
P2=collect((c*R), z)             %Это уравнение c*(det(z*I-A)*(z*I-A).^-1*b*u) 
 

Здесь 1P  и 2P  – это левая и правая части уравнения (4), умноженные на c .  
В результате вычислений по вышеприведенной программе получим 
 

6 5 4 3
1 1 2

6 5 4 3
1 1 2

( 4,3 (0,01 7,9) (0,038 0,002 8,318)

( 4,3 (0,01 7,9) (0,038 0,002 8,318)

z z T z T T z

z z T z T T z

       

       
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2
1 2 1 2

2
1 2 1 2

(0,051 0,01 5,554) (0,028 0,012 2, 254)

(0,051 0,01 5,554) (0,028 0,012 2, 254)

T T z T T z

T T z T T z

      

      
 

1 2 4

1 2 6

(0,005 0,005 0,418))

(0,005 0,005 0, 418))

T T x

T T x

   
   

 

4 3 2

4 3 2
2 1

(0,32 1, 2686 1,886 1, 246

( 0,32 1, 2686 (0,003 0,003 1,886)

z z z z

z z T T z

    

      

 

 2 1 2 1

0,309)

(0,006 0,006 1,246) (0,003 0,003 0,308))

u

T T z T T u

 
      

. (6) 

Уравнение (6) в компактном виде запишется так: 
 

6 5 4 3 2
1 2 3 4 5 4

6 5 4 3 2
1 2 3 4 5 6

( 4,3 )

( 4,3 )

z z z z z z x

z z z z z z x

           
  
            

  

 

4 3 2

4 3 2
6 7 8

(0,32 1, 2686 1,886 1, 246 0,309)

( 0,32 1, 2686 )

z z z z u

z z z z u

    
 
         

,   (7) 

где 

1 1(0,01 7,9)T   ,                          2 1 2(0,038 0,002 8,318)T T    , 

3 1 2(0,051 0,01 5,554)T T    ,     4 1 2(0,028 0,012 2, 254)T T    , 

5 1 2(0,005 0,005 0,418)T T    ,   6 2 1(0,003 0,003 1,886)T T    , 

7 2 1(0,006 0,006 1, 246)T T    ,   8 2 1(0,003 0,003 0,308)T T    . 

Если подставим значения 1 1 33,3T   , 2 2 23,3T    в (7) и учтем, что  

y cx , т. е. 

  4
1 2 3 4 5 6

6

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1
t x

y x x x x x x
x

  
    
   

, 
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то уравнение (7) принимает вид 

6 5 4 3 2
1

6 5 4 3 2
2

( 4,3 7,567 7,0061 3,64836 1,04521 0,135983)

( 4,3 7,567 7,0061 3,64836 1,04521 0,135983)

z z z z z z y

z z z z z z y

      
  
       

 

 

4 3 2

4 3 2

(0,32 1, 26863 1,88589 1, 24589 0,30863)

( 0,32 1, 2686 1,85389 1,1830 0, 277767)

z z z z u

z z z z u

    
 
      

. (8)  

Или кратко в матричном виде 

 ( ) ( )D z y N z u . (9) 

Из (8) очевидно, что 1 2( ) ( )( )tD z y d z y y , т. е. (9) можно переписать так: 

1

2
( ) ( )

y
d z N z u

y

 
 

 
. 

Уравнение (7) – это матричный полином в левой и правой частях: 

6 5 4 3 2
6 5 4 3 2 1 0D z y D z y D z y D z y D z y D zy D y         

  4 3 2
4 3 2 1 0N z u N z u N z u N zu N u     .   (10) 

Здесь  
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0 1
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7,567 0

0 7,567
D

 
  
 

, 

3
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D
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 
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1
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 
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Из (10) легко получить 

1 1 1 1 1
6 5 4 4 3 3 2( ( (y D z D y z D y N u z D y N u z D y                 

 1 1
2 1 1 0 0( ( )))))N u z D y N u z D y N u        .  (11) 

Структурная схема уравнения (11) показана на рис. 4. Здесь учтено, что 

6D I . 
 

 
Рис. 4. Структурная схема системы рис. 2, приведенная к матрично-полиномиальному 

виду (7)–(9) 

В результате моделирования дискретной системы, представленной в про-
странстве состояний (рис. 3) и преобразованной к матрично-полиномиально-
му виду (рис. 4), получены переходные процессы, приведенные на рис. 5.  

 

 
Рис. 5. График переходных процессов в пространстве 
состояний системы, представленной на рис. 2, и мат- 
  рично-полиномиальной, представленной на рис. 3 
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Переходные процессы отличаются по одному из каналов на 10 %, что,  
по-видимому, вызвано существенной негрубостью при данных значениях па-
раметров. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе показано, каким образом осуществлять символьные преобразо-
вания от одного вида описания системы автоматического управления к дру-
гому, а именно от передаточной функции к пространству состояний и / или к 
матричному полиномиальному виду. Показано, каким образом добиваться 
сокращения совпадающих нулей и полюсов в символьном виде. Эти преобра-
зования проиллюстрированы на двух примерах, один из которых соответству-
ет системе второго порядка, а второй – системе шестого порядка. Эти же пре-
образования без каких-либо изменений можно применить и для непрерывных 
систем. Интересно отметить, что в результате таких преобразований обнару-
жено, что второй пример, вариации которого рассматриваются во многих ра-
ботах, это пример негрубой системы. 
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