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ВВЕДЕНИЕ  

В данной работе отдается предпочтение полиномиальному методу синтеза 
регуляторов [1–5], хотя достижения в разработке методов синтеза с использо-
ванием описания в пространстве состояний [1, 3, 6] и матричных передаточ-
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ных функций значительны. При полиномиальном методе синтеза считается 
обязательной проверка необходимых условий, при выполнении которых при-
ступают к расчету регуляторов.  

При полиномиальном синтезе многоканальных регуляторов [7–9, 10–15, 
20] всегда учитывают ограничение, накладываемое на математическое описа-
ние объекта, состоящее в требовании взаимной простоты числителя и знаме-
нателя передаточной функции объекта. Смысл этого требования заключается 
в исключении одинаковых нулей и полюсов [16]. Точная формулировка для 
многоканальных систем приведена в теореме. 

Теорема [1, p. 272]. Для заданных полиномиальных матриц ( )D s  и ( )N s  

полиномиальное матричное решение ( )Y s  и ( )X s  уравнения  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y s D s X s N s C s   

существует для любой полиномиальной матрицы ( )C s , если и только если 

( )D s  и ( )N s  взаимно простые.  

Относительно задачи синтеза регулятора полиномиальные матрицы ( )D s  

и ( )N s  можно интерпретировать как знаменатель и числитель многоканаль-

ного объекта, а матрицы ( )Y s  и ( )X s  – как знаменатель и числитель регуля-

тора. Тогда ( )C s  – характеристическая матрица системы, которая задается в 

соответствии с требуемыми свойствами замкнутой системы.  
Введем обозначения передаточных функций объекта и регулятора: 

( )
( )

( )ob
n s

W s
d s

 ,         
( )

( )
( )r

x s
W s

y s
 . 

Тогда характеристический полином замкнутой системы (ХПЗС) имеет 
следующий вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )y s d s x s n s c s  . 

Таким образом, необходимое условие разрешимости задачи синтеза 
для одноканальной системы сводится к требованию взаимной простоты 
полиномов ( )d s  и ( )n s . Нарушим это требование и на примере однока-

нальной системы покажем, что в случае общего нуля и полюса задачу син-
теза все же можно решать, правда, решение будет получено с некоторой 
погрешностью. 
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1. СИНТЕЗ РЕГУЛЯТОРОВ ДЛЯ ОБЪЕКТОВ С ОБЩИМ НУЛЕМ  
И ПОЛЮСОМ 

Рассмотрим случай, когда числитель и знаменатель объекта не взаимно 
простые. Например, в качестве объекта возьмем объект второго порядка, у 
которого имеется ноль и полюс, равные минус двум: 

 
2

( ) ( 1)( 2)
( )

( ) ( 2)
ob

n s s s
W s

d s s

 
 


. (1) 

Безусловно, следует рассматривать только устойчивый случай, так как в про-
тивном случае получим не грубую систему, в которой будут присутствовать 
неустойчивые процессы, не наблюдаемые по входу и выходу объекта. Выби-
раем степень регулятора на единицу меньше степени объекта [16–19]: 

 1 0

1 0
( )r

x s x
W s

y s y





. (2) 

Передаточная функция (2) не изменится, если числитель и знаменатель 
разделить на одно и тоже число и, следовательно, можно взять 1 1y  . Но все 

же этого делать не следует, так как при решении системы уравнений при вы-
числении параметров регулятора получим систему уравнений с недостаточ-
ным числом переменных.  

Запишем передаточную функцию замкнутой системы (ПФЗС): 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )cl
n s x s

W s
d s y s n s x s

 


 

 
2

1 0
2 2

1 0 1 0

( )

( 3 2)( )

( 4 4)( ) ( 3 2)( )

c s

s s x s x

s s y s y s s x s x

  


      
. (3) 

Знаменатель правой части выражения (3) – это характеристический полином 
замкнутой системы. Зададим корни желаемого ХПЗС равными {–3, –3, –3}: 

3 2
1 1 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0( ) (4 3 ) (4 4 2 3 ) 4 2y x s y y x x s y y x x s y x             

 3 29 27 27s s s    . (4) 



А.А. Воевода, К.М. Бобобеков 10

Из уравнения (4) легко получить линейное матричное уравнение Ax b  [19], 
где вектор x  включает коэффициенты регулятора: 

 

 

1

0

1

0

1 0 1 0 1

4 1 3 1 9

4 4 2 3 27

0 4 0 2 27

bxA

y

y

x

x

    
    
    
    
    

    

. (5) 

Уравнение (5) неразрешимо, так как rank (A) = 3 и обусловленность 
16cond ( ) 1,16 10A    подтверждает вырожденность матрицы  А.  Тем не менее 

попробуем найти приближенное решение, для чего перенесем вправо первый 
столбец из матрицы  А,  так как он линейно зависимый, с соответствующим 
неизвестным коэффициентом 1y : 

 



0
1

1
1

0
1

10 1 0

9 41 3 1

27 44 2 3

27 44 0 2
x

A b

y
y

x
y

x
y

  
                         

. (6) 

Из первого уравнения (6) следует, что 1 1x  . Тогда в (6) матрица A  разме-

ром 4 3  преобразуется в матрицу A  размером 3 3 . После введения новых 
обозначений получим 

 



0 1

1 1

0 1

1 3 1 9 4

4 2 3 27 4

4 0 2 27 4

xA b

y y

x y

x y

    
         

          

. (7) 

Ранг матрицы A  равен трем и обусловленность cond ( ) 18, 4A  . Найдем ре-

шение (7): 

1
1(7,88 ; 1,12; 2, 25)tx A b y    , 
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откуда 0 17,88y y  , 1 1,12x  , 0 2,25x   . Получили противоречие 1 1x   и 

1 1,12x  . Возьмем 1x  среднее: 1 1,06.x   Тогда регулятор 

 

1 0

1 0 1 1

1,12 2,25
( )

(7,88 )r
x s x s

W s
y s y y s y

 
 

  
. (8) 

Используя (3) и (8), можем записать ПФЗС: 

2

2 2
1 1

( 3 2)(1,06 2, 25)
( )

( 4 4)( (7,88 )) ( 3 2)(1,06 2,25)
cl

s s s
W s

s s y s y s s s

  
 

       
 

3 2

3 2
1 1 1

1,06 1,11 4,51 4,5

( 1,06) (3 8,99) 27 (27 4 )

s s s

y s y s s y

  


     
. 

Если зададим 1 0,01y  , то получим полюса замкнутой системы 3,13 1,68i   

и –2. Если зададим 1 0,003,y   то получим корни ХПЗС 3,16 1,66i   и  –2.  

И, наконец, при 1 0y   получим корни 3,16 1,68i   и 1,99 , что соответ-

ствует ПД-регулятору. Таким образом, точное решение не получено, но при-
ближенное решение удовлетворительное. 

2. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МНК ПРИ ПОИСКЕ ПАРАМЕТРОВ 
РЕГУЛЯТОРА  

Уравнение (6) слева умножим на :tA   

t tA Ax A b  

и подставим A  из (6): 

0
1

1
1

0
1

10 1 0 0 1 0 0 1 0

9 41 3 1 1 3 1 1 3 1

27 44 2 3 4 2 3 4 2 3

27 44 0 2 4 0 2 4 0 2

t t

y
y

x
y

x
y

      
                                           

. 
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Раскроем 

 



0 1

1 1

0 1

33 11 21 225 33

11 14 9 82 11

21 9 14 144 21

xA b

y y

x y

x y

    
         

          

. (9) 

Итак, из выражения (9) следует 1x A b , что позволяет найти неизвестные 
параметры вектора x : 

 1(7,82 ; 1,09; 2,15)tx y   . (10) 

Из уравнения (10) следует, что 0 17,82y y  , 1 1,09x   и 0 2,15x  . Переда-

точная функция регулятора будет равна 

1 0

1 0 1 1

1,09 2,15
( )

(7,82 )r
x s x s

W s
y s y y s y

 
 

  
. 

Исследуем зависимость корней ХПЗС от свободного параметра 1y , для чего 

выпишем передаточную функцию замкнутой системы 

2

2 2
1 1

( 3 2)(1,09 2,15)
( )

( 4 4)( 7,82 ) ( 3 2)(1,09 2,15)
cl

s s s
W s

s s y s y s s s

  
 

       
 

3 2

3 2
1 1 1

1,09 1,12 4, 27 4,3

( 1,09) (3 8,94) 27 (27 4 )

s s s

y s y s s y

  


     
. 

На рис. 1 приведены корневые годографы при 1 [ 0,3; 3]y   . Например, при 

1 0,04y   полюса системы равны 3 1,67i   и 2 , что соответствует  

 
3 2

3 2

1,09 1,12 4, 27 4,3
( )

1,13 9,06 27 26,84
cl

s s s
W s

s s s

  


  
. (11) 
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Рис. 1. Корневые годографы полюсов замкнутой системы при 1 [ 0,3; 3]y     

 
 
 

            
а           б 

Рис. 2. Переходный процесс в системе:  

а – объект в не взаимно простом виде; б – объект во взаимно простом виде 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Как следует из результатов исследования, легко получить полюса систе-
мы, близкие к желаемым. Переходный процесс для этого случая приведен на 
рис. 2, б, откуда получаем подтверждение, что система астатическая. Кроме 
того, время переходного процесса равно 1,5 с и перерегулирование отсутству-

ет. Значения (0)clW  и ( )clW   равны:  

(0) 1clW  ,    
2

2

(7,79 19,66) / 11,88 /
( ) 7,79

1 6 / 11,88 /
cl s

s s
W s

s s


 
 

 
, 

что полностью соответствуют графику переходного процесса. Точного реше-
ния нет, но приближенное решение может быть удовлетворительным. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Для сравнения приведем расчет регулятора для объекта (1) в предположе-
нии, что общий множитель числителя и знаменателя сокращен: 

 
( ) 1

( )
( ) 2ob

n s s
W s

d s s


 


. (П1) 

В отличие от случая, рассмотренного в основном тексте статьи, здесь по-
требуем обеспечение астатизма системы, для чего выбираем степень регуля-
тора равным степени объекта и полагаем 0 0y   [16]: 

 1 0

1
( )r

x s x
W s

y s


 . (П2) 

Запишем ПФЗС: 

 
2

1 1 0 0
2

1 1 1 1 0 0

( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (2 )
cl

x s x x s xn s x s
W s

d s y s n s x s y x s y x x s x

  
 

     
. (П3) 

Зададим корни желаемого ХПЗС в соответствии с расчетами второго раздела: 
3 1,67i  : 

2 2
1 1 1 1 0 0( ) (2 ) 6 11,79y x s y x x s x s s        . 
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Это позволяет записать систему линейных уравнений относительно неизвест-
ных параметров регулятора 



1

1

0

1 1 0 1

2 1 1 6

0 0 1 11,79

xA b

y

x

x

    
        

    
     

, 

или  

 Ax b . (П4) 

Ранг матрицы A  равен трем, а обусловленность – 8,34 . Из уравне-
ния (П4) определяем параметры регулятора: 

1
1 1 0( ; ; ) ( 6,79; 7,79; 11,79)t ty x x A b   . 

Получаем регулятор 

7,79 11,79
( )

6,79r
s

W s
s





, 

что соответствует передаточной функции замкнутой системы 

 
2

2

7,79 19,66 11,88
( )

6 11,88
cl

s s
W s

s s

 


 
. (П5) 

При выполнении необходимых требований взаимной простоты числителя 
и знаменателя объекта получаем полюса системы, незначительно отличающи-
еся от требуемых, что объясняется вычислениями с точностью три знака по-
сле запятой. 
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simple. Usually, are taken into account  the constraint imposed on the mathematical descrip-
tion of an object in the polynomial synthesis of multichannel regulators, consisting in the re-
quirement of mutual simplicity of the numerator and the denominator of the object's transfer 
function. When these conditions are met, the regulators are calculated. The necessary condi-
tion for the solvability of the synthesis problem for multichannel systems is reduced to the re-
quirement of mutual simplicity of the polynomial matrices D(s) and N(s), and for one-channel 
systems, the mutual simplicity of d(s) and n(s). Using the example of a single-channel system, 
it is shown that if the above-stated requirement is violated, that is, in the case of a common ze-
ro and the object pole, the synthesis problem can still be solved, although the solution will be 
received with some error. 

Keywords: linear control systems, single-channel systems, polynomial synthesis method, 
control object, mutually simple representation, common zeros and poles, roots of the charac-
teristic polynomial of a closed system, transient process 
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