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В настоящее время набирают популярность нелинейные методы синтеза, которые ис-
пользуют исходную нелинейную модель. Такой подход дает возможность формировать 
управление не только в окрестности точки линеаризации, а в большей области измене-
ния переменных состояния, что позволяет в законе управления учитывать поведение 
объекта наиболее полно. Для моделей, линеаризованных в окрестности некоторой точ-
ки, применяются линейные методы синтеза, такие как модальный метод синтеза, мето-
ды синтеза с использованием полиномиального разложения, алгоритмы оптимизации, 
построение ПИД-регуляторов и другие. Но такое представление не описывает всех 
свойств работы исходного объекта. Для того чтобы применять линейные методы синте-
за для нелинейных объектов, целесообразней использовать линеаризацию обратной 
связью, которая приводит поведение исходного объекта к линейному виду. Суть метода 
заключается в поиске такого компенсирующего управления, при котором поведение  
замкнутой системы будет соответствовать поведению системы, описанной линейными 
дифференциальными уравнениями. Тогда для синтезированной системы появляется 
возможность рассчитать регулятор линейными методами синтеза. В настоящей работе 
осуществлен обзор предыдущих работ по данной теме. Рассмотрены различные одно-
канальные нелинейные объекты; объект, содержащий тригонометрическую функцию; 
показана возможность получения различного решения задачи линеаризации нелиней-
ными обратными связями для одного и того же объекта. На примере подсистемы «ма-
ятник» модели объекта перевернутый маятник на тележке произведен синтез системы 
управления с модальным регулятором и наблюдателем состояния полного порядка, где 
в одном случае использовалась старшая производная выходной величины, а в дру- 
гом – нет; показана возможность применения данного метода для многоканальных объ-
ектов (двух- и трехканальных), нелинейных по выходу, а также показан формализован-
ный метод поиска линеаризующего управления на основе алгебры и скобок Ли. 

Ключевые слова: нелинейное управление, линеаризация обратной связью, регулятор, 
наблюдатель состояния, синтез, многоканальный, алгебра Ли 
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ВВЕДЕНИЕ 

К достаточно новым методам синтеза линейных многоканальных объек-
тов можно отнести стабилизацию с использованием полиномиального разло-
жения. Полиномиальный метод расчета многоканальных регуляторов описан 
в работе [1], в которой приводится алгоритм построения управления. В [2] 
приведены примеры модального метода синтеза с использованием полиноми-
ального разложения для двухмассовой системы. В [3] рассмотрена стабилиза-
ция двухканальной системы методом разделения движений с использованием 
полиномиального разложения, что сводится к решению диофантова уравне-
ния. Также к многоканальным объектам относится перевернутый маятник на 
тележке. В работе [4] приведен пример синтеза ПИД-регуляторов для стаби-
лизации вертикального положения маятника и перемещения тележки в задан-
ное положение. В работе [5] на примере объекта второго порядка с ограниче-
нием на входе и с запаздыванием сопоставляются критерии устойчивости 
процедуры оптимизации. В работе [6] проведено моделирование новой струк-
туры ПИД-регулятора. 

Синтез нелинейных систем, в отличие от линейных, не так однозначен. 
Так, существуют системы, в которых нелинейная часть выражена существен-
ными нелинейностями (реле, реле с гистерезисом и так далее) и с нелинейно-
стями, выраженными гладкими функциями. В данной работе рассмотрим объ-
екты с нелинейностями, выраженными гладкими функциями, такими как 
умножение, деление и взятие корня, причем управление аддитивно (так назы-
ваемые аффинные системы). Эти функции могут связывать как переменные 
состояния, так и выходные величины.  

Для синтеза систем такого вида применима линеаризация обратной свя-
зью – ЛОС (Linearization by output injection) [7–9], суть которой заключается в 
том, что нелинейная система, замкнутая искомым управлением, будет вести 
себя эквивалентно линейной. Линеаризация обратной связью применима для 
объектов, которые заданы нелинейными дифференциальными уравнениями с 
аддитивным входным воздействием, или для объектов, выходные величины 
которых нелинейно связаны с переменными состояния. В первом случае такая 
линеаризация называется по состоянию, а во втором случае – по выходу.  

Компенсирующие воздействия могут быть в некоторых случаях найдены 
по структурной схеме модели. Преобразование структурных схем распро-
странено в линейных системах, где они называются эквивалентными струк-
турными преобразованиями. В нелинейных системах также можно преобразо-
вать структурную схему путем переноса нелинейности через интегратор, но 
новая схема не будет полностью эквивалентна в связи с зависимостью пере-
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ходных процессов нелинейных систем от начальных условий. Тем не менее 
такой подход возможен и рассмотрен в работах. 

Рассмотрены модели объектов, имеющих многоканальную структуру с 
выходными переменными, нелинейно связанными друг с другом. Для такого 
типа объектов, к которому относится машина переменного тока, осуществле-
на линеаризация путем дифференцирования выхода и поиска взаимосвязи 
между управлением и нелинейностью. Данная взаимосвязь найдена, что поз-
волило развязать выходные величины друг от друга и дало возможность при-
менять различные линейные методы синтеза. Ограничения на переменные 
вызваны структурой самого объекта.  

В заключительной части работы рассмотрим нахождение такого управ-
ления, которое позволяет линеаризовать исходную нелинейную модель, 
применяя дифференциально-геометрический подход. Данный подход за-
ключается в использовании производных Ли (скобки Ли, алгебра Ли, груп-
пы Ли). Использование этого инструмента позволяет проводить анализ и 
синтез нелинейных систем. В частности, матрицы наблюдаемости и управ-
ляемости похожи на те, что получены от линеаризованного объекта. Также 
используется понятие о каноническом виде, который аналогичен канониче-
скому виду в линейных системах. Производные Ли особенно удобно ис-
пользовать для непрерывных дифференцируемых функций, что соответству-
ет нашему классу объектов.  

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим способы нахождения такого управления, которое позволяет 
линеаризовать исходную нелинейную модель. Эта задача будет выполнена 
различными способами – структурными преобразованиями и дифференциаль-
но-геометрическим подходом. Данный подход заключается в использовании 
производных Ли (скобки Ли, алгебра Ли, группы Ли) [8]. Для нелинейных 
объектов, линейных по управлению (аффинных) вида 

( ) ( )x A x B x u  , 

возможно выразить старшую производную через управления (минимально 
фазовые), что и является критерием применимости этих методов, где u – глад-
кая функция в некоторой окрестности Ω(0) начала координат. Начало коорди-
нат является положением равновесия  f(0, 0) = 0. Здесь x – вектор состояния,  
u – управление.  
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1. СТРУКТУРНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

В линейных системах для удобства применения методов управления ис-
пользуют структурные преобразования. Так, например, регулятор удобнее 
рассчитывать в управляемой канонической форме, а наблюдатель состояния – 
в наблюдаемой. В нелинейных системах также есть возможность при опреде-
ленных ограничениях производить преобразования по структурной схеме мо-
дели. Рассмотрим несколько динамически нелинейных объектов, в которых 
нелинейная часть выражена умножением и делением [10] 

 3x ax u  . (1) 

Структурная схема объекта (1) представлена на рис. 1. При доступности 
всего вектора состояния для заданных объектов необходимо найти управле-
ние, удовлетворяющее критерию асимптотической устойчивости. 

 

u xx' 1/s1

 
Рис. 1. Структурная схема объекта (1) 

На примере объекта (1) ЛОС аналогична методу обратной задачи дина-
мики. Выберем регулятор таким образом, чтобы замкнутая система имела  
вид 

 x v . (2) 

Для этого приравняем правые части уравнений (1) и (2): 

 3v ax u    (3) 

и находим u: 

 3u v ax  . (4) 

Найденное управление (3) линеаризует объект (1) и приводит его к ви-
ду (2). Полученная система показана на рис. 2. 
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Рис. 2. Система объект–регулятор 

Объект, замкнутый управлением (3), имеет линейное поведение, что поз-
воляет для замкнутой системы вида (2) провести синтез управления, основан-
ного на линейных методах. 

Рассмотрим систему второго порядка: 

 3
1 1 2x cx x  ,   2x u .  (5) 

Путем структурных преобразований представим уравнение (5) в виде ли-
нейной системы с нелинейной старшей производной (рис. 3). 

 
Рис. 3. Структурная схема объекта (3) 

Перенесем нелинейные звенья объекта в управление для его последующей 
компенсации. В данном случае необходимо перенести c(x1)^3 «через» integra-
tor1 (рис. 4). 

integrator1 integrator 2

xx'u x''
1/s1/s
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Рис. 4. Структурная схема после преобразования 
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1
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Уравнение объекта после преобразования 

 23x cx x u   , (6) 

в новых переменных  

1 1x x z  , 

3
1 2 1 2x x z cx x     , 

 2 2 3
2 1 1 23 3x z cx x u cx cx x u       , 

далее для компенсации нелинейности выберем управление вида 

  2 3
1 1 23u cx cx x v    . (7) 

Система, замкнутая обратной связью, имеет вид 

 1x x v   , (8) 

а в новых переменных 

1 2z z ,         2z v . 

Подставим полученное управление (7)  в исходное уравнение объекта (6) 

 3
1 1 2x cx x  ,     2 3

2 1 1 23x cx cx x v    . (9) 

Структурная схема системы «объект + регулятор» представлена на рис. 5. 
Замкнутая система (9), имея несколько умножений, тем не менее эквива-

лентна системе «двойной интегратор» (8), где задание v после двойного инте-
грирования подается на выход объекта (рис. 6). 

Рассмотрим следующую систему третьего порядка: 

1 2x x , 

 3
2 3x x u  , (10) 

3
3 1 3x x cx  . 
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Рис. 5. Структурная схема системы «объект + регулятор» 
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Рис. 6. Структурная схема объекта (8) 

Найдем преобразование координат эвристически. Для этого нам необхо-
димо через старшую производную выразить все нелинейности объекта, выра-
зим 1x  из уравнения (8): 

3
3

1 2

x u
x

p


 , 

подставим найденный 1x  в уравнение производной 3x : 

3
3 23

3 3 3 3 3 3 3 32
6 3

x u
x cx x x cx x cx x u

p


          . 
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Соответственно управление u, необходимое для компенсации нелинейно-
стей, будет выглядеть так: 

  3 2 2 2
3 3 1 3 3 2 3 1 36 ( ) 3 3 ( )u x cx x cx cx x cx x cx v        . 

Преобразование координат для перехода к линейной модели: 

1 3z x ,     3
2 3 1 3z x x cx   ,     2

3 3 2 3 1 33 ( )z x x cx x cx    . 

В новых переменных модель объекта примет вид 

1 2z z ,     2 3z z ,     3z v . 

В качестве следующего примера возьмем модель объекта, содержащую 
тригонометрическую функцию: 

 (sin )y y u  . (11) 

Уравнение (11) было использовано в работе [12], но в данной работе бу-
дет рассмотрена та же линеаризация, но на основе структурных преобразова-
ний. Также уравнение (11) можно представить в следующем виде 

siny y udt   . 

Ниже представлены графики переходных процессов при различных вход-
ных воздействиях (рис. 7). Структурная схема объекта представлена на рис. 8. 
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Рис. 7. Графики переходных процессов объекта (11) 
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Рис. 8. Структурная схема объекта (11) 

Компенсацию нелинейности будем производить через обратную связь. 
Для этого необходимо найти такое управляющее воздействие, которое в замк-
нутой системе приведет ее к необходимому нам линейному виду (в нашем 
случае тройной интегратор). Для этого ниже приведена структурная схема, 
эквивалентная структурной схеме объекта (рис. 9). 

 

 
 
 
 
 

yy'y''uu

cos

Step Scope

Product

1
s

1
s

1
s

 
Рис. 9. Эквивалентная схема объекта (11) 

Данную структурную схему описывает следующее дифференциальное 
уравнение: 

cosy y y u    . 

По приведенной структурной схеме наглядно видно, что, прибавив коси-
нус и производную выхода, мы будем иметь линейную систему вида 3 инте-
гратора. На рис. 9, 10 и 11 приведены структурные схемы результирующей 
системы и эквивалентные ей: 

 
(sin ) ,

cos .

y y u

u y y

 

 




 (12) 

На рис. 11 имеются тригонометрические функции, которые, как известно 
периодические. Поэтому интересны случаи попадания на их период. Это мо-
жет возникнуть при выборе начальных условий или при выходе y за какие-то 
пределы.  
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Рис. 10. Эквивалентная схема системы (12) 
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Рис. 11. Структурная схема результирующей системы (12) 

Рассмотрим различные представления одного объекта. Уравнение 
объекта [11] описывается уравнением 

 (1 )y y u  . (13) 

Структурная схема этого объекта представлена на рис. 12. 
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Рис. 12. Структурная схема объекта (13) 
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Переходные процессы на выходе объекта при подаче различных ступен-
чатых воздействий на вход показаны на рис. 13. 
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Рис. 13. Переходные процессы объекта (13) 

Как видно из рис. 12, нелинейная часть типа деления 
1

1

y
 имеет явную 

зависимость от управления u. Это позволяет нам без применения каких-либо 
преобразований компенсировать ее за счет нелинейной обратной связи. Оче-
видно, что компенсация деления будет производиться умножением. Тогда, 
выбрав управление вида  
 ( 1)u y v  , (14) 

получим замкнутую систему вида «интегратор»: 

y v . 

Структурная схема полученной системы представлена на рис. 14, а графи-
ки переходных процессов при различных входных ступенчатых воздейст- 
виях – на рис. 13. 

Заметим, что в структурной схеме объекта имеется деление, и при значе-
нии выхода y = –1 будет происходить деление на ноль, что говорит о нерабо-
тоспособности модели в этой точке. Для решения этой проблемы существуют 
различные методы. 

На следующем примере [13] покажем, что модель объекта можно пред-
ставить в различных вариантах, в зависимости от которых будут различаться 
линеаризующие обратные связи, что придает конечной системе различные 
свойства: 
 y yy u   ,  (15) 

где u является входным воздействием, а y – выходной величиной. 
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Рис. 14. Структурная схема объекта (13) с управлением (15) 
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Рис. 15. Переходные процессы результирующей  

системы 

Первый вариант представления модели объекта (12) – выразим производ-
ную 

 
1

u
y

y



 .  (16) 

Структурная схема показана на рис. 16. Эта схема включает блок деления. 
Если выбрать управление в виде 

( 1)u y v  , 

где v – задающее воздействие, результирующая система будет следующая: 

 y v .  (17) 
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Рис. 16. Структурная схема модели (16) 

Система «объект – устройство управления» представлена на рис. 17. 
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Рис. 17. Структурная схема замкнутой системы 

Как видно из (16), при y = –1 происходит деление на ноль, и этот случай 
требует отдельного исследования. 

Второй вариант записи объекта (13) следующий: 

 
u y

y
y




 . (18) 

Структурная схема уравнения (18) изображена на рис. 18. 
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1
s

 
Рис. 18. Структурная схема уравнения (18) 

Для компенсации нелинейной части модели (18) введем следующее 
управление: 

 u vy y   .  (19) 



Нелинейный объект: линеаризация обратными связями 49

Замкнутая управлением (19) модель (18) будет эквивалентна простому 
интегратору аналогично (17). Структурная схема полученной системы приве-
дена на рис. 19. 
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Рис. 19. Структурная схема замкнутой системы 

 
Как видно из (18), при 0y   также происходит деление на ноль, что озна-

чает возможные проблемы при моделировании из нулевых начальных усло-
вий. 

Третий вариант представления модели. Запишем уравнение объекта (13) 
в следующем виде: 

 y u yy   . (20) 

Компенсирующее управление, приводящее модель (20) к эквивалентной 
замкнутой системе y v : 

 u yy v  .  (21) 

Схема замкнутой системы представлена на рис. 20. 
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Рис. 20. Структурная схема модели (20), замкнутой  

управлением (21) 
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Сформированное управление, как и в предыдущих вариантах, компенси-
рует нелинейные элементы путем деления, умножения или вычитания. 

Четвертый вариант. Если уравнение (13) представить как 

21

2

d
y y u

dt
   
 

 

и провести замену переменной 

 21

2
y y z  , (22) 

то получим 

 z u .  (23) 

Объект (13) в такой записи линейный с нелинейным выходом: 

 1,2 1 1 2y z    .  (24) 

Получено два выхода, это объясняется тем, что график зависимости z(y) 
схож с параболой, и в зависимости от начальных условий мы будем идти по 
какой-либо ветви. Из (24) следует, что на z, а следовательно, и на у наложены 
ограничения: 

1 21 2 0 0.5 1,  1z z y y          . 

 

Step
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Sqrt
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1
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1

Constant  
Рис. 21. Структурная схема модели (23) 

Для поиска управления, линеаризующего модель (18), найдем производ-
ную выхода (22) для случая 1y : 

1 2 1 2

z u
y

z z
 

 

 . 
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Управление, приводящее (20) к виду (17), будет следующее: 

 21
1 2 1 2

2
u v z v y y      

 
.  (25) 
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Рис. 22. Структурная схема замкнутой системы 

На рис. 22 показана схема модели (20), замкнутой управлением (25). Раз-
ная запись исходного нелинейного уравнения (13) позволяет находить раз-
личное управление по обратной связи, компенсирующее нелинейности. Также 
в различных вариантах записи имеются свои ограничения на переменные.  

2. СИНТЕЗ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ ПЕРЕВЕРНУТОГО 
МАЯТНИКА 

Исходный объект описывается двумя нелинейными дифференциальными 
уравнениями [14]: 

2 2 1
1 cos sin cos sin ( ) cos ,

t t t

ml g ml
u

M L l M L M L

 
         

 
   

2 2 lg 1
1 cos sin ( ) cos sin ,

t t t t

ml ml m
s u

M L M M L M

 
         

 
  

где m – масса маятника; mg – вес маятника; M – масса тележки; tM m M   – 

отклонение маятника от вертикали; l – длина звена маятника, 
2( ) / ;L I ml ml   I – момент инерции; s – перемещение тележки. 

(26)
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Под u понимается задание на положение маятника по углу θ. Рассматри-
вается частный случай, когда 0, 0M I  , тогда (26) будет иметь вид 

 

2

2

2

2

( ) sin cos sin ( ) cos
,

( sin ( ))

cos sin sin ( )
.

sin ( )

m M g ml u

M m l

mg ml u
s

M m

      
 

 

    


 






 (25) 

Также имеет место другая общепринятая модель перевернутого маятника: 

2

2

( ) cos sin 0,

( ) cos ( ) sin .

I ml mls mgl

M m s ml ml u

    

      

 

 
 

В отличие от (26), в таком представлении модели мы имеем одно управ-
ление, но в каждом уравнении мы имеем обе старшие производные. 

Для управления перевернутым маятником зачастую используют его ли-
нейное представление в нулевой окрестности угла отклонения θ = 0. В этом 

случае 2 0  , sin   , cos 1  . Мы будем рассматривать задачу стабили-
зации только угла отклонения маятника [15, 16], тогда исходное нелинейное 
уравнение будет иметь вид 

 2 2( sin ( )) ( ) sin cos sin ( ) cos ,M m l m M g ml u             (28) 

а в окрестности нуля  

 ( ) .Ml m M g u     (29) 

Структурная схема модели подсистемы «маятник» представлена на 
рис. 23. 

Линеаризация. Покажем на примере модели (28) отличия между разны-
ми линеаризующими добавками. Далее приведем исходное уравнение объекта 
(27) к линеаризованному виду (29) путем обратных связей. Для этого будем 
использовать линеаризующее звено вида 

 1 2 3 .
cos

ra a a u
u

  




 
 (30) 
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Рис. 23. Структурная схема подсистемы «маятник» 

Приравнивая левые части уравнений (28) и (30), получим 

 2
1 2( sin ( )) ( cos sin )M m l a ml a          

 3
( ) sin

r
m M g

a u
       

. (31) 

Поиск коэффициентов будем производить путем приравнивания коэффи-
циентов уравнения (29) и линеаризованного (31), тогда 

2 2
1 1( sin ( )) sin ( ) ,M m l a Ml a m l        

 2 2sin cos 0 sin cos ,ml a a ml          (32) 

3 3
( ) sin ( ) ( sin )

( ) .
m M g m M g

a M m g a
              

 

Таким образом, линеаризующее звено (30) с коэффициентами (32) преоб-
разует исходное нелинейное уравнение (27) к линейному виду (29).  
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Рассмотрим другой способ линеаризации уравнения (28). Для этого запи-
шем его в преобразованном виде 

2
1( ) ( ) sin cos sina M m g ml      , 

2
2 ( ) ( sin )a M m l    , 

тогда 

 1

2 2

( ) cos

( ) ( )

a
u

a a

 
  

 
 . (33) 

 

Далее будем слева направо составлять управление такое, чтобы скомпен-
сировать нелинейности и привести исходную модель к виду 

 ru   (34) 

или в виде структурной схемы (рис. 24). 
 

ur=theta'' theta' theta

Step Scope

1/s1/s

 
Рис. 24. Желаемая структурная схема после  

преобразования 

Такое преобразование получается исходя из следующих соображений. 
Необходимо получить уравнение вида (34) из уравнения (33). Тогда, прирав-
няв их правые части, получим 

1

2 2

( ) cos

( ) ( )r
a

u u
a a

 
 

 
, 

или 

 2 1( ) ( )

cos
ru a a

u
  




.  (35) 

Как видим, такое управление не имеет решения при угле π/2, так как про-
исходит деление на ноль и управляющий сигнал принимает бесконечные зна-
чения. Также заметим, что движение маятника при углах, приближающихся к 
его горизонтальному положению, требует все больших усилий для придания 
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ему вертикального положения. В нашем случае мы не будем рассматривать 
стабилизацию угла из горизонтального положения или близкого к нему. Ниже 
представлена структурная схема полученной системы «объект–линеаризую-
щая добавка». 

 

Линеаризующая добавка 
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1
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Рис. 25. Структурная схема объекта (33) с управлением (35) 

На рис. 25 линиями с двойными стрелками показаны компоненты, ком-
пенсирующие друг друга, что в итоге приводит исходное уравнение объек-
та (33) к эквивалентному виду (34).  

В отличие от представления (30), в (33) поиск управляющего воздействия 
ведется без использования второй производной. 

Синтез регулятора для обоих случаев будем производить аналогично 
модальным методом синтеза с корнями характеристического полинома 

1,2 4s   . 

Наблюдатель полного порядка описывается уравнением 

( )x Ax Bu L y Cx      . 

Матрица коэффициентов L подбирается из условий необходимого быст-
родействия наблюдателя. Ошибка оценивания x x x    вектора состояния x 

описывается уравнением ( )x A LC x  . Как известно, для корректной работы 

наблюдателя переходные процессы в нем должны проходить в 5–10 раз быст-
рее процессов в системе «объект–регулятор». Входом наблюдателя является 
управление и выход объекта. Управление – это сила, приложенная к каретке, а 
выход – это угол отклонения маятника от вертикальной оси. 
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Управление сформируем в виде 

ru Kx u   . 

Вычисление матрицы L удобней проводить, представляя объект в наблю-
даемой канонической форме, а матрицу K – в управляемой. 

Расчет матрицы обратной связи будем производить для линеаризован-
ного обратной связью перевернутого маятника. Так как для обоих представ-
лений (30) и (35) синтез регулятора не отличается, рассмотрим его на примере 
линеаризованной (замкнутой линеаризующей (32) добавкой) системы. 

Подставим в уравнение (29) численные значения: 

30,  70,  1,  10,M m l g     

тогда  

33.3 0.033u    

или в переменных состояния 

 

1 2

2 1

1

,

33.3 0.033 ,

.

x x

x x u

y x



 

  



  (36) 

Уравнение (36) в матричном представлении x Ax Bu   имеет вид 

 
0 1 0

, , 1 0 .
33.3 0 0.033

A B C
        
   

 

Для выбора коэффициентов регулятора смоделируем переходные процес-
сы объекта (рис. 26). 

Как видно из графиков, сильное отклонение угла от вертикали «падение 
маятника» происходит примерно после 1.2…1.6 с. Исходя из этого зададим 
собственные свойства системы «объект–регулятор» желаемыми полюсами: 

2 2
1,2 4; ( 4) 8 16.s s s s       

Выбор таких полюсов в теории должен дать время переходного процесса 
системы «объект–регулятор» п.рег 1,5 сt  . 
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Рис 26. Переходные процессы объекта при различных входных воздействиях 

Таким образом, желаемая матрица объекта с регулятором будет выглядеть так: 

0 1

16 8dA
     

. 

Добиваться желаемых полюсов будем введением в обратную связь матри-
цы 1 2( ) :K k k  

0 1

16 8dA A BK
       

. 

Использование модального метода синтеза подразумевает доступность 
всего вектора состояния объекта. Будем вычислять компоненты вектора х при 
помощи наблюдателя состояния полного порядка. 

Расчет наблюдателя полного порядка будем производить для объекта, 
представленного в наблюдаемой форме. Для того чтобы исходное уравнение 
объекта представить в наблюдаемой форме, возьмем за выход объекта пере-
менную 2x , тогда 

1 2

2 1

2

33.3 0.033 ,

,

.

x x u

x x

y x

 



  



  

Запишем в матричном виде: 

 
0 33.3 0.033

, , 0 1 .
1 0 0o o oA B C
        
   
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Исходя из условий быстродействия наблюдателя выберем собственные 

числа: 2 2
1,2 20; ( 2) 40 400.s s s s       Таким образом, желаемая матрица 

будет выглядеть так: 

0 400
.

1 40odA
    

 

Наблюдатель с выбранными полюсами будет в пять раз быстрее системы 
«объект–регулятор». Добиваться этого будем введением в обратную 

связь  To llL 21 . Динамические свойства наблюдателя описываются урав-

нением xLCAx )(   Таким образом:  

0 400

1 40od o o oA A L C
      

, 

 433.3 40 T
oL  . 

Таким образом получены два варианта решения задачи линеаризации не-
линейной модели перевернутого маятника с последующим синтезом наблю-
дателя состояния полного порядка и регулятора, рассчитанного модальным 
методом синтеза. На рис. 27 и 28 представлены структурные схемы. 
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Рис. 27. Структурная схема на основе (30) 
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Рис. 28. Структурная схема на основе (35) 

По структурным схемам видно, что рис. 28 отличается от рис. 27 тем, что 
линеаризующая добавка на рис. 28 входит не аддитивно, а на рис. 27 – адди-
тивно. Также в уравнении (35) не используется старшая производная в отли-
чие от уравнения (30). Сравним качество переходных процессов полученных 
систем. Вначале сравним систему, построенную на основе уравнения (30), с 
системой с тем же управлением, но без линеаризующей добавки. 
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Рис. 29. Графики переходных процессов при различных  

начальных условиях 

На рис. 29 представлены графики переходных процессов системы «объ-
ект–линеаризующая добавка–наблюдатель–регулятор» при различных началь-
ных условиях объекта и нулевых начальных условиях наблюдателя состояния. 
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Перерегулирование у переходных процессов объясняется появившимися ну-
лями в передаточной функции линеаризованной системы. Время переходного 
процесса по сравнению с системами без наблюдателя существенно не измени-
лось, это объясняется правильным выбором скорости убывания ошибки оце-
нивания. Но в системах с наблюдателем возрастает сигнал управления, по-
этому в системах с сильно ограниченным управляющим сигналом примене-
ние наблюдателя состояния ограничивает возможности регулирования. 

Далее сравним переходные процессы системы (30) с системой (35) 
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Рис. 30. Графики переходных процессов синтезированной  

системы (35) y1(t) и (30) y2(t) 

Как видно из рис. 30, при сравнительно небольших углах отклонения гра-
фики переходных процессов совпадают, но при увеличении начального угла 
система (35) работает лучше.  

3. ЛИНЕАРИЗАЦИЯ МНОГОКАНАЛЬНЫХ ОБЪЕКТОВ  
ПО ВЫХОДУ 

Предлагается решить задачу линеаризации нелинейной многоканальной 
системы [17,18]. Эта система описывает большой класс многоканальных объ-
ектов, в том числе и электрическую машину переменного тока [19, 20]. Вы-
ходные величины рассматриваемой системы нелинейно связаны с перемен-
ными состояния. На рис. 31 показана структурная схема объекта электриче-
ской машины. 

Пусть по аналогии с машиной переменного тока свойства объекта (тепло-
вые потери, реактивная мощность, величина напряжения) зависят от соотно-
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шений регулируемых переменных. Эти свойства могут выступать в качестве 
выходных величин в виде вектора z(t), компоненты zi(t) которого нелинейно 
связаны с регулируемыми переменными. 
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Рис. 31. Структурная схема электрической машины  
переменного тока  

Представим описание объекта моделирования в переменных состояния,  

в котором 3Ru  – вектор входных воздействий объекта; 3Rx  – вектор 

состояния; 3Ry  – вектор выходных величин; 3 3A R   – матрица разме-

ром 3 × 3, состоящая из вещественных чисел; матрица 3 3G R   – единич- 
ная матрица: MUX – мультиплексор, Т – знак транспонирования,   – знак 
умножения компонент вектора. Математическое описание объекта приведено 
ниже: 

x Ax Gu  , 

 1 2 3
Tz z z z , 

1 2 3m x x x , 

где 
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1
31 2

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 33

Tz
xx x

Z z
x x x x x x x x xz

                   

. 

Компоненты вектора z связаны между собой следующим уравнением: 

 2 2 2
1 2 3 1z z z   . (37) 

 

По аналогии с машиной переменного тока свойства объекта (тепловые по-
тери, реактивная мощность, величина напряжения) зависят от соотношений 
регулируемых переменных. Эти свойства могут выступать в качестве выход-
ных величин в виде вектора z, компоненты iz  которого нелинейно связаны с 

регулируемыми переменными. Далее рассмотрим двухканальный вариант, 
структурная схема которого представлена ниже. 
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Рис. 32. Структурная схема двухканального объекта 

В переменных состояния модель на рис. 32 имеет вид 

x U , 

 1 2m x x , (38) 

1

2 2
1 21

2 2

2 2
1 2

x

x xz
Z

z x

x x

 
 

         
  

, 
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где  

 

 

2 2
1 2

1 2

1,

.T

z z

U u u

 


 (39) 

Выходными переменными аналогично (38) и исходя из (39) возьмем 

1

1 2

m y
Y

z y
       
   

. 

Для нахождения зависимости между входными и выходными величинами 
возьмем производную выхода Y: 

  

2
2 1 1 2 2

1 32 2
1 2

2

2 1 1 2

x x x x x
y

Y x xy

x x x x

 
         
  

 



 

. (40) 

Так как линейная часть описывается параллельными интеграторами, то 
исходя из (38) уравнение (40) запишем в виде  

  

2
2 1 1 2 2

1 32 2
1 2

2

2 1 1 2

x u x x u
y

Y x xy

x u x u

 
         
  


 ; (41) 

    

2
2 1 2

13 32 2 2 21 2 1 2 1 2 2

2 1

( , )

x x x
u

Y F x x U x x x x u

x x

 
         
 
 

 . (42) 

 

Для нахождения такого управления, чтобы полученное линеаризованное 

уравнение системы имело вид  1 2 ,TY V v v   запишем (42) в следующем 

виде: 

1 2( , )V F x x U , 
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тогда искомое управление имеет вид 
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2 1 21 2

1 2
3 3 42 2

1 2

1 2 1
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 
 
 

. (43) 

Полученное управление (43) будет компенсировать нелинейную зависи-
мость выходных величин и переменных состояния, приводя ее к виду двух 
независимых друг от друга интеграторов следующего вида: 

 
1

,V Y
p
  (44) 

тогда решением уравнения (44) будет  

 .Y Vt С   (45) 
 

Из уравнения (45) необходимо найти постоянный вектор С, который 
определяет начальные условия выходных величин. Выходами объекта явля-
ются 1z  и m, а начальные условия, задаваемые на интеграторах, определяют 

начальное положение вектора x. Для нахождения такого х(0), что будут полу-
чены необходимые начальные условия Y(0), выразим вектор переменных со-
стояния х через вектор выхода Y: 
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Отсюда находим, что 
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Используя уравнение (46), можем задавать необходимые начальные усло-
вия для m и 1z  и вычислять начальные условия для x. Как видно из (46), 

2
1 (0) 1z  , что соответствует условию (40). 

Далее рассмотрим трехканальную модель, в которой динамическая часть 
описывается тремя параллельными интеграторами без матрицы А. Структур-
ная схема представлена на рис. 33. 
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Рис. 33. Структурная схема объекта  

моделирования 

Данный объект имеет векторный вход  1 2 3
Tu u u u и четыре вы-

ходные переменные, это вектор  1 2 3
Tz z z z  и скалярная величина m. 

Элементы вектора z связаны соотношением (37), что позволяет при задан-
ных 1z  и 2z  вычислить 3z  из соотношения 

 2 2
3 1 21z z z   . (47) 

Таким образом, составим вектор выходных переменных  

  1 2
Ty m z z . (48) 

С таким выходом модель объекта представляется как система «3 входа –  
3 выхода». Очевидно, что (47) вводит ограничение по модулю на изменение 
элементов вектора z. Поиск управляющих воздействий выполним, считая, что 
вектор состояния x доступен; при недоступности вектора состояния применя-
ются наблюдатели состояния. 

Выходные величины (48) нелинейно связаны с переменными состояния. 

Для нахождения их линейной зависимости от задания  1 2 3
Tv v v v  

найдем такое управление u по обратной связи, чтобы замкнутая система опи-
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сывалась системой линейных дифференциальных уравнений. Для поиска та-
кого управления необходимо найти его прямую зависимость от вектора вы-
ходных величин. Возьмем производную выхода, тогда 
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1 3 2 31 2

2 1 2 33 3 3
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 
 

  


   


  

,  (49) 

где 2 2 2
1 2 3x x x x    является евклидовой нормой. 

Так как линейная часть описывается параллельными интеграторами, то 
уравнение (49) принимает вид  

 

2 2
2 3 1 31 2

3 3 3

1 12 2
1 3 2 31 2

2 23 3 3

3
2 3 1 3 1 2

x x x xx x

x x x
z u

x x x xx x
y z u

x x xm u
x x x x x x

 
  

 
    

                   
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
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
. (50) 

В уравнении (48) обозначим множитель перед u через ),,( 321 xxxF ,  

тогда 

 1 2 3( , , )y F x x x u . (51) 

Так как целью работы является линейная зависимость вектора выходных 
величин от задания, то, приравняв производную выхода к заданию, полу-

чим  1 2 3
Ty v v v v  , тогда уравнение (51) примет вид 

1 2 3( , , )v F x x x u , 



Нелинейный объект: линеаризация обратными связями 67

а искомое управление будет соответствовать 

 1
1 2 3( , , )u F x x x v ,  (52) 

где 
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    
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 
 

. 

На рис. 34 представлена структурная схема полученной системы, которая 
состоит из модели объекта, представленной на рис. 33, замкнутой компенси-
рующим сигналом (52). 
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Рис. 34. Структурная схема системы «объект –  

компенсирующий сигнал» 

Задание начальных условий возможно только на интеграторах, т. е. для 
переменных состояния х(0). Расчет начальных условий вектора выходных 
величин у необходимо производить заданием определенных значений векто-
ру x.  

На рис. 35 представлены графики переходных процессов при 

 2.0,01.0)0()0()0( 21  zzm  и  Tv 5.05.05.0 . Как видим, графики 
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имеют вид прямых, что соответствует интегрированию постоянного входного 
воздействия v. 
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Рис. 35. Переходные процессы выходного вектора у при  

одинаковых начальных условиях на всех каналах 
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Рис. 36. Переходные процессы выхода при  

 (0) 0.5 0.5 0.5
T

y   
Исходя из графиков, представленных на рис. 36, можно сделать вывод, 

что при различных задающих воздействиях на каждый канал выходные вели-
чины изменяются независимо друг от друга и соответствуют интегрированию 
своего задающего воздействия. 

Как видно из рис. 37, все три выходные величины изменяются независимо 
друг от друга. При 032  vv  и 21 v  изменения во времени 1z  и 2z  не 

происходит, значения остаются равными своим начальным условиям, а ком-
понента m изменяется в соответствии со своим заданием. 

,  ct

,  ct
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Рис. 37. Переходные процессы выхода при  

 (0) 0.01 0.3 0.5 Ty   и входном воздействии  

 v(0) 2 0 0 T  

Решена задача линеаризации для трехканального объекта с нелинейным 
выходным вектором. Модель такого объекта описывает электрическую машину 
переменного тока. Решение заключается в нахождении нелинейной обратной 
связи такой, что исходный нелинейный объект, представленный на рис. 32, зам-
кнутый компенсирующим сигналом (52), принял вид трехканального интегри-
рующего звена (рис. 34). На рис. 35 и 36 показано, что выходные переменные в 
синтезированной системе не связаны друг с другом и могут изменяться отдель-
но в соответствии со своим задающим воздействием, несмотря на то что в са-
мом объекте выходные величины нелинейно связаны как между собой, так и с 
переменными состояния. Данный факт позволяет нам формировать управление 
линейными методами синтеза на каждый канал раздельно в соответствии с же-
лаемой динамикой. Работоспособность синтезированной системы ограничена 
некоторой областью изменения выходных величин. Для синтеза такого компен-
сирующего управления необходима известность всего вектора состояния. 

4. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КООРДИНАТ  
НА ОСНОВЕ АЛГЕБРЫ ЛИ 

Рассмотрим способ нахождения такого управления, которое позволяет 
линеаризовать исходную нелинейную модель, применяя дифференциально-
геометрический подход. Данный подход [21] заключается в использовании 

,  ct
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производных Ли (скобки Ли, алгебра Ли, группы Ли). Он применяется для 
нелинейных объектов, линейных по управлению (аффинных): 

( ) ( )x A x B x u  , 

где u – гладкая функция в некоторой окрестности Ω(0) начала координат. 
Начало координат является положением равновесия  f(0, 0) = 0. Здесь x – век-
тор состояния, u – управление. 

Использование этого инструмента позволяет проводить анализ и синтез 
нелинейных систем. В частности, матрицы наблюдаемости и управляемости 
похожи на те, что получены от линеаризованного объекта. Также использует-
ся понятие о каноническом виде, который, в общем, аналогичен каноническо-
му виду в линейных системах. Производные Ли особенно удобно использо-
вать для непрерывных дифференцируемых функций, что соответствует наше-
му классу объектов. Для рассмотрения линеаризации обратной связью нам 
понадобятся некоторые сведения из дифференциальной геометрии, такие как 
производная Ли, скобки Ли, матрица управляемости, полученная для нели-
нейной системы. 

Производная по направлению векторного поля является обобщенным 
понятием производной по направлению. Такая производная от скалярной 
функции задается формулой 

1
( )

n

i
ii

f
a x

x




 . 

Такую производную функции по векторному полю называют производ-
ной Ли ( ( )AL f x  – «производная функции ( )f x  по направлению векторного 

поля А»). 
Если брать производную не от скалярной функции, а от другого векторно-

го поля, то уравнение производной запишется в виде 

 
( ) ( )

[ , ] ( ) ( )
B x A x

A B A x B x
x x

 
 

 
. (53) 

Такую производную векторного поля по векторному полю называют 
скобкой Ли (коммутатором)  , AA B ad B  – «производная векторного по-

ля B по направлению векторного поля А». Описание свойств этих производ-
ных осуществляется при помощи алгебры Ли. Для работы с такими производ-
ными существует свой математический аппарат. 

Использование производных Ли позволяет приводить аналогии в описа-
нии линейных и нелинейных систем. Так, используя производную Ли, удается 
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проверить наблюдаемость и управляемость системы, которые проверяются 
аналогично с линейными системами по матрице наблюдаемости и управляе-
мости, у них также проверяется ранг. 

Управляемость нелинейного объекта, как и линейного объекта, опреде-
ляется при помощи матрицы управляемости, которая в нелинейном случае 
состоит из коммутаторов векторных полей А и В: 

  1( ),  [ , ], ,  ,  k
AU B x A B A ad B    . (54) 

Канонические формы  в нелинейных системах, как и в линейных, широ-
ко используются для анализа и синтеза систем управления. Для нелинейных 
систем, линейных по управлению (аффинных), представленных в канониче-
ской форме, разработаны методы решения задачи стабилизации. Системы, не 
представленные в канонической форме, возможно преобразовать в канониче-
скую форму. Для этого с использованием алгебры Ли, существует достаточно 
формализованный подход нахождения преобразования координат. 

Система, записанная в виде 

 

1 2

2 3

1

1

,

,

,

( ) ( ) ,

,

n n

n

x x

x x

x x

x f x b x u

y x









 













 (55) 

называется системой, представленной в канонической форме. 
Синтез алгоритма управления состоит из пяти этапов: 
1) найти матрицу управляемости (54); 
2) найти определитель матрицы управляемости и проверить инвалютив-

ность всех столбцов матрицы управляемости, кроме последнего; 
3) если определитель матрицы управляемости не равен нулю и проверка 

на инвалютивность прошла успешно, то определить функцию 1T  из преобра-

зования ( )z T x  из условий: 

1 0i
A

T
ad B

x





,     11 0n

A
T

ad B
x





,     i = 0, 1,…, n – 2; 
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4) найти преобразование 1( ) [ ( ), ,  ) ,( ]Tnz T x T x T x    где 1
1( ) An

nLT Tx  ; 

5) управление выберем в виде 
1

1 10
1

1

( ) ( )

( )

nn k
A k Ak

n
B A

L T x c L T x
u

L L T x






 



, которое в переменных z запишется в виде 

1
0( )

( )

n
k kkf z c z

u
g z


 




. 

Пример нахождения стабилизирующего управления для аффинной 
управляемой динамической системы при условии доступности всего вектора 
состояния будет рассмотрен ниже. Пусть АУДС задано уравнениями 

 3
1 2 1x x сx  ,    2x u , (56) 

 

 3
2 1( ) 0

T
A x x сx  ,     ( ) 0 1 TB x  . 

Найдем матрицу управляемости (54), для чего вычислим ее компонен-
ты (53). Вектор В(х) постоянный, и его производная равна нулю  

0 0( )

0 0

B x

x

      
, 

а производная от A(x) равна 

3 1( ) 1
0 0

сxА x

x

      
. 

Подставив найденные значения в (54), получим  

 

 

3
12 10 0 3 1 0 1

[ , ] .
0 0 0 0 1 00

0 1
.

1 0

A

A

сxx сx
A B ad B

U B ad B

                 
       

     

 (57) 
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Определитель матрицы (57) отличен от нуля, и ее столбцы образуют ин-
волютивное множество как  постоянные векторы.  

Найдем преобразование ( )z T x : 

1 1 1

1 2

0
0

1

dT T T
B

dx x x

          
, 

1 1 1

1 2

1
0

0A
dT T T

ad B
dx x x

          
. 

Соответственно 1T  зависит только от 1x . Пусть 1 1 1T х z  . 

Найдем 2:T   

3
2 1 2 2 1AT L T z x сx    . 

Найдем 2:АL T   

   
3

2 2 32 1
2 2 1 1 2 13 1 3

0
A

x сx
L T z cx cx x сx

     
 

 . 

Управление, приводящее систему (4) к виду 1 2х х 2 ,х v  имеет вид 

 2 3
1 2 13u cx x сx v    , 

а управление, стабилизирующее систему (56), имеет вид 

    2 3 3
1 2 1 2 2 1 1 13u cx x сx c x сx c x      . (58) 

В переменных z система уравнений (56) с управлением (58) примет вид 

 1 2z z ,     2 1 1 2 2z c z c z   . (59) 

Для сравнения запишем уравнение (56), линеаризованное в окрестности 1 0 :х   

 1 2x x ,     2x u . (60) 
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Выберем управление в виде 1 1 2 2u с x c x   , тогда система уравнений (60) 

с выбранным управлением запишется в виде 

 1 2x x 2 1 1 2 2x с x c x   . (61) 

Система уравнений (59) и система уравнений (61) имеют одинаковый вид, 
но система (59) записана в переменных z, которые получаются путем нели-
нейного преобразования ( )z T x  переменных x. На рис. 37 представлены 

графики переходных процессов систем (59) и (61) при различных начальных 
условиях 1 0)( 0, 4х   и 1 0)( 0,83х  . 
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Рис 38. Графики переходных процессов систем (59) и (61) 

Моделирование проводилось при y(0) = 0.4 и y(0) = 0.83, 1 2 1c с  . Как 

видно из рис. 38, при возрастании начальных условий (отдаление от малой 
окрестности точки линеаризации) качество переходного процесса систе-
мы (61) ухудшается, а у системы (59) остается прежним.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Применение линеаризации по обратной связи придает исходной нели-
нейной модели линейное поведение. Такой подход дает возможность при-
менять линейные методы синтеза. В работе была показана эквивалентная 
линеаризация на различных примерах. Рассмотрены модели с нелинейно 
связанными переменными состояния, модели с нелинейным выходом. Рас-
смотрен синтез системы управления для подсистемы «маятник» в объекте 
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«перевернутый маятник на тележке». Также для многоканальных объектов, 
нелинейных по выходу, показаны эквивалентная линеаризация и примене-
ние алгебры и скобок Ли для поиска нелинейных обратных связей. В зави-
симости от исходного представления модели можно найти разное линеари-
зующее управление с отличающимися свойствами. Этими свойствами могут 
быть различные области определения функции, а также использование раз-
личных компонент вектора состояния. На примере перевернутого маятника 
проведен синтез системы управления с модальным регулятором и наблюда-
телем полного порядка. В одном случае была использована старшая произ-
водная, а в другом – нет. Для многоканального объекта применение следу-
ющего алгоритма дает определенные преимущества. В модели объекта, не-
линейного по выходу, выходные величины были связаны друг с другом, и 
их удалось их развязать. Замкнутая система получилась эквивалентна трем 
одноканальным системам вида интегратор с ограничениями на переменные 
состояния, вызванные структурой самого объекта. Таким образом, в работе 
выявлена возможность применения линеаризации обратными связями вме-
сто обычной линеаризации, что усложняет алгоритм, но улучшает качество 
синтезированной системы. 
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At present, nonlinear synthesis methods that use the original nonlinear model are gaining 
popularity. Such an approach makes it possible to form a control not only in the vicinity of 
the linearization point, but in a larger domain of change in the state variables, which makes 
it possible to take into account the behavior of the object most fully in the control law. Lin-
ear synthesis methods, such as the modal synthesis method, synthesis methods using poly-
nomial decomposition, optimization algorithms, construction of PID regulators, and others 
are used for models linearized in the vicinity of a certain point. But this representation does 
not describe all the properties of the operation of the source object. In order to apply linear 
synthesis methods for nonlinear objects, it is more appropriate to use feedback lineariza-
tion, which leads the behavior of the original object to a linear form. The essence of the 
method lies in the search for such compensating control, in which the behavior of a closed 
system will correspond to the behavior of the system described by linear differential equa-
tions. Then, for the synthesized system, it becomes possible to calculate the regulator by 
linear synthesis methods. In the present work a review of previous works on this topic was 
carried out. Various single-channel nonlinear objects are considered; an object containing a 
trigonometric function; the possibility of obtaining a different solution of the problem of 
linearization by nonlinear feedbacks for the same object is shown. Using the example of the 
pendulum subsystem of the object model, an inverted pendulum on the trolley produces a 
synthesis of the control system with a modal regulator and a full-order observer, where in 
one case the higher derivative of the output quantity was used, and in the other there is not; 
the possibility of using this method for multichannel objects (two and three channel), non-
linear on the output, is shown; and also shows a formalized method for finding linearizing 
controls based on algebra and Lie brackets. 

Keywords: nonlinear control, feedback linearization, regulator, state observer, synthesis, mul-
tichannel, Lie algebra 
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