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В работе рассмотрено применение метода опорных векторов с квадратичной функци-
ей потерь (LS–SVM) для решения практических задач. Рассмотрен анализ известных 
выборок LIDAR и Motorcycle. Приведены краткое описание используемых выборок и 
построения LS–SVM обычной, робастной и разреженной регрессии. Для получения 
робастной LS–SVM регрессии использовались методы псевдонаблюдения и взвеши-
вания. Для получения разреженной LS–SVM регрессии использованы различные 
подходы разбиения выборки, такие как разбиение выборки D-оптимальным планиро-
ванием эксперимента и различные алгоритмы разбиения на основе критериев селек-
ции моделей. К алгоритмам разбиения выборки на основе критерия селекции моделей 
относятся алгоритмы замены, исключения, включения точек, Add/Del, Del/Add и вир-
туальных опорных векторов. Иначе эти алгоритмы можно назвать алгоритмом до-
полнительной оптимизации состава точек. Для проверки работоспособности алго-
ритмов проведены вычислительные эксперименты. Повышение точности полученных 
результатов по методу LS–SVM проводилось посредством подбора масштаба гауссо-
вой ядерной функции. Параметры ядерной функции подбирались по значению крите-
риев оценки качество моделей. В качестве параметра регуляризации использовано 
фиксированное значение, равное 10. Окончательно точность полученных результатов 
оценивались по значению критерия детерминации. В табличном виде приведены ре-
зультаты критерия детерминации для каждого способа получения модели регрессии. 
Результаты полученных LS–SVM регрессий показаны в графическом виде. Эти ре-
зультаты показали, что для решения прикладных задач использование метода  
LS–SVM является вполне допустимым. 
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ВВЕДЕНИЕ 

На практике нам часто приходится сталкиваться с задачами построения 
регрессии в условиях мультиколлинеарности данных. Для решения таких за-
дач воспользуемся методом LS–SVM, известным как непараметрический ме-
тод, который относится к классу ядерных методов [1–2]. 

Самым важным моментом построения регрессии методом LS–SVM явля-
ется подбор параметров ядерной функции [3–5]. В настоящей работе подбор 
таких параметров выполняется с использованием внешних критериев оценки 
качества моделей, таких как критерий скользящего контроля и критерий регу-
лярности. 

1. ОБЫЧНАЯ, РОБАСТНАЯ И РАЗРЕЖЕННАЯ LS–SVM РЕГРЕССИЯ 

Рассмотрим различные способы построения регрессий методом LS–SVM 
(обычной, робастной и разреженной). 

Обычная LS–SVM регрессия 
Для построения обычной LS–SVM регрессии приведем следующий алго-

ритм. 
Рассмотрим задачу восстановления зависимости. Предположим, что дана 

обучающая выборка   , : , ; 1,  , n k k k kD x y x X y Y k n      объемом n  

наблюдений вида 

  ,   1, ..., k k ky m x e k n   , 

где ke R  будем считать независимо и одинаково распределенной ошибкой с 

 | 0k kE e x x   и   2
kVar e     ,  m x  – неизвестная действительная 

гладкая функция,    |k k kE y x x m x  . Вместо неизвестной функции  m x  

будем использовать ее аппроксимацию в виде    Tf x x b    . Восстано-

вив зависимость, получаем решение: 
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где      1 1ˆ ˆ ˆ, , ,  1 1, ,1 ,  , , T T
n n ny y y          и    Ω T

kl k lx x    для 

, 1, , k l n   – параметр регуляризации. Результирующая LS–SVM модель 
имеет вид 
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где  , kK x x  – ядро скалярного произведения, 
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Более подробное описание построения LS–SVM регрессии приведено в 
работах [6, 7]. 

Робастная LS–SVM регрессия 
Для построения робастной LS–SVM регрессии воспользуемся методом 

псевдонаблюдений и взвешенным методом на основе простой и адаптивной 
функции потерь Хьюбера [8–10]. При использовании псевдонаблюдений 
СЛАУ (1) принимает вид 
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При использовании взвешенного метода СЛАУ (1) принимает вид 
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Решив эти СЛАУ, получим решение вида (2). 
Более подробное описание этих алгоритмов приведено в работах [11, 12]. 

Разреженная LS–SVM регрессия 
Для построения разреженной LS–SVM регрессии воспользуемся способа-

ми разбиения исходной выборки на обучающую и тестовую части с использо-
ванием методов оптимального планирования эксперимента и различными ал-
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горитмами разбиения выборки на части с использованием внешних критериев 
оценки качества моделей. К таким алгоритмам относятся: алгоритмы замены, 
исключения и включения точек, алгоритмы Add/Del, Del/Add и алгоритм вир-
туальных опорных векторов. Данные способы разбиения выборки и получе-
ния разреженной LS–SVM регрессии приведены в работах [7, 13–17]. 

2. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

Цель вычислительного эксперимента – сравнение полученных обычных, 
робастных и разреженных LS–SVM регрессий. Для проведения эксперимен-
тов использовались выборки LIDAR и Motorcycle. Во время проведения экс-
периментов в качестве параметра регуляризации использовалось фиксирован-
ное значение, равное 10. В качестве ядерной функции выбиралось гауссово 
ядро. Параметры ядерной функции выбирались по значениям различных кри-
териев оценки качества моделей. 

Подробное описание выборок LIDAR и Motorcycle приведено ниже. 

Выборка LIDAR 
Известная технология LIDAR (LIght Detection And Ranging) использует 

отражение света, излучаемого лазером, для обнаружения химических компо-
нентов в атмосфере. Данная технология показала себя как эффективный ин-
струмент мониторинга распределения загрязняющих атмосферу веществ [18]. 

Типичные данные, используемые в технологии LIDAR, приведены на 
рис. 1. Горизонтальная переменная range определяет расстояние, которое про-
шел отраженный свет до того, как вернулся к своему источнику. Вертикальная 
переменная log ratio – это логарифм коэффициента частоты резонанса интере-
сующего нас компонента, которым в данном случае выступала ртуть. Другой 
источник имел частоту, отличную от данной резонансной частоты. 

 

 
Рис. 1. Данные выборки LIDAR 
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Особенностями данной выборки являются нелинейность и явное непосто-
янство дисперсии (гетероскедастичность), которая существенно возрастает 
вдоль горизонтальной оси. Представляет интерес оценка зависимости 
logration от range, а также оценка производной этой зависимости. 

Отметим, что данная зависимость не является ни линейной, ни квадра-
тичной. 

Таким образом, использование полиномов далеко не всегда позволяет 
описать имеющиеся данные. В условиях, когда структура исходной модели 
неизвестна и существенно нелинейна, целесообразнее использовать непара-
метрический и полупараметрический подходы. 

Полученные результаты критерия детерминации 2R  для обычной, ро-
бастной и разреженной модели LS–SVM приведены в табл. 1–3. 

Т а б л и ц а  1 

Значение R2 при обычной модели LS–SVM 

Критерий 
Количество точек в тестовой части в % 

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 
LOO 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 

K-FOLD 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 
 

Т а б л и ц а  2 

Значение R2 при робастной модели LS–SVM 

Метод и вид  
функции потерь 

Критерий 
Количество точек в тестовой части в % 

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 

Псевдонаб-
людения, обычная 
функция потерь 

LTS 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 
RLOO-P 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 
RLOO 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 
REG 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 

Взвешивание, 
обычная функция 

потерь 

LTS 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 
RLOO-P 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 
RLOO 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 
REG 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 

Псевдонаб-
людения, адаптив-

ная функция  
потерь 

LTS 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 
RLOO-P 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 
RLOO 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 
REG 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 0,915 

Взвешивание,  
адаптивная  

функция потерь 

LTS 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 
RLOO-P 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 
RLOO 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 
REG 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 0,910 
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Т а б л и ц а  3 

Значение R2 при разреженной модели LS–SVM для критерия регулярности 

Вариант  
разбиения 

Количество точек в тестовой части в % 
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 

D-опт. план 0,915 0,914 0,915 0,912 0,908 0,900 0,899 0,896 0,904 0,902 
Замена 0,915 0,915 0,914 0,914 0,914 0,914 0,915 0,915 0,913 0,911 

Исключение 0,915 0,914 0,915 0,912 0,908 0,900 0,899 0,896 0,904 0,902 
Включение 0,915 0,680 0,358 0,781 0,908 0,900 0,899 0,896 0,904 0,902 

Add/Del 0,910 0,914 0,915 0,912 0,908 0,900 0,899 0,896 0,904 0,902 
Del/Add 0,915 0,914 0,915 0,912 0,908 0,900 0,899 0,896 0,904 0,902 

Вирт. опорные 
векторы 

0,915 0,914 0,915 0,912 0,908 0,900 0,899 0,896 0,904 0,902 

 
Построенные LS–SVM-регрессии для данной выборки представлены на 

рис. 2. 
 

 
Рис. 2. Обычная, робастная и разреженная LS–SVM-регрессии  

с использованием гауссова ядра для выборки LIDAR 

По результатам проведенных вычислительных экспериментов можно ска-
зать, что в некоторых случаях разреженные решения применяют обычные и 

робастные решения по значению 2R . Также робастный вариант решения с 
использованием взвешенного метода на основе адаптивного вида функции 
потерь Хьюьера предусматривает другие способы получения робастного ре-
шения. Видно, что получаемые разреженные решения при D-оптимальном 
разбиении выборки лишь немногим уступают не разреженным по вели-

чине 2R . При этом если использовать вариант разбиения на основе критерия 

регулярности, то улучшения качества решения с позиции 2R чаще всего не 
наблюдается. Это позволяет говорить о том, что для получения разреженного 
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решения можно использовать обучающую выборку, полученную с использо-
ванием D-оптимального разбиения ее на части. Вместе с тем включение до-
полнительной оптимизации состава точек (см. алгоритм «Замена») позволяет 
в ряде случаев получать лучшие решения. 

Выборка Motorcycle 
Motorcycle Accident Dataset [19] – это классический пример данных, кото-

рый приводится в современной литературе для того, чтобы оценить качество 
регрессионных моделей. Данные получены путем проведения краш-тестов с 
использованием манекенов, которые сидели на мотоциклах. Ускорение голо-
вы манекена записывалось в течение определенного времени после столкно-
вения со стеной. Эксперименты были проведены для определения эффектив-
ности защитных шлемов. Данные представляют собой измерения ускорения 
головы мотоциклиста как функцию времени (рис. 3). Можно выделить как 
минимум две или даже три области, где отклик демонстрирует различное по-
ведение с точки зрения структуры зависимости и уровня шума. 

 

 
Рис. 3. Данные выборки Motorcycle 

Полученные результаты критерия детерминации 2R  для обычной, ро-
бастной и разреженной модели LS–SVM приведены в табл. 4–6. 

Т а б л и ц а  4 

Значение R2 при обычной модели LS–SVM для критерия регулярности 

Критерий 
Количество точек в тестовой части в % 

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 

LOO 0,805 0,805 0,805 0,805 0,805 0,805 0,805 0,805 0,805 0,805 

K-FOLD 0,805 0,805 0,805 0,805 0,805 0,805 0,805 0,805 0,805 0,805 
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Т а б л и ц а  5 

Значение R2 при робастной модели LS–SVM для критерия регулярности 

Метод и вид 
функции потерь 

Критерий
Количество точек в тестовой части в % 

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 

Псевдонаб-
людения, обычная 
функция потерь 

LTS 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 

RLOO-P 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 

RLOO 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 

REG 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 0,804 

Взвешивание, 
обычная функция 

потерь 

LTS 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 

RLOO-P 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 

RLOO 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 

REG 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 0,796 

Псевдонаб-
людения, адап-
тивная функция 

потерь 

LTS 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 

RLOO-P 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 

RLOO 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 

REG 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 0,803 

Взвешивание, 
адаптивная функ-

ция потерь 

LTS 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 

RLOO-P 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 

RLOO 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 

REG 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 0,681 

 

Т а б л и ц а  6 

Значение R2 при разреженной модели LS–SVM для критерия регулярности 

Вариант  
разбиения 

Количество точек в тестовой части в % 

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 

D-опт. план 0,803 0,804 0,803 0,790 0,785 0,784 0,776 0,768 0,764 0,757 

Замена 0,803 0,803 0,797 0,801 0,801 0,803 0,801 0,801 0,788 0,783 

Исключение 0,803 0,804 0,803 0,790 0,785 0,784 0,776 0,768 0,764 0,757 

Включение 0,803 0,804 0,803 0,790 0,785 0,784 0,776 0,768 0,764 0,757 

Add/Del 0,803 0,804 0,803 0,790 0,785 0,784 0,776 0,768 0,764 0,757 

Del/Add 0,803 0,804 0,803 0,790 0,785 0,784 0,776 0,768 0,764 0,757 

Вирт. опорные  
векторы 

0,803 0,804 0,803 0,790 0,785 0,784 0,776 0,768 0,764 0,757 

 
Построенные LS–SVM-регрессии для данной выборки представлены на 

рис. 4. 
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Рис. 4. Обычная, робастная и разреженная LS–SVM-регрессии  

для выборки Motorcycle 

По полученным результатам можно прийти к выводам, приведенным в 
анализе выборки LIDAR. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Проведенные исследования продемонстрировали хорошие возможности 
использования метода псевдонаблюдений на основе обычной и адаптивной 
функции потерь Хьюбера для получения устойчивых решений с малым сме-
щением в условиях засорения наблюдений. Данный подход можно рекомен-
довать к использованию для получения робастных решений в методе LS–
SVM. 

По результатам проведенных вычислительных экспериментов можно сде-
лать выводы о том, что эффективность использования случайной тестовой 
выборки нестабильна и во много определяется конкретным вариантом разби-
ения. При этом стабильность результатов использования тестовой выборки, 
полученной при D-оптимальном разбиении выборки, значительно выше. По-
лучение решения при использовании для настройки параметров критериев CV 
и регулярности на D-оптимальной тестовой выборке близки по значению. Та-
ким образом, для решения задачи настройки параметров алгоритма LS–SVM 
можно рекомендовать использовать разбиение выборки на обучающую и те-
стовую части по методу D-оптимального планирования эксперимента. 
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In paper considers the application of the support vector machines with a quadratic loss func-
tion (LS–SVM) for solving practical problems. The analysis of known samples LIDAR and 
Motorcycle is considered. A brief description of the samples used, as well as the construction 
of LS–SVM normal, robust and sparse regression are given. For obtain a robust LS–SVM re-
gression was used the methods pseudo-observation and weighing. For obtain a sparse LS–
SVM regression, different sampling splitting approaches have been used. Such as: sample par-
titioning by D-optimal experiment planning and various sample partitioning algorithms based 
on criterion of model selection. The algorithms for the partitioning of the sample based on the 
criterion of model selection include algorithms: replacements, rejections, points inclusions, 
Add/Del, Del/Add, and virtual support vectors. Otherwise, these algorithms can be called the 
algorithm of additional optimization of the composition of points. To verify the efficiency of 
the algorithms the computational experiment was conducted. An improvement of the obtained 
results accuracy with LS–SVM method was achieved by selecting the scale of the Gaussian 
kernel function. The parameters of the kernel function was selected by the value of criteria for 
assessing model quality. A fixed value of 10 is used as a regularization parameter. The final 
solution accuracy was tested by the value of determination criteria. In the table form are 
shown the results of the determination criterion for each method of obtaining the regression 
model. The results of the LS–SVM regressions are shown graphical form. These results 
showed that the use of the LS–SVM method is quite acceptable for solving applied problems. 

Keywords: regression, LS–SVM method, kernel function, determination coefficient, robust 
solution, sparse solution, LIDAR sample, Motorcycle sample 
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