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Для описания математических моделей стационарных технических, физических или ин-
женерных систем часто применяется интегральное уравнение Вольтерра I рода с разност-
ным ядром. В этом случае задача непараметрической идентификации будет сводиться к 
построению оценки импульсной переходной характеристики идентифицируемой системы 
на основе измеренных (с шумами) значений входного (ядро интегрального уравнения) и 
выходного (правая часть интегрального уравнения) сигналов. Такая постановка задачи 
традиционно определяется как некорректная, поскольку может не удовлетворять одному 
или нескольким условиям корректности по Адамару, в частности, условию устойчивости 
решения к погрешностям задания исходных данных. Для построения решения, удовлетво-
ряющего условиям корректности, применяют различные регуляризирующие алгоритмы – 
как детерминированные, так и статистические. Регуляризирующие алгоритмы дают неко-
торое приближенное решение – оценку импульсной переходной характеристики, точность 
которого в немалой степени будет зависеть от уровня шумов, содержащихся в исходных 
данных задачи. С целью снижения относительного уровня ошибки регуляризированного 
решения предлагается проводить предварительную фильтрацию искаженных шумами 
сигналов идентифицируемой системы. В статье рассматривается эффективность предва-
рительной фильтрации четырьмя локально-пространственными алгоритмами: фильтром 
скользящего среднего, интервальным фильтром скользящего среднего, медианным филь-
тром и комбинированным фильтром. Автором представлены результаты исследований, 
позволяющие пронаблюдать изменение статистических свойств шума при проведении 
предварительной фильтрации для случаев нормальных и аномальных измерений. Особое 
внимание уделяется устранению импульсных шумов при одновременном сохранении кон-
трастных составляющих полезного сигнала. В заключение даются краткие рекомендации 
о целесообразности проведения предварительной фильтрации зашумленных сигналов 
идентифицируемой системы. 
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ской идентификации, локально-пространственная фильтрация, фильтр скользящего 
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среднего, интервальный фильтр скользящего среднего, медианный фильтр, комбиниро-
ванный фильтр, предварительная фильтрация исходных данных задачи идентификации, 
нормальные измерения, аномальные измерения, статистические характеристики шумов 
измерений 

ВВЕДЕНИЕ 

В качестве модели стационарной динамической системы [1, c. 12–18] ча-
сто выступает интегральное уравнение Вольтерра I рода с разностным ядром 
[2, c. 25–29]: 

0

( )φ(τ) τ = ( )
t
k t d f t  , 

где k(τ) – импульсная переходная характеристика (ИПХ), φ(τ) и f(t) – входной 
и выходной сигналы системы соответственно. Задача непараметрической 
идентификации [2, 3] ИПХ системы заключается в построении оценки для k(τ) 
по зарегистрированным на конечных интервалах значениям входного и вы-
ходного сигналов системы. Такая задача является поставленной некорректно, 
поскольку нарушается одно из условий корректности по Адамару [4, c. 15–18; 
5, c. 9] – полученное решение может оказаться неустойчивым по отношению к 
погрешностям, содержащимся в исходных данных. Для получения единствен-
ного устойчивого приближенного решения применяются различные методы 
регуляризации [4, c. 36–58; 5, c. 124–129]. 

Уровень ошибки регуляризированного решения зависит от шумов изме-
рения выходного и входного сигналов системы [6, 7]. Очевидно, что проведе-
ние предварительной фильтрации сигналов идентифицируемой системы мо-
жет снизить ошибку регуляризированного решения [8]. В данной работе вы-
полнены исследования статистических свойств «остаточного» шума после 
предварительной фильтрации исходных данных задачи идентификации алго-
ритмами локально-пространственной фильтрации (ЛПФ) [9]. 

1. АЛГОРИТМЫ ЛОКАЛЬНО-ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 

Будем считать, что имеются значения сигнала, зашумленного случайными 

величинами j  с нулевым средним и дисперсией 2 ,  ηj j jf f  , 

j = 1,…, N [10]. 
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Фильтр скользящего среднего (ФСС). Фильтр хорошо сглаживает шумы 
равноточных измерений. Выходной сигнал ФСС определяется соотношением 

  ФСС
1

1ˆ ,  ,...,  
2 1

K

j K j K j K j K j i
i K

f aver f f f f
K    


 


    ,  

где Kaver  – функция, вычисляющая среднее значение из 2K + 1 значений, 

указанных в скобках; K – размер апертуры ФСС [11]. 
Интервальный фильтр скользящего среднего (ИФ). Выходной сигнал ИФ 

определяется соотношением [11] 

  ИФˆ : ,  j K i i j ff aver f j K i j K f f          .  

Таким образом, усредняются только значения if
 , попавшие в интервал 

,   .j f j ff f     
   Величина f  определяется по правилу «двух сигм»  

[12, с. 41–50]. Достоинство интервального усреднения – в предотвращении 
сглаживания контрастных составляющих точного сигнала. 

Медианный фильтр (МФ). Выходной сигнал МФ определяется соотноше-
нием 

  МФ
1

ˆ ,   ,...,   ,...,   ,j L j L j L j j Lf med f f f f          

где Lmed  – функция, вычисляющая медиану из 2L + 1 значений, указанных в 

скобках [11]. Медианный фильтр хорошо подходит для сглаживания импуль-
сных шумов и сохраняет контрастные составляющие в отфильтрованном сиг-
нале. 

Комбинированный фильтр (КФ). Представляет собой совокупность МФ и 
ИФ, а его работа для  j = 1,…, N  описывается следующим алгоритмом [13]: 

1. Построение оценки  

 МФ
1

ˆ ,   ,...,   ,...,   .j L j L j L j j Lf med f f f f         



В.А. Боева 10

2. Построение оценки 

 КФ МФ МФ МФˆ ˆ ˆ ˆ: ,  j K i i j ff aver f j K i j K f f        , 

где K, L – размер апертур фильтров, K ≥ L. Усреднение на втором этапе про-

исходит только для значений МФˆ
if  из интервала МФ МФˆ ˆ,   ,j f i ff f       

что предотвращает сглаживание контрастных составляющих точного сигнала. 
Комбинированный фильтр объединяет в себе достоинства всех приведенных 
выше фильтров, одновременно устраняя импульсные шумы и успешно сгла-
живая однородные [14].  

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ  

В проведенной автором серии вычислительных экспериментов ИПХ 
идентифицируемой системы k(τ) представляет собой ИПХ инерционного ко-
лебательного звена 2-го порядка; на вход системы подается высокочастотный 

сигнал φ(τ). Условия проведения экспе-
римента: нормальные измерения (НИ), 
когда исходные данные задачи искажа-
лись равномерно распределенным «бе-
лым» шумом с заданным уровнем  , 

одинаковой для всех отсчетов дисперсией 

 , нулевым математическим ожиданием 

и некоррелированностью отсчетов между 
собой; б) аномальные измерения (АИ), 
когда исходные данные задачи помимо 
«белого» шума также искажались им-
пульсными шумами с вероятностью 
P = 2 %. Вид зашумленного выходного 

сигнала системы представлен на рис. 1 (кривая 1 – точный выходной сигнал 
системы f(t), кривая 2 – выходной сигнал в условиях НИ ( )f t , кривая 3 – 

выходной сигнал в условиях АИ ( ))Af t .  

Чтобы определить, какой из четырех алгоритмов ЛПФ будет давать 
наименьший уровень «остаточного» шума, была протестирована работа этих 
фильтров, результаты эксперимента представлены в табл. 1.  

 

Рис. 1. Выходной сигнал системы 
(точный и зашумленный) 
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Т а б л и ц а  1 

Сравнение алгоритмов ЛПФ 

Уровень 
исходного 
шума, δη 

Уровень «остаточного» шума, δλ 

ФСС ИФ МФ и КФ 

НИ АИ НИ АИ НИ АИ 

0.01 0.012 0.020 0.01 0.027 0.010 0.013 

0.02 0.020 0.045 0.02 0.069 0.019 0.025 

0.05 0.046 0.066 0.05 0.087 0.049 0.048 

0.10 0.090 0.199 0.10 0.152 0.095 0.098 

0.15 0.138 0.276 0.15 0.422 0.144 0.149 

 
На основе данных табл. 1 можно заключить, что в условиях НИ все четы-

ре алгоритма успешно справляются с задачей фильтрации, снижая либо не 
повышая уровень «остаточного» шума. Применение ФСС и ИФ дает неудо-
влетворительные результаты при работе с импульсными шумами, повышая 
уровень «остаточного» шума в 1.5…2.5 раза, в то время как применение МФ и 
КФ снижает уровень «остаточного» шума в области средних и больших шу-
мов 5 %   [15, с. 192–193], при малых же уровнях импульсных шумов 

применение этих фильтров эффективнее, чем применение ФСС или ИФ.  
Для того чтобы оценить характер изменения статистических свойств 

«остаточного» шума [16], были построены спектры исходного и «остаточно-
го» шумов в выходном сигнале системы (на рис. 2 и 3 прямая 1 – дисперсия 
шума, кривая 2 – спектр исходного шума, кривая 3 – спектр «остаточного» 

шума). Значение дисперсии 52.83 10 ,
    исходный уровень шума 

0.15.    

 

 
Рис. 2. Спектры шумов (НИ) Рис. 3. Спектры шумов (АИ) 
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В случае НИ (рис. 2) спектры исходного 
и «остаточного» шумов отличаются незначи-
тельно. Но в случае АИ, несмотря на то что 
применение КФ или МФ дает неплохие ре-
зультаты и успешно борется с импульсными 
шумами, существенно снижая их уровень, 
наблюдается «проседание» спектра исходно-
го «белого» шума (рис. 3): мощность шума 
перемещается в область низких частот, шум 
становится «цветным», что негативно ска-
жется при дальнейшем поиске регуляризиро-
ванного решения, увеличивая значение отно-
сительной ошибки идентификации. Кроме 
того, в обоих случаях будет наблюдаться 

существенная корреляция между соседними отсчетами (на рис. 4 кривая 1 – 
автокорреляционная функция точного сигнала, кривая 2 – автокорреляцион-
ная функция сигнала после ЛПФ в условиях НИ, кривая 3 – автокорреляцион-
ная функция сигнала после ЛПФ в условиях АИ). 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, алгоритмы МФ и КФ хорошо подходят для сглаживания 
импульсных шумов, сохраняя контрастные составляющие в отфильтрованном 
сигнале. Применение КФ предпочтительно, поскольку он сочетает в себе до-
стоинства всех рассмотренных выше фильтров [8], одновременно устраняя 
импульсные шумы и успешно сглаживая однородные.  

КФ при соответствующем выборе апертуры хорошо справляется с пред-
варительной фильтрацией искаженных импульсными шумами сигналов, сни-
жая уровень «остаточного» шума в 1.5…2 раза. Однако такой «остаточный» 
шум характеризуется существенной корреляцией между отсчетами, а его 
спектр становится «цветным», повышая риск увеличения общей относитель-
ной ошибки решения [8].  

Обобщая результаты работы, можно заключить, что проведение предва-
рительной фильтрации в случае НИ не представляется целесообразным в силу 
незначительности наблюдаемого эффекта. В случае АИ необходимо помнить 
о том, что при проведении предфильтрации статистические характеристики 
исходного шума могут меняться. Решение о проведении предварительной 
фильтрации сигналов идентифицируемой системы должно определяться ко-
нечной целью конкретного исследования. 

Рис. 4. Автокорреляционные 
функции выходного сигнала 
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Mathematical models of many technical, physical or engineering systems have the form of Volterra 
integral equation of the first kind with a difference kernel. For such systems, the non-parametric 
identification problem reduces to the estimation of pulse transition characteristic of the system from 
the registered noise-contaminated values of input (the kernel of integral equation) and output (the 
right hand side of the integral equation) signals. The problem posing this way is traditionally ill-
posed due to the violation of one or several Hadamard well-posedness conditions, partly, the solu-
tion stability condition concerning noise terms in initial data. To formulate solution for the problem 
complied with correctness conditions different regularization methods, both deterministic and statis-
tical, exist. Regularization methods give us an approximate solution of the task, the estimation of 
pulse transition characteristic of the system, partly. The solution accuracy depends very heavily on 
measurement noises level in initial data. To reduce the total identification error the pre-filtration pro-
cedure of identified system noise-contaminated signals is supposedly to be effective. In this paper, 
author analyses the efficiency of different local-spatial filtration algorithms: moving average filter, 
interval moving average filter, median filter and combined filter. Also author presents theoretical 
base and modeling-calculating results and demonstrates how different statistical characteristics of 
noise terms contained in initial data of identification task change under the local-spatial pre-filtration. 
All the procedures are focused on cases of uniform and pulse noise masking. Special focus is on 
pulse noise elimination when useful signal is contrast. Finally, some author’s recommendations for 
pre-filtration application are briefly underlined. 
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