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В настоящее время актуальной задачей в теории управления является синтез регулято-
ров для объектов с меньшим количеством входных величин по сравнению с выходны-
ми, такие объекты описываются матричными передаточными функциями неквадратной 
формы. Рассмотрен частный случай многоканального объекта с одной входной пере-
менной и двумя/тремя выходными, матричная передаточная функция такого объекта 
имеет неквадратную форму, а именно один столбец и две/три/четыре строки. Для рас-
чета регуляторов применена полиномиальная методика синтеза, которая заключается в 
использовании полиномиального матричного описания замкнутой системы управления. 
Особенностью такого подхода является возможность записи характеристической мат-
рицы замкнутой многоканальной системы через полиномиальные матрицы объекта и 
регулятора в виде матричного диофантова уравнения. Решая это уравнение, можно за-
давать желаемые полюса матричного характеристического полинома замкнутой систе-
мы. Существует множество вариантов его решения. Один из них заключается в пред-
ставлении полиномиального матричного уравнения в виде системы линейных алгебра-
ических уравнений в матричной форме, где матрицей системы является матрица Силь-
вестра. Выбор порядка полиномиального матричного регулятора и порядка характери-
стической матрицы осуществляется на основании теоремы, приведенной в работах  
Chi-TsongChen, которая всегда выполняется для управляемых объектов. Если мини-
мальный порядок регулятора выбран в соответствии с этой теоремой и матрица Силь-
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вестра имеет неполный ранг, то это означает, что в системе линейных алгебраических 
уравнений неизвестных элементов больше, чем уравнений. В таком случае решение, 
соответствующее выбранному базисному минору, имеет свободные параметры, кото-
рыми являются параметры регуляторов. Свободные параметры регуляторов можно за-
давать произвольно, что использовано для задания или исключения некоторых нулей в 
замкнутой системе. Таким образом, на различных примерах объектов с неквадратной 
матричной передаточной функцией проиллюстрирована полиномиальная методика син-
теза, позволяющая не только задавать полюса замкнутой системы, но и некоторые нули, 
что является существенным преимуществом, особенно при синтезе регуляторов для 
многоканальных объектов. 

Ключевые слова: полиномиальное матричное разложение, полиномиальная методика 
синтеза, многоканальный объект, диофантово уравнение, матрица Сильвестра, неквад-
ратная матричная передаточная функция, расчет регуляторов, теория управления 

ВВЕДЕНИЕ 

В теории управления особое место занимает синтез регуляторов для ли-
нейных многоканальных объектов, которые в общем виде имеют несколько 
входных и выходных величин (multiinput – multioutput (MIMO)), причем их 
количество может быть не равно, что является особо интересным случаем, из-
за малого количества работ, посвященных этой тематике. Частным случаем 
описания многоканального объекта является один вход и несколько выходов 
(singleinput – multioutput (SIMO)), а также несколько входов и один выход 
(multiinput – singleoutput (MISO)). 

Существуют различные способы математического описания многока-
нальных объектов управления: в пространстве состояний, через матрицы  
(A, B, C, D) [1]; в виде матричной передаточной функции (МПФ) [2], которая  
в случае неравного количества входных и выходных величин имеет неквад-
ратную форму (non-squareobject); в виде полиномиального матричного разло-
жения (ПМР) [3–5], которое позволяет записать многоканальный объект  
по аналогии с одноканальным, содержащим матричные числитель и знаме-
натель. 

Некоторые термины в теории автоматического управления понимаются 
различными авторами по-разному, поэтому уточним следующие используе-
мые термины в настоящей работе: управление, регулирование и выходные 
переменные. Д.П. Ким в работе [6] дает следующую трактовку терминов 
«управление», «заданный режим» и «выходная величина»: «…управлением 
называют целенаправленное воздействие на какое-либо устройство, объект», 
целью управления объектом является «…поддержание заданного режима», 
под заданным режимом понимается «…изменение какого-либо параметра, 
характеризующего состояние объекта, по определенному закону», этот пара-
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метр называется выходной величиной и может быть векторным. В работе по 
системам подчиненного регулирования [7] Р.Т. Шрейнер понимает под вы-
ходными величинами сигналы, выходящие из звеньев объекта: «…выходными 
величинами звеньев 1,..,  nx x , оказались физические величины, представляю-

щие интерес с точки зрения регулирования и контроля». Далее он пишет: 
«Для каждой из регулируемых величин 1,..,  nx x  предусматривается замкну-

тая САР… Таким образом, количество регуляторов системы подчиненного 
регулирования равно количеству регулируемых величин объекта». На основа-
нии описанных трактовок сигналы, входящие в объект, называем входными 
величинами, или просто входами (inputs), а выходящие из объекта – выход-
ными величинами, или просто выходами (outputs). 

Рассмотрим описание терминов «система автоматического управления» 
(САУ) и «система автоматического регулирования» (САР) автором Д.П. Ким [6]: 
«В простейших случаях САУ называют САР…», но в то же время «так как нет 
критериев, по которым можно было бы судить, какие системы управления 
считать сложными, а какие простыми, мы не будем делать принципиальных 
отличий между терминами САУ и САР». В работе В.Н. Букова [8], в которой 
описывается синтез регуляторов для многоканальных объектов, в том числе с 
неравным количеством входных и выходных величин, также не отмечается 
различие между этими терминами. Поэтому в настоящей работе не будем де-
лать различий между терминами САУ и САР. 

В работе [9] на иллюстративном примере показан способ расчета регуля-
торов для объекта с одним входом и двумя выходами. В работе [10] показан 
вывод четырех вариантов записи замкнутой системы в полиномиальном мат-
ричном разложении, показана эквивалентность характеристических матриц и 
на иллюстративном примере объекта с тремя входами и двумя выходами, рас-
считаны регуляторы для задания полюсов и некоторых нулей замкнутой си-
стемы. В работах [11, 12] показан способ представления системы, построен-
ной по принципу подчиненного регулирования, к многоканальному виду объ-
екта с одной входной и тремя выходными величинами (ток якоря, скорость и 
положение ротора), что позволяет применить полиномиальный метод синтеза 
для частного случая многоканального объекта. Линейная модель бокового 
движения высокоманевренного летательного аппарата на больших углах ата-
ки [13] является неквадратным объектом, где угол скольжения, угловая ско-
рость крена, угловая скорость рыскания и угол крена являются выходными 
величинами, а угол отклонения элеронов и угол отклонения руля 
направления – входными. Разработку алгоритмов синтеза для такого рода 
объектов можно найти в работах [14, 15]. В работах [16, 17] показан синтез 
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регуляторов для объектов размерностью 3 × 2 и 1 × 2. В работах [18–20] рас-
сматриваются нелинейные модели различных летательных аппаратов и робо-
тотехнических комплексов. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Предлагается способ расчета регуляторов, задающих желаемые полюса 
характеристической матрицы, а также некоторые нули замкнутой системы, 
для частного случая многоканальных объектов с одним входом и несколькими 
выходами (SIMO). 

Система управления состоит из объекта управления с m  входами и p  вы-

ходами, замкнута единичной обратной связью с регулятором, имеющим p  

входов и т  выходов, стоящим между сигналом ошибки v y  и вхо- 

дом объекта управления. Объект управления может быть описан в виде ле-

вого и правого ПМР 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )oW s D s N s N s D s    , где ( ) [ ] ,p pD s R s   

( ) [ ]m mD s R s  , ( ), ( ) [ ]p mN s N s R s  , тильда " ~ "  говорит о том, что выбра-

но левое ПМР, [ ]m pR s   – множество матриц размером m p , элементы  

которых – полиномы от s  с вещественными коэффициентами. По анало- 

гии введем описание регулятора 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )oW s Y s X s X s Y s    , где 

( ) [ ]m mY s R s  , ( ) [ ]p pY s R s  , ( ), ( ) [ ]m pX s X s R s  . 

Выбор порядка регуляторов и порядка характеристической матрицы вы-
полняется в соответствии со следующей теоремой. 

Теорема. Рассмотрим систему с единичной обратной связью, показанную 
на рис. 1. 

 

Y -1(s) D-1(s) N(s)
u y

X(s)-
v

Wo(s)Wr(s)

~ ~

 

Рис. 1. Многоканальная система в полиномиальном матричном описании 

Fig. 1. Multivariable system in polynomial matrix description 



Полиномиальный метод синтеза регуляторов… 25

Объект описывается строго правильной передаточной матрицей ( )W s  p m . 

Пусть ( )W s  разложена на 1( ) ( ) ( )W s N s D s  , где ( )N s  и ( )D s  взаимно про-

стые справа, ( )D s  – столбцово приведенная матрица со степенями столбцов 

i , 1,2i m  . Пусть   – строчный индекс ( )W s  и пусть 1im     для 

1,2i m  , где im  – степени строк ( )Y s . Тогда для любой полиномиальной 

матрицы ( )С s , такой что 

1 1lim ( ) ( )r c h
s

H s C s H C 


 , 

где 1 2( ) ( , , ... , )mmm m
rH s diag s s s   и 1 2( ) ( , , ... , )m

cH s diag s s s  , 

hC  является не особой постоянной матрицей, существует m p  правильный 

регулятор 1( ) ( )Y s X s  , где ( )Y s  – строчно приведенная со степенями 

строк im , такая что передаточная матрица вход–выход описывается следую-

щим уравнением: 

 
1( ) ( ) ( ) ( )clW s N s C s X s  , (1) 

где характеристическая матрица 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )C s Y s D s X s N s    (2) 

имеет размерность ( ) [ ]m mC s R s   [21]. 

Уравнение является диофантовым для случая одного входа 1.m   Матри-
ца Сильвестра имеет вид [22] 

 . 

Решением этой системы уравнений при полном ранге матрицы Сильвестра 
является :  

 1  . (3) 

Если ранг матрицы Сильвестра   неполный и порядок регулятора выбран  
в соответствии с теоремой, то неизвестный параметр регулятора больше, чем 
количество уравнений. В этом случае решение содержит свободные парамет-
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ры регулятора и записывается в следующем виде: 1 1 1   , где 

1  . Общее решение системы линейных уравнений примет вид  

 1
1 1 1

   . (4) 

По данной теореме замкнутая система управления состоит из правого 
ПМР объекта и левого ПМР регулятора, степени строк регулятора зависят  
от строчного индекса   объекта управления, который находится из левого 
взаимно простого ПМР объекта со строчно приведенной матрицей «знамена-

теля» ( )D s . Иными словами, для полиномиального синтеза регулятора необ-

ходимы правое и левое ПМР объекта. 

2. СИНТЕЗ РЕГУЛЯТОРОВ 

Рассчитаем регуляторы для объектов с меньшим количеством входных 
величин по сравнению с выходными, задающих желаемые полюса в характе-
ристической матрице замкнутой системы, с использованием полиномиальной 
методики синтеза. Опишем алгоритм расчета:  

– найти правое взаимно простое ПМР объекта со столбцово приведенной 
матрицей «знаменателя» ( )D s  и столбцовые степени i , где 1,...,i т ; 

– найти левое взаимно простое ПМР объекта со строчно приведенной 

матрицей «знаменателя» ( )D s  и строчный индекс  ; 

– по строчному индексу объекта   найти минимальные степени строк ре-
гулятора, выбрать их; 

– определить степень и структуру характеристической полиномиальной 

матрицы замкнутой системы (ХМЗС) 0 1( ) ... f
fC s C C s C s    , где 

max( )if f , i i if m  , 1, 2,...,i m . Матрица желаемых коэффициентов 

ХМЗС 1 0( , , , , )f fС С С С  ; 

– выписать матричные коэффициенты iD , iN , где 0,...,i   , правого 

ПМР объекта 
0

( ) i
i

i
D s D s




  , 

0
( ) i

i
i

N s N s



   и составить матрицу Сильвестра 

diag( ,..., ),G G   

где diag( ,..., )G G  – блочная диагональная матрица с элементами главной диа-

гонали G  и количеством блочных строк, равных порядку регулятора 
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max( )in m , 1,  ...,  i m , ( ,   )T T TG D N , 1 0( ,   ,  ,   ),i iD D D D   

1 0( ,   ,  ,   ),i iN N N N   0,  ...,  i   ; 

– найти регулятор в зависимости от ранга матрицы Сильвестра по форму-
лам (3) или (4). Конец алгоритма. 

Замкнутая система автоматического регулирования имеет размер-
ность p p , т. е. p  заданий на выходные величины и p  выходных величин. 

Далее рассмотрены частные случаи многоканальных объектов с одним вход-
ным воздействием и несколькими выходными величинами (SIMO). Имея одно 
входное воздействие, только одна выходная величина может отработать сту-
пенчатый сигнал задания. Эту величину для удобства назовем внешней вы-
ходной величиной, другие величины назовем внутренними выходными величи-
нами. Система автоматического управления строится таким образом, чтобы 
задания на внутренние выходные величины всегда равнялись нулю, а задание 
на внешнюю выходную величину выбиралось произвольно. 

Пример 1. Объект с одним входом и двумя выходами. Рассчитываемый 
регулятор матричный, с двумя входами и одним выходом. Замкнутая система 
управления имеет два задания и два выхода. Первый выход 1( )y s  примем 

внутренней выходной величиной с заданием 1( ) 0,v s   а второй выход 2 ( )y s  – 

внешним с произвольным заданием 2 ( ),v s  что показано на рис. 2. 
 

1
s+k

b

-L-1 -a +1
s

1
s

1
s

y1

y2y1 y2u
R1

R2

+

-

-

v1 =0

v2 

Wo(s)

WR(s)
 

Рис. 2. Система управления с заданием на первый выход 1 0v    

и произвольным заданием на второй выход 2v  

Fig. 2. Automatic control system with first reference 1 0v    

and arbitrary reference of 2v  

Регулятор рассчитаем по предложенной методике для объекта с неквад-
ратной МПФ при 2p   и 1m  , тогда получим регулятор вида 

 1 2( ) ( ) ( )RW s R s R s , как показано на рис. 2, задающий желаемое располо-

жение полюсов в замкнутой системе. 
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Матричная передаточная функция объекта  

1
2

1
2

2 2
2 2

( )
( )

( ) ( )

( )

o

k

b sW s
W s

W s k Ls a Lb

Ls b s

 
 

             

. 

Вынесем общий знаменатель элементов МПФ объекта, который является 
«знаменателем» правого ПМР объекта. Таким образом, получим 

2 4( )D s s b s  ,    
2

1
2 1

2 2

( )
( )

k s
N s

k s k aL b

 
 
   

, 

столбцовая степень равна столбцовому индексу, т. е. 1 4    . 

Выпишем левое ПМР объекта 

2 1
1

1 2 1
1 2

( ) 0
( )

( ) ( ( ))

s b k
D s

a a Lb s Lk k a Lb



 

 
 
   

 ,    
1

1

1
( )

( )
N s

k L a Lb 

 
    

 , 

строчные степени равны строчному индексу, т. е. 1 2 2      . 

Строчные степени регулятора выберем минимальными 1im    . В дан-

ном случае «знаменатель» регулятора скалярный, поэтому выбирается сте-
пень регулятора 1im    , где 1,...,i m , 1 1m  , тогда матричные коэффици-

енты регулятора первого порядка:  1,1 1,2
1 1 1X x x   ,  1,1 1,2

0 0 0X x x    и 

1,1
1 1Y y  , 1,1

0 0Y y  , матрица коэффициентов регулятора 1 1 0 0( )Y X Y X      . 

Степень характеристической матрицы max( )if f , i i if m  , 

1,2,...,i m  5( 5)f  , тогда матрицу желаемых коэффициентов характеристи-

ческой матрицы выберем в соответствии с 5( ) ( )C s s q  : 

2 3 4 5(1, 5 , 10 , 10 , 5 , )q q q q q . 
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Матрицы коэффициентов правого ПМР объекта: 

4 1D   ,    3 0D  ,    2D b ,    1 0D  ,    0 0D  , 

4
0

0
N

 
  
 

,    3
0

0
N

 
  
 

,    1
2

2

k
N

k

 
  
 

,    1
0

0
N

 
  
 

,    0 1 1
2

0

( )
N

k aL b 

 
    

. 

Сформируем матрицу Сильвестра 

1
1

2 2

1
1

2 2

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 ( ) 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 ( )

b

k

k k aL b

b

k

k k aL b





 
  
   
 
  
  

, 

она имеет полный ранг rank( ) 6  . 

Решаем уравнение   : 1  . Выпишем полученную матричную 
передаточную функцию регулятора, а также МПФ замкнутой системы при 

1q   со следующими параметрами объекта: 

4L  ,    5b  ,    1 4k  ,    2 1k  ,    10a  ,    1q  , 

 ( ) 17 35.4 0.5( 0.2)X s s s     ,    ( ) 5Y s s  , 

 
17 35.4 0.5 0.1

( )
5 ( 5)R

s s
W s

s s

  
     

, (5) 

2 2

5 5

2 2

5 5

(170 354) (5 1)

( 1) ( 1)1
( )

10 (10 4 )(170 354) (10 4 )(5 1)

( 1) ( 1)

cl

s s s s

s s
W s

s s s s

s s

  
 

  
  

    
   

. 
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y1(t)
y2(t)

 

Рис. 3. Графики переходных процессов при 2 1v   и с корнями  

характеристического полинома, равными q = 1 и q = 2  

Fig. 3. Graphs of the transient processes with 2 1v   and the roots  

of characteristic polynomial q = 1 and q = 2  

Рассчитанный регулятор приводит полюса замкнутой системы к заданным 

значениям 5( ) ( )C s s q  . Второй выход отрабатывает задание без ошибки 

(рис. 3), при этом увеличение быстродействия за счет смещения полюсов ле-
вее в комплексной полуплоскости увеличивает перерегулирование и отклоне-
ние 1 0y   от нулевого положения. Показана возможность применения мето-

дики для расчета объектов с одним входом и двумя выходами. 
Пример 1а. Объект с одним входом и тремя выходами. Преобразуем 

САУ на рис. 2, добавив еще одну выходную величину, являющуюся произ-
водной первого выхода 2 1y y  , тогда внешняя выходная величина из приме-

ра 1 равняется 3y . В таком случае матричная передаточная функция объекта 

1 2
1 1 2

2 2 2 2 2

3

( )
( )

( ) ( )
( )( )

T

o

W s
k k s k Ls a Lb

W s W s
b s b s Ls b sW s

                 

. 

Вынесем общий знаменатель элементов МПФ объекта, который является 
«знаменателем» правого ПМР объекта. Таким образом, получим 

2 4( )D s s b s  ,     2 3 2 1
1 1 2 2( ) ( )

T
N s k s k s k s k aL b     , 

столбцовая степень равна столбцовому индексу 1 4    . 
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Выпишем левое ПМР объекта: 

20

( ) 1 0

0

a s

D s s

b s

 
 

  
   

 ,     
2

1

( ) 0

k

N s

k

 
   
 
 

 , 

строчные степени равны строчному индексу, т. е. 1 2 2      . 

Строчные степени регулятора выберем минимальными, в данном случае 
«знаменатель» регулятора скалярный, поэтому выбирается степень регулято-
ра 1im    , где 1,...,i m , 1 1m  . Тогда матричные коэффициенты регуля-

тора первого порядка  1,1 1,2 1,3
1 1 1 1X x x x    ,  1,1 1,2 1,3

0 0 0 0X x x x     и 

1,1
1 1Y y  , 1,1

0 0Y y  , матрица коэффициентов регулятора 1 1 0 0( )Y X Y X      . 

Степень характеристической матрицы max( )if f , i i if m  , 

1, 2,...,i m  5( 5)f  . Тогда матрицу желаемых коэффициентов характеристи-

ческой матрицы выберем в соответствии с 5( ) ( )C s s q  : 

2 3 4 5(1, 5 , 10 , 10 , 5 , )q q q q q . 

Матрицы коэффициентов правого ПМР объекта: 

4 1D   ,    3 0D  ,    2D b ,    1 0D  ,    0 0D  , 

4

0

0

0

N

 
   
 
 

,    3 1

0

0

N k

 
   
 
 

,    
1

2

2

0

k

N

k

 
   
 
 

,    1

0

0

0

N

 
   
 
 

,    0
1 1

2

0

0

( )

N

k aL b 

 
 

  
   

. 

Сформируем матрицу Сильвестра, которая имеет размерность 8 × 6 и ранг 
rank( ) 6  , т. е. содержит 2 свободных параметра регулятора. Выберем в 

качестве свободных параметров, например, 1,1
0y и 1,1

1x . Тогда  1,1 1,1
1 1y x    , 

10 0 0 0 0

0 1 0 0 0

k

b

 
    

. 
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Решаем уравнение 1
1 1 1

   . Выпишем полученную матричную пере-

даточную функцию регулятора, а также МПФ замкнутой системы при 1q   

со следующими параметрами объекта: 

1,1 1,1 1,1 1,1
1 0 0 1

1,1 1,1 1,1
0 0 0

5 10.4 ( 5) 17 (0.5 0.1)
( )R

x s y s y x s
W s

s y s y s y

        
    

   

  
, 

выпишем элемент МПФ замкнутой системы, отвечающий за реакцию выхо-
да 3y  на задание 3v : 

3 3
2

,
5

(10 4 )(5 1)
( )

( 1)

v y
cl

s s
W s

s

 



. 

Как видим, он аналогичен элементу МПФ замкнутой системы, отвечающему 
за реакцию выхода 2y  на задание 2v  из примера 1, поэтому используем сво-

бодные параметры для более простого вида регуляторов. Зададим 1,1
0 0y   и 

1,1
1 0x  , тогда 

10.4 5 17 (0.5 0.1)
( )R

s s
W s

s s s

       
 

, 

Таким образом, вместо двух регуляторов первого порядка (5) получены П-  
и ПИ-регуляторы по внутренним выходным величинам и ПИ-регулятор по 
внешнему выходу. Графики переходного процесса не отличаются от графиков 
примера 1. 

Пример 2. Объект с одним входом и тремя выходами. Произведем рас-
чет регулятора для системы управления с заданиями на первые два выхода, 
равными нулю: 1 0v  , 2 0v  , и с произвольным заданием на третий вы-

ход 3v . Таким образом, замкнутая система управления – 3 задания 3 выход-

ных переменных имеет всегда два нулевых задания [23]: 

3 1 1 2 2My m gy m gy u    ,     1 1 1 3l y gy y   ,     2 2 2 3l y gy y   , 

Структурная схема объекта 1 × 3 представлена на рис. 4. Отметим, что при 
равных коэффициентах 1 2m m  и 1 2l l  объект неуправляем, поэтому при-

мем следующие ограничения на коэффициенты объекта: 1 2 cm m m  , 

1 2l l . 
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Рис. 4. Структурная схема объекта 1 × 3 

Fig. 4. Structural scheme of the 1 × 3 object 

Регулятор рассчитаем по предложенной методике для объекта с неквад-
ратной МПФ при 3p   и 1m  , тогда получим регулятор вида 

 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )RW s R s R s R s .  

Матричная передаточная функция объекта 

1 2 1 2 2 2 3 4 3 2 3
2 0 2 0 4 2 0

4 2 4 2 2 4 2
2 0 2 0 2 0

1
( )

T

o
n s n n s n n s n s n

W s
s d s d s d s d s s d s d

    
         

, 

0 1 21 32 22 31 2 12 31 11 32 3 11 22 12 21( ( ) ( ) ( ))h b a a a a b a a a a b a a a a      , 

0 11 22 12 21d a a a a  ,   1 31 1 32 2 3 11 22( )h a b a b b a a    ,   2 11 22( )d a a   ,  

1
2 1n b ,    1

0 12 2 22 1n a b a b  ,    2
2 2n b ,    2

0 21 1 11 2n a b a b  ,    3
4 3n b ,  

3
2 1n h ,    3

0 0n h ,    1
1 1( )b Ml   ,    1

2 2( )b Ml   ,    1
3b M  ,  

11 1( )ca Mg m g b   ,   31 32 3ca a m gb   ,   12 2ca m gb  ,  

21 1ca m gb  ,    22 2( )ca Mg m g b   . 
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Вынесем общий знаменатель элементов МПФ объекта, который является 
«знаменателем» правого ПМР объекта. Таким образом, получим 

6 4 2
2 0( )D s s d s d s   ,    

1 4 1 2
2 0
2 4 2 2
2 0

3 4 3 2 3
4 2 0

( )

n s n s

N s n s n s

n s n s n

 
 
  
 
   

, 

столбцовая степень равна столбцовому индексу 1 6    . 

Выпишем левое ПМР объекта  

2
1

2
2

2

0

( ) 0

c c

c c

c c

Ml s m Mg m

D s m Ml s m Mg

gm gm Ms

   
 
    
 
 
 

 ,    

1

( ) 1

1

N s

 
   
 
 

 , 

строчные степени равны строчному индексу, т. е. 1 2 3 2        . 

Строчные степени регулятора выберем минимальными: 1im    , 1 1m  . 

Тогда матричные коэффициенты регулятора первого порядка 

 1,1 1,2 1,3
1 1 1 1X x x x    ,  1,1 1,2 1,3

0 0 0 0X x x x     и 1,1
1 1Y y  , 1,1

0 0Y y  , матрица 

коэффициентов регулятора 1 1 0 0( )Y X Y X      . 

Степень характеристической матрицы max( )if f , i i if m  , 

1, 2,...,i m  7( 7)f  , тогда матрицу желаемых коэффициентов характеристи-

ческой матрицы выберем в соответствии с 7( ) ( )C s s q  : 

2 3 4 5 6 7(1, 7 , 21 , 35 , 35 , 21 , 7 , )q q q q q q q . 

Матрицы коэффициентов правого ПМР объекта: 

6 1D  ,   5 0D  ,   4 2D d ,   3 0D  ,   2 0D d ,   1 0D  ,   0 0D  , 
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Сформируем матрицу Сильвестра, она имеет полный ранг ( ) 8rank   . 

Решаем уравнение   : 1  . Выпишем полученную матричную 
передаточную функцию регулятора, а также МПФ замкнутой системы при 

1q   со следующими параметрами объекта: 

10M  ,   1cm  ,   1 1L  ,   2 2L  ,   10g  , 

1( ) 410 ( (283 821 881 163), 272 612 60 5916, 700 100)X s s s s     , 

( ) 7Y s s  . 

Задания на первую и вторую выходные величины равны нулю, поэтому 
для описания поведения синтезированной системы достаточно использовать 
только третий столбец МПФ замкнутой системы ,( ) { ( )}, , 1, 2,3,cl i jW s W s i j   

элементы которой приведены ниже: 

2 2

1,3 7

(5 ) ( )

10( 1)

s s A s
W

s





,    

2 2

2,3 7

(10 ) ( )

20( 1)

s s A s
W

s





, 

4 2

3,3 7

(7 10)(20 273 820)

82 000( 1)

s s s
W

s

  



, 

где 2 1( ) (70 10)41A s s   . 

На рис. 5 показаны графики переходных процессов для двух вариантов 
задания кратных корней характеристической матрицы при 1q   и 2q  . 
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Рис. 5. Графики переходных процессов при 3 1v   и с корнями  

характеристического полинома, равными q = 1 и q = 2 

Fig. 5. Graphs of the transient processes with 3 1v   and the roots  

of characteristic polynomial q = 1 and q = 2 

По предложенной методике расчета регуляторов для объектов с неквад-
ратной МПФ получены регуляторы, задающие желаемые полюса ХМЗС 

7( ) ( )C s s q  . Внешняя выходная величина отрабатывается без ошибки, при 

этом увеличение быстродействия, за счет смещения полюсов левее, увеличи-
вает перерегулирование внутренних выходных величин. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Приведены иллюстративные примеры объектов с меньшим количеством 
входов по сравнению с выходами, для которых полиномиальным методом 
синтеза рассчитаны регуляторы, задающие полюсам замкнутой системы же-
лаемое расположение. На примерах 1 и 2, которые являются объектами с 
одним входом и двумя/тремя выходами соответственно, показана возмож-
ность применения полиномиальной методики для многоканальных объектов 
с меньшим количеством входов по сравнению с выходами. САУ с рассчи-
танными регуляторами позволяет отрабатывать произвольное задание на 
внешнюю выходную величину с астатизмом первого порядка при стабили-
зации в нулевом положении внутренних выходных величин. На примере 1а 
показана возможность увеличения числа выходных величин объекта из 
примера 1 за счет принятия выходной величиной производной первого вы-
хода 2 1y y  , которую можно интерпретировать как датчик измерения про-
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изводной первой выходной величины объекта. Таким образом, модель объ-
екта размерностью 1 × 2 может быть представлена моделью объекта размер-
ностью 1 × 3. 
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Currently, an urgent task in control theory is the synthesis of regulators for objects with a 
smaller number of input valuescompared to output ones, such objects are described by matrix 
transfer functions of a non-square shape. A particular case of a multichannel object with one 
input variable and two / three / four output variables is considered; the matrix transfer function 
of such an object has not a square shape, but one column and two / three / four rows. To calcu-
late the controllers, a polynomial synthesis technique is used, which consists in using a poly-
nomial matrix description of a closed-loop control system. A feature of this approach is the 
ability to write the characteristic matrix of a closed multichannel system through the polyno-
mial matrices of the object and the controller in the form of a matrix Diophantine equation. By 
solving the Diophantine equation, the desired poles of the matrix characteristic polynomial of 
the closed system are set. There are many options for solving the Diophantine equation and 
one of them is to represent the polynomial matrix Diophantine equation as a system of linear 
algebraic equations in matrix form, where the matrix of the system is the Sylvester matrix. 
The choice of the order of the polynomial matrix controller and the order of the characteristic 
matrix is carried out on the basis of the theorem given in the works of Chi-Tsong Chen, which 
always holds for controlled objects. If the minimum order of the controller is chosen in ac-
cordance with this theorem, and the Sylvester matrix has not full rank, then this means that 
there are more unknown elements in the system of linear algebraic equations than there are 
equations. In this case, the solution corresponding to the selected basic minor has free parame-
ters, which are the parameters of the regulators. Free parameters of regulators can be set arbi-
trarily, which is used to set or exclude some zeros in a closed system. Thus, using various ex-
amples of objects with a non-square matrix transfer function, a polynomial synthesis tech-
nique is illustrated, which allows not only specifying the poles of a closed system, but also 
some zeros, which is a significant advantage, especially when synthesizing controllers for 
multichannel objects. 

Keywords: polynomial matrix decomposition, polynomial synthesis technique, multichannel 
object, Diophantine equation, Silvery matrix, non-square matrix transfer function, calculation 
of regulators, control theory 
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