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Основные результаты прикладной математической статистики, связанные с развитием 

методов анализа интервальных наблюдений, получены при больших объемах выборок и 

малых погрешностях измерений. В связи с этим представляется актуальным исследова-
ние методами компьютерного моделирования статистических свойств оценок и крите-

риев проверки статистических гипотез по интервальным данным ограниченного объе-

ма. Целью данной работы является  исследование методами статистического моделиро-
вания свойств непараметрической оценки функции распределения по выборкам интер-

вальных наблюдений, а также сравнение алгоритмов по времени вычисления этой 

оценки. Основная идея построения непараметрической оценки функции распределения 

по интервальным данным заключается в нахождении максимума логарифма функции 

правдоподобия по значениям функции распределения в граничных точках интервалов 

наблюдений при соблюдении условия монотонности функции распределения. В данной 
работе для этого используются алгоритмы Тёрнбулла и ICM.  В результате сравнитель-

ного анализа алгоритмов по времени вычисления непараметрической оценки функции 

распределения при различных объемах выборок и длинах интервалов наблюдений по-
казано, что время вычисления оценки по ICM-алгоритму существенно меньше, чем по 

алгоритму Тёрнбулла. Методами статистического моделирования проведены исследо-

вания свойств непараметрической оценки функции распределения по интервальным 
данным, а также получены оценки скорости сходимости непараметрической оценки к 

истинной функции распределения при различных длинах интервалов наблюдений.  

В качестве расстояния между непараметрической оценкой и истинной функцией рас-
пределения рассмотрены статистики Колмогорова и Крамера–Мизеса–Смирнова. Пока-

зано, что с ростом длин интервалов скорость сходимости падает. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Развитие статистических методов анализа интервальных данных является 
перспективным направлением исследований в области прикладной математи-
ческой статистики. Природа возникновения интервальных данных многооб-
разна. Например, вследствие погрешности измерительных приборов получен-
ные наблюдения представляют собой интервалы фиксированной длины.  
В маркетинговых исследованиях наблюдения, полученные в результате анке-
тирования целевой группы потребителей, как правило, являются интерваль-
ными. В задачах анализа надежности и выживаемости данные типа времени 
жизни зачастую являются интервально-цензурированными. При этом длины 
интервалов могут быть бесконечными. 

Для построения непараметрической оценки функции распределения по 
интервальным данным разработаны различные алгоритмы: алгоритм Тёрн-
булла [1–3], ICM-алгоритм [4–6], гибридный ICM-EM-алгоритм [7]. В рабо-
те [8] алгоритм Тёрнбулла использовался для построения оценки функции 
распределения в маркетинговом исследовании спроса на биоэнергетические 
напитки. Исследование статистических свойств непараметрической оценки 
функции выживаемости по двустронне-цензурированным данным с использо-
ванием ICM-алгоритма проводилось в работах [9–11]. 

В данной работе проводится сравнительный анализ алгоритмов Тёрнбулла 
и ICM, а также исследование статистических свойств непараметрической 
оценки функции распределения по интервальным данным. Исследование про-
водится с использованием хорошо зарекомендовавшей себя методики компь-
ютерного моделирования и исследования статистических закономерностей 
[12–15]. 

1. НЕПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Пусть 1 2, ,..., nX X X  – выборка независимых одинаково распределенных 

случайных величин из ( )F x . Однако часто возникают ситуации, когда неиз-

вестно точное значение iX , но известно, что они попадают в некоторый ин-

тервал ( , )i iL R , 1,i n . Тогда исходную выборку можно представить в виде 

 1 1 2 2( , ),( , ),..., ( , )n n nL R L R L R . 

Основная идея построения непараметрической оценки функции распреде-
ления по интервальным данным заключается в том, что находится максимум 
логарифма функции правдоподобия: 

   
1

ln ln ( ) ( )
n

n i i
i

L F R F L


   
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по значениям функции распределения в граничных точках интервалов наблю-

дений при соблюдении условия монотонности функции распределения. Одна-

ко решение данной оптимизационной задачи методом штрафных функций 

требует больших вычислительных ресурсов. Вместо этого целесообразно ис-

пользование специальных алгоритмов, таких как алгоритмы Тёрнбулла и 

ICM.  

Для оценивания функции распределения ( )F x  рассмотрим разбиение 

0 10 ... m       , состоящее из всех неповторяющихся упорядоченных 

границ интервалов iL  и iR , 1,i n . Заметим, что 2 1m n  . При этом 

2 1m n  , если все левые и правые границы интервалов не совпадают друг с 

другом. 

1.1. АЛГОРИТМ ТЁРНБУЛЛА 

Для всех 1,j m  и 1,i n  определяются веса: 

1

1

1, если( , ) ( , ],

0, если( , ) ( , ].

j j i i

ij
j j i i

L R

L R





  
  

  

 

Алгоритм Тёрнбулла заключается в выполнении следующего итерацион-

ного процесса. 

1. Положить 0k  . Определить начальное приближение, например, сле-

дующим образом:  (0)

1

ˆ ( )
m

j l j
l

F


    1 . 

2. Вычислить вероятности попадания в интервал 1( , )j j  : 

( ) ( ) ( )
1

ˆ ˆ( ) ( )
k k k

j jjp F F     , 1,j m . 

3. Вычислить оценку числа отказов в момент j : 

( )

( )
1 1

j

l

k
n ij

j m k
i ijl

a p

d
a p 




, 1,j m . 
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4. Вычислить соответствующую оценку количества объектов, находящих-

ся под наблюдением в момент j : 

m

j l
l j

Y d


  . 

5. Используя вычисленные на шаге 2 и 3 величины jd  и jY , пересчитать 

оценку по формуле Каплана–Майера: 

( 1)

1

ˆ ( ) 1 1
j

k i
j

ii

d
F

Y





 
    

 
 , 1,j m . 

6. Если для всех 1,j m  выполняется условие останова 

( ) ( 1)ˆ ˆ( ) ( )k k
j jF F      , 

то оценка Тёрнбулла найдена, иначе 1,k k   перейти на шаг 1. 

Полученная оценка функции распределения 

1

1 1 2

0, ,

ˆ ( ), ,
ˆ ( )

...

ˆ ( ),m m

t

F t
F t

F t

 


    
 

   

 

является состоятельной, т. е. 

0

ˆsup ( ) ( ) 0, 1
t

P F t F t n


 
    

 
. 

1.2. ICM-АЛГОРИТМ 

Идея алгоритма заключается в том, чтобы свести задачу максимизации 
функции правдоподобия к задаче последовательного вычисления изотониче-
ской регрессии [6]. При этом функция распределения максимальна в точках 
левой производной выпуклой миноранты, которая определяется по точкам 

 ( ) ( )
,

k k
j j jP G V , при 0 (0,0)P  . Миноранта – функция, значение которой не 

больше соответствующих значений данной функции. На рис. 1 изображен 
пример такой функции. 
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Рис. 1. Выпуклая миноранта 

Для ICM-алгоритма для всех 1,j m  и 1,i n  определяются веса: 
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Итерационный процесс ICM-алгоритма для произвольного шага алгорит-

ма 1k  . 

1. Для всех 1,j m  найти точки  ( ) ( )
,

k k
j jG V  в соответствии со следую-

щими выражениями: 
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2. Установить 0l  . 

3. Оценка функции распределения равна левой производной выпуклой 

миноранты: 

( )( )
( )

( )( )1

ˆ ( ) min

kk
sk l

j kkl s m
s l

V V
F

G G  

 
  
  

, 

где 1,j l s  , s  – индекс угловой точки выпуклой миноранты. 

4. Изменить l s . Если ,l m  переходим в пункт 3. 

Алгоритм повторяем до тех пор, пока для всех 1,j m  не выполнится 

условие 

( ) ( 1) 7ˆ ˆ( ) ( ) 10 .k k
j jF F       

Полученная оценка функции распределения по ICM-алгоритму, так же как 

и оценка функции распределения, найденная по алгоритму Тёрнбулла, являет-

ся непараметрической и равномерно строго состоятельной. 

2. СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ АЛГОРИТМОВ 

Алгоритм Тёрнбулла и ICM-алгоритм вычисляют одинаковую оценку 

функции распределения в пределах заданной точности, однако время (Time) 

вычисления этой оценки у алгоритма ICM значительно меньше, что видно на 

рис. 2. 
 

 

Рис. 2. Скорость вычисления оценки интервальными  

алгоритмами 

50 

45 

40 

35 

30 

25 

20 

15 

10 

5 

0 

  0            50          100         150         200         250         300 

Turnbull (1 %) 

ICM (1 %) 

Turnbull (10 %) 

ICM (10 %) 

 



Исследование свойств непараметрической оценки… 39 

С увеличением длин интервалов время вычисления оценки функции рас-

пределения алгоритмом Тёрнбулла увеличивается. Для ICM-алгоритма наобо-

рот: чем больше длины интервалов наблюдений, тем за меньшее время вы-

числяется оценка функции распределения. 

3. ИССЛЕДОВАНИЕ СВОЙСТВ НЕПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ОЦЕНКИ 

ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Проведем исследование методом Монте-Карло статистических свойств 

непараметрической оценки в зависимости от длины интервалов наблюдений. 

Интервальную выборку, в которой каждый элемент представляет собой ин-

тервал длины  , будем моделировать в соответствии со следующим алгорит-

мом. 

1. Методом обратной функции сгенерировать выборку 1 2, ,..., nX X X  из 

распределения ( )F x . 

2. Вычислить границы интервальных наблюдений: 

, если ,
2 2

0, иначе;   ,   1, ,
2

i i

i

i i

X X

L

R X i n

 
 

 
   



 

 

и сформировать интервальную выборку 1 1( , ),..., ( , )n nL R L R . 

В качестве расстояний между непараметрической оценкой и соответству-

ющей функцией распределения рассмотрим статистику Колмогорова вида 

0

ˆsup ( ) ( )

m

n
t

D F x F x
 

   

и статистику Крамера–Мизеса–Смирнова 

2 2

0

ˆ( ( ) ( )) ( )
m

F x F x dF x



   . 

На рис. 3 представлены графики полученных зависимостей значения nD  

от n , усредненного по 10 000 выборкам, при различной длине интервалов 

наблюдений, равной 1 %, 3 %, 5 % или 10 % от длины интервала 
1(0, (0.99))F , где 1( )F   – функция, обратная к функции распределения от-
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казов. В качестве функции распределения ( )F x  взято распределение Вейбул-

ла с параметром масштаба 1 2   и параметром формы 2 2  .  

 

 

Рис. 3. Зависимость расстояния Колмогорова nD  от объема  

выборки при различных   

Как видно на рис. 3, с ростом объема выборки и уменьшением длины ин-

тервалов наблюдений расстояние nD  от непараметрической оценки ˆ ( )F x  до 

истинной функции распределения ( )F x  уменьшается. Аналогичная зависи-

мость от n  и   наблюдалась и для расстояния Крамера–Мизеса–Смирнова. 

Аппроксимации зависимости расстояний Колмогорова и Крамера–Мизе-

са–Смирнова от объема выборки в виде степенных функций с параметрами, 

оцененными по методу наименьших квадратов, и коэффициентом детермина-

ции, близким к единице, имеют следующий вид:  

 при 10.01 (0.99)F  : 0.460.76nD n , 2 0.980.16n  ; 

 при 10.03 (0.99)F  : 0.420.70nD n , 2 0.930.14n  ; 

 при 10.05 (0.99)F  : 0.390.68nD n , 2 0.910.14n  ; 

 при 10.1 (0.99)F  : 0.350.70nD n , 2 0.860.15n  . 

Как видим, скорость сходимости непараметрической оценки ˆ ( )F x  к ис-

тинной функции распределения ( )F x  с ростом длины интервалов наблюде-

ний уменьшается. При этом необходимо отметить, что при малой длине ин-
тервальных наблюдений скорость сходимости близка к скорости сходимости 
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эмпирической функции распределения ( )nF x  по полным выборкам к истин-

ной функции распределения ( )F x : 0.5( )O n  для расстояния nD  и 1( )O n  для 

расстояния 2 .  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

В результате сравнительного анализа алгоритмов Тёрнбулла и ICM пока-
зано, что точность вычисления оценки функции распределения у алгоритмов 
одинаковая, однако время вычисления оценки по ICM-алгоритму существен-
но меньше, чем у алгоритма Тёрнбулла. Алгоритмы Тёрнбулла и ICM для вы-
числения непараметрической оценки функции распределения по интерваль-
ным данным реализованы на базе программной системы LiTiS [16].  

Методами статистического моделирования проведено исследование 
свойств непараметрической оценки функции распределения по интерваль-
ным данным, получены оценки скорости сходимости непараметрической 
оценки к истинной функции распределения при различных длинах интерва-
лов наблюдений. Показано, что с ростом длин интервалов скорость сходи-
мости падает. 
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marketing research, observations obtained from the survey of the target group of consumers 
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a non-parametric estimate of the distribution function on interval data: the Turnbull algorithm, 
the ICM algorithm. The concept of constructing a non-parametric estimate of the distribution 
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dition of the distribution function monotonicity. The Turnbull algorithm and the ICM algo-
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estimate of the distribution function. It has been shown that the time of calculation by the ICM 
algorithm is much less than by the Turnbull algorithm. Estimates of a convergence rate of a 
non-parametric estimate to the real distribution function for different lengths of observable in-
tervals are obtained as a result of the investigation of a non-parametric estimate of the distri-
bution function on interval data properties carried out by statistical modeling methods. The 
Kolmogorov and Cramer-von Mises-Smirnov statistics have been considered as the distance 
between non-parametric estimates and the true distribution function.It has been shown that the 
convergence rate decreases when the interval length increases. 
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