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Реальные природные среды в зонах месторождений полезных ископаемых являются ге-
терогенными и имеют сложную трехмерную структуру. Для восстановления парамет-
ров таких сред по данным электроразведки проводится 3D-интерпретация, которая 
включает в себя решение множества прямых трехмерных задач. В качестве метода ре-
шения такого рода задач наиболее эффективным является метод конечных элементов 
(МКЭ). При численном моделировании электромагнитного поля в трехмерной среде 
большая доля вычислительных затрат приходится на решение СЛАУ, полученной в ре-
зультате конечно-элементной аппроксимации. Снижение этих затрат позволит суще-
ственно сократить время решения задачи на каждом из слоев по времени и в целом. При 
конечно-элементном моделировании процесса становления поля в трехмерных средах 
применение технологии выделения поля позволяет получать решение с требуемой точ-
ностью, но при этом в разы снизить вычислительные затраты. Для решения конечно-
элементной СЛАУ трехмерной задачи была использована локально-оптимальная схема 
с диагональным предобусловливанием. В статье приведена математическая модель для 
реализации технологии выделения осесимметричной части электромагнитного поля от 
круглой генераторной петли в горизонтально-слоистой среде. В качестве способа со-
кращения времени решения СЛАУ трехмерной задачи рассматривается задание началь-
ного приближения, получаемого в результате минимизации соответствующего функци-
онала невязки на каждом из временных слоев. В статье рассматривается четыре вариан-
та формирования начального приближения с включением в функционал решений с 
предыдущих слоев по времени. Проведено сравнение вычислительных затрат и измене-
ния точности решения при выборе различных начальных приближений. 
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ВВЕДЕНИЕ 

При интерпретации электроразведочных данных большую роль играет 
точность определения удельной проводимости среды [1, 2]. Наиболее эффек-
тивным способом восстановления структуры среды и ее параметров является 
3D-моделирование [3]. По сравнению с другими методами численного моде-
лирования МКЭ при решении реальных геофизических задач позволяет учи-
тывать сложную геометрию расчетных областей [4, 5]. А за счет применения 
технологии выделения нормального поля (поля вмещающей среды) удается 
получать решение с высокой точностью из осесимметричной задачи меньшей 
размерности [6, 7]. В ситуациях, когда среда содержит неоднородности с из-
мененными электрическими или магнитными свойствами, модель электро-
магнитного поля корректно описывается векторной постановкой для вектор-

потенциала A  [8]. 
Применение 3D-интерпретации данных электроразведки для подбора 

структуры среды наиболее эффективно в случае, если соответствующее про-
граммное обеспечение, реализующее расчет трехмерных полей, работает до-
статочно быстро [9, 10]. При решении конечно-элементных СЛАУ, получен-
ных после аппроксимации нестационарных трехмерных задач электромагне-
тизма, выбор локально-оптимальной схемы дает хорошую скорость сходимо-
сти [11]. Для увеличения скорости сходимости решения СЛАУ существует 
несколько приемов: можно использовать предобусловливание, проводить 
распараллеливание алгоритма и др. [8]. В данной работе наряду с этими при-
емами рассматривается задание начального приближения. 

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

Рассмотрим необходимые для моделирования процесса становления поля 
дифференциальные уравнения. Распределение нестационарного электромаг-
нитного поля в трехмерной неоднородной по удельной проводимости среде 
описывается векторным параболическим уравнением [8] 
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где 0  – магнитная проницаемость вакуума;  – удельная электрическая про-

водимость среды; 
СТ

J – вектор плотностей токов, возбуждающих электро-

магнитное поле; A  – вектор-потенциал. Уравнение (1) получается из системы 
уравнений Максвелла с помощью замены: 

 B rot A , (2) 
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где B  – индукция магнитного поля; E  – напряженность электрического поля. 

Представим поле A  в виде суммы: 
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где 
0

A – нормальное поле, порожденное генераторной петлей в горизонтально-

слоистой среде; A


 – аномальное поле от трехмерных объектов [7]. Тогда зада-

ча поиска нормального поля сводится к решению осесимметричной задачи 
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где 0  – проводимость горизонтально-слоистой среды. После чего распреде-

ление аномального поля находится из уравнения 
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Решение уравнения (5) будем искать с помощью скалярного МКЭ на пря-

моугольной сетке с использованием билинейных базисных функций [8]. Для 

решения уравнения (6) использован векторный МКЭ на параллелепипедаль-

ной сетке с базисными функциями первого порядка [8]. 

2. ВЫБОР НАЧАЛЬНОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ 

Для аппроксимации по времени уравнения (6) была применена неявная 

трехслойная схема [8]. В качестве начального приближения 0q  для решения 

СЛАУ будем рассматривать поочередно следующие векторы: 

1. 0 0q  ; 

2. 0 1sq q  ; 

3. 0 1sq q   ; 

4. 0 1 1 2 2s sq q q    , 
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где 1 2,  s sq q   – векторы решения на предыдущих слоях по времени. Коэффи-

циенты 1 2,  ,      определим из условия минимизации следующего функцио-

нала: 

 

2
0min s sG q f ,  (7) 

где sG  – конечно-элементная матрица СЛАУ, собранная на текущем слое по 

времени ,  ss f  – соответствующий вектор правой части. Таким образом, для 

нахождения коэффициента   необходимо минимизировать функционал  

 

2
1min s s sG q f   .  (8) 

В результате получим соотношение  

 1 1 1( , ) ( , )s s s s s s sf G q G q G q    . (9) 

Для поиска коэффициентов 1 2,   необходимо минимизировать функционал  
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после чего коэффициенты могут быть определены из системы: 

 
1 1 1 2 1 1

1 2 2 2 2 2

( ,  ) ( ,  ) ( ,  )

( ,  ) ( ,  ) ( ,  )

s s s s s s s s s s s

s s s s s s s s s s s

G q G q G q G q f G q

G q G q G q G q f G q

    

    

    
    

    
.  (11) 

3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

Проведем исследование влияния выбора начального приближения на схо-

димость решения СЛАУ. В качестве метода решения СЛАУ трехмерной век-

торной задачи была выбрана локально-оптимальная схема с диагональным 

предобусловливанием. Предварительно была выполнена параллельная реали-

зация локально-оптимальной схемы с использованием технологии OpenMP 

[12, 13], вычисления производились на процессоре Intel Core i7-3820 CPU 

3.6GHz. 

Для проведения исследований рассмотрим задачу, схематически изобра-

женную на рис. 1. Моделирование проводилось в однородном полупростран-

стве с проводимостью ср 0.01 См/м  , проводимость объекта об 0.2 См/м  , 

радиус генераторной петли 564 мr  , ток в петле 1 AI   [14, 15]. Положение 

системы наблюдений представлены на рис. 2. 
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Рис. 1. Схематическое изображение  
расчетной области с объектом 

Рис. 2. Схематическое изображение  

системы наблюдений относительно  
генераторной петли 

Приведем время решения СЛАУ и количество итераций суммарно по всем 

временным слоям (табл. 1). Размерность конечноэлементной СЛАУ равна 226525. 

Таблица 1 

Зависимость времени решения СЛАУ и количества итераций от начального  

приближения 

Начальное приближение Время, с Количество итераций 

0 0q   219.7 18 224 

0 1sq q   100.2 8211 

0 1sq q    96.1 7775 

0 1 1 2 2s sq q q     33.6 2985 

 

В табл. 2 приведены отличия значений z-компоненты добавочного поля 

B rot A
 
  в точках приемников 1 7p p  (рис. 2) для предложенных началь-

ных приближений. Эти отличия рассчитывались по следующей формуле: 
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где Т – количество слоев по времени.  
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Таблица 2 

Отличие ( )zB t
 при выборе различных начальных приближений от решения, 

полученного при нулевом начальном приближении 

N 
Координаты точки 

Отличие от решения с начальным 

приближением 0 0q  , % 

, мx  , мy  ,  мz  0 1sq q   0 1sq q    0 1 1 2 2s sq q q     

1p  –300 0 0 0.6 1.35 2.5 

2p  –250 0 0 0.44 0.96 1.73 

3p  –200 0 0 0.33 0.67 1.1 

4p  –150 0 0 0.3 0.59 0.86 

5p  –100 0 0 0.3 0.57 0.81 

6p  –50 0 0 0.31 0.56 0.76 

7p  0 0 0 0.31 0.56 0.77 

 

На рис. 3 приведены кривые изменения zB  от времени t в точках

1, 4, 7p p p . Видим, что кривые очень хорошо совпадают. 

 

 

Рис. 3. Графики аномального поля ( )zB t   

в точках 1,  4,  7p p p  

t, мс 

Bz, мT 

10–8 

10–9 

10–10 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Было рассмотрено четыре варианта выбора начального приближения. С 
включением в минимизируемый функционал большего количества решений с 
предыдущих временных слоев скорость решения СЛАУ значительно увели-
чивается. Таким образом, за счет выбора начального приближения, включаю-
щего решения с двух предыдущих слоев по времени, время решения СЛАУ 
снижается до шести раз (по сравнению с нулевым начальным приближением). 
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magnetic field
*
 

N.V. Simankovich 

Novosibirsk State Technical University, 20 Karl Marks Avenue, Novosibirsk, 630073, Russian 
Federation, undergraduate student of department of Applied Mathematics. E-mail: nadya-
simankovich@gmail.com 

Environments in zones of mineral deposits are heterogeneous and have complex three-
dimensional structure. 3D-interpretation of EM data is used to determine the parameters of the 
medium. It includes the solution of multiple direct three-dimensional problems. Finite element 
method is the most efficient one for solving such problems. The solution of the SLAE of the 
finite element approximation occupies most of the computational resources while modeling 
the electromagnetic field in a three-dimensional medium. Decreasing of that cost allows re-
ducing about the time of the solution of problems on each time layer and in general. Use of 
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field allocation technology allows obtaining an accurate enough solution with low computa-
tional cost while modeling the TEM process in a three-dimensional medium with finite ele-
ment method. A mathematical model for the implementation of the technology of axisymmet-
ric part of the circular transmission loop electromagnetic field allocation in horizontally lay-
ered medium is given. For solving finite element SLAE of the three-dimensional problem lo-
cally optimal scheme with diagonal preconditioning are used. To reduce the time of solving of 
the SLAE of a three-dimensional problem different initial approximations computed as a re-
sult of minimization of residual functional on each time layer is used. Four methods of obtain-
ing of the initial approximation with inclusion of solutions from previous time layers into the 
functional are considered in the work. Computational cost and solution accuracy with different 
initial approximations were compared. 

Keywords: finite element approximation, finite element method, TEM process, finite element 
modeling, field allocation technology, time-dependent electromagnetic field, iterative methods 

for SLAE, minimization of residual functional, heterogeneous medium, horizontally layered 

medium, approximation implicit time-stepping schemes 
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