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Из самых разных областей науки и техники можно привести много примеров физиче-
ских процессов, которые по своей природе являются случайными процессами, напри-

мер: суточные колебания температуры, давления, влажности, осадков, потребления 

электроэнергии и другие процессы. На режим работы любых технических устройств в 
той или иной степени всегда оказывают влияние случайные факторы. Рост народонасе-

ления, развитие биологических популяций, хозяйственная деятельность человека также 

представляют собой случайный процесс. Поэтому существует необходимость формиро-
вания математических моделей таких физических процессов и явлений. Отметим, что 

математическую модель можно представить либо в параметрическом виде, либо в непа-

раметрическом виде. В дальнейшем построенная математическая модель может исполь-
зоваться при формировании алгоритмов фильтрации физических процессов от случай-

ных помех, для прогнозирования будущих значений и прочее. Присутствие шума в 

наблюдениях предполагает разработку специальных методов идентификации динами-
ческих объектов, поскольку использование традиционных методов идентификации, в 

котором случайные факторы не учитываются, дает только приближенное описание 

процесса и может привести к ошибочным результатам. Для определения основных 

свойств и анализа параметров случайных процессов используют или методы определе-

ния статистических характеристик по одной реализации, или методы определения об-
щих характеристик процесса по совокупности реализаций. Имея реализацию случайно-

го процесса на определенном участке времени, нельзя однозначно предсказать ее по-

следующее поведение, так как она зависит от многих случайных параметров, которые 
оказывают существенное влияние на процесс в будущем.   
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ВВЕДЕНИЕ 

Имеется много работ, в которых обсуждаются случайные процессы раз-

личных видов [1–27]. Основным требованием при анализе любых процессов 

является требование максимального объема информации, при этом желатель-

но использовать минимальное количество данных. Используя соответствую-

щую схему выбора данных, можно уменьшить количество измерений, необ-

ходимых для того, чтобы определить параметры процесса с подходящей сте-

пенью точности. Если известны среднее значение интервала времени между 

двумя реализациями, функция распределения этих интервалов, длина каждой 

реализации, то это позволяет прогнозировать вероятности появления событий 

и определять минимальное число реализаций. Данная статья является логиче-

ским продолжением работы [24].  

1. МАРТИНГАЛЫ 

Мартингалом называют семейство случайных величин ( )t , где t T ,  

Т – множество действительных чисел, обладающих некоторым «безразличием 

к прошлому». Это «безразличие» состоит в том, что условные математические 

ожидания приращений 2 1( ) ( )t t   ( 1 2t t ) при заданных значениях ( )s , 

s t , независимо от этих значений равны нулю. Если предположить, что эти 

условные математические ожидания неотрицательны или неположительны, 

то ( )t  называют субмартингалом или супермартингалом соответственно 

[1, 2, 4, 7]. В качестве примера мартингала можно привести симметричное 

случайное блуждание по целочисленным точкам прямой. Мартингал можно 

также интерпретировать как суммарный выигрыш одного из игроков в орлян-

ку, если ставка в каждой партии назначается в зависимости от результатов 

предыдущих партий, при этом 0 = const интерпретируется как начальная 

плата за участие в игре. Термин мартингал был введен Ж. Виллем. Француз-

ское слово martingal означает часть конской упряжи (ремень), не позволяю-

щую лошади вздергивать голову, этот термин также означает удвоение ставки 

при проигрыше. Если ( )t  –  мартингал, то случайный процесс ( ) ( )t t    

будет полумартингалом.  

Мартингалы принято рассматривать как модели тех или иных игр. 

Например, пусть ( )x t  описывает состояние капитала игрока в момент време-

ни  t,  тогда, согласно определению мартингала, средняя величина его капита-

ла в момент времени 1nt   равна na  (при условии, что в момент времени nt  он 

располагал капиталом na ) независимо от того, каков был его капитал в пред-
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шествующие моменты времени. Процесс 1n nX Z Z    при n =1, 2, … 

является мартингалом с дискретным временем, если случайные величины 

iZ  являются независимыми величинами с нулевыми средними значениями. 

Если процесс { , 0 }tX t    имеет независимые приращения, средние значе-

ния которых равны нулю, то { }tX  является мартингалом с непрерывным 

временем.    

2. ЦЕПЬ МАРКОВА 

Потоком событий принято называть последовательность однородных 

событий, появляющихся одно за другим в случайные моменты времени. По-

ток событий называется ординарным, если вероятность попадания на задан-

ный интервал времени двух и более событий пренебрежимо мала по сравне-

нию с вероятностью попадания одного события. Ординарный поток событий 

можно интерпретировать как случайный процесс ( )X t  – число событий, по-

явившихся до момента времени t .  

Поток событий называется потоком без последействия, если число со-

бытий, попадающих на любой интервал времени  , не зависит от того, сколь-

ко событий попало на любой другой не пересекающийся с ним интервал вре-

мени [1–11]. Поток событий называется простейшим потоком, если он ста-

ционарен, ординарен и не имеет последействия. Ординарный поток событий 

без последействия называется пуассоновским потоком. Интенсивностью 

потока событий   называется среднее число событий, приходящееся на 

единицу времени. Для стационарного потока  = const, а для нестационарного 

потока интенсивность в общем случае зависит от времени: ( )t   . 

Ординарный поток событий называется потоком Пальма (или потоком с 

ограниченным последействием), если интервалы времени между последова-

тельными состояниями системы представляют собой независимые, одинаково 

распределенные случайные величины. Поток Пальма всегда является стацио-

нарным потоком. Простейший поток является частным случаем потока Паль-

ма. Потоком Эрланга  k-го порядка называется поток событий, получаю-

щийся «прореживанием» простейшего потока, когда сохраняется каждое k-е 

состояние в потоке, а все промежуточные состояния отбрасываются.  

Цепь Маркова представляет собой марковский процесс с дискретными 

состояниями и дискретным временем. Другими словами, марковская цепь 

представляет собой разновидность марковского процесса, в котором будущее 

зависит от прошлого только через настоящее. Цепь, в которой условные веро-
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ятности состояний в будущем зависят только от состояний на последнем шаге 

и не зависят от предыдущих состояний, называют также простой цепью 

Маркова. В том случае, если будущее состояние зависит от состояний систе-

мы не только в настоящем времени, но и от ее состояний на нескольких 

предыдущих шагах, то такую цепь называют сложной цепью Маркова. Мар-

ковский случайный процесс с дискретными состояниями и непрерывным вре-

менем иногда называют непрерывной цепью Маркова.  

3. СТОХАСТИЧЕСКИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

Для описания случайных процессов в непрерывном времени используют-

ся стохастические дифференциальные уравнения, например: 

 ( ) / ( , ) ( , ) ( )dx t dt F x t G x t t   ,  (1) 

где ( )t  – нормальный белый шум с автокорреляционной функцией ( )    

[1, 6, 11]. Процесс ( )x t  в уравнении (1) является марковским процессом.  

Если рассмотреть частный случай уравнения (1), когда ( ,  )F x t  = 0 и  

G  = const, то уравнение (1) преобразуется в следующее уравнение: 

 ( ) / ( )dx t dt t  ,  (2) 

решение которого можно записать в виде 

0

0( ) ( ) ( )
t

t

x t x t t dt    . 

Процесс, определенный уравнением (2), является винеровским процессом.  

Если динамический объект можно описать с помощью уравнения (1), ко-

гда G  = const, то имеем 

( ) / ( ( )) ( )dx t dt F x t t  . 

В этом случае при фиксированном начальном условии ( )x t  стохастиче-

ское дифференциальное уравнение определяет ансамбль возможных траекто-

рий системы. Для численного интегрирования стохастических дифференци-

альных уравнений можно использовать метод Эйлера с малым шагом инте-

грирования. Стохастические дифференциальные уравнения можно рассматри-

вать как результат предельного перехода в стохастических разностных урав-

нениях.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной статье сделан краткий обзор некоторых типов случайных про-

цессов. Важная роль случайных процессов объясняется тем, что реальные 

процессы, изучаемые с помощью вероятностных методов, связаны с чередо-

ванием тех или иных случайных событий. В рамках математических моделей 

для типичных случайных явлений можно разрабатывать методы решения са-

мых сложных задач науки и техники.  
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It is possible to give many examples of physical processes which are stochastic processes by 

the nature from the most different areas of science and equipment. For example, the daily fluc-

tuations of the temperature, the pressure, the humidity, the rainfall, the electricity consumption 
and other processes. The random factors always have impact on an operating mode of any 

technical devices in a varying degree. The growth of the population, the development of the 

biological populations, the economic activity of the people also represent the stochastic pro-
cess. Therefore there is a need of the mathematical models formation such physical processes 

and the phenomena. We will note that the mathematical model can be presented in the para-

metrical form or in the nonparametric form. Further the constructed mathematical model can 
be used for the filtration algorithms formation of the physical processes with the stochastic 

hindrances, for the future values forecasting and many other purposes. Presence of noise in the 

observations assumes the special methods development for the dynamic objects identification 
because the traditional methods use for the identification in which random factors aren't con-

sidered, gives the process approximate description only and can lead to wrong results. For the 

main properties determination and the stochastic processes parameters analysis use the statis-
tical characteristics definition methods on one realization or the process general characteristics 

definition methods on set of realization. Having the stochastic process realization on the cer-

tain time period it is impossible to predict unambiguously her subsequent behavior as it de-
pends on many stochastic parameters which have the essential impact on the process in the fu-

ture. 

Keywords: stochastic process, martingale, events stream, intensity of the events stream, Mar-
kov simple chain, Markov continuous chain 
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