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Развитие современных методов анализа и синтеза предполагает повышенный интерес к 

совершенствованию моделей электромеханических систем, в том числе ударного действия, 
наиболее полно отражающих взаимные связи параметров электрической, магнитной и ме-
ханической подсистем при возбуждении периодических ударных нагрузок и взаимодей-
ствии с деформируемой средой. В качестве объекта исследований рассматривается класси-
ческий вариант электромагнитного ударного привода, включающего в себя многомассовую 
колебательную систему с упругими связями и возбуждаемую периодическим магнитным 
полем катушки, получающей питание от однофазного источника напряжения промышлен-
ной частоты по однополупериодной схеме выпрямления. Разработана математическая мо-
дель динамики четырехмассовой колебательной системы электромагнитного ударного уз-
ла, учитывающая возможности в проведении всестороннего анализа электромеханических 
процессов. Основу математической модели составляют дифференциальные уравнения, 
описывающие электрическое равновесие нелинейной системы электропривода и механиче-
ское взаимодействие поступательно движущихся инерционных масс, полученные методом 
Лагранжа, а также массивы значений опорных точек потокосцепления и электромагнитно-
го усилия, полученные с помощью расчета магнитного поля. Особенностью модели явля-
ется возможность учета взаимосвязанных электромеханических процессов в переходных и 
квазиустановившихся режимах, учитывающих нелинейность магнитных характеристик 
двигателя, степень подвижности инерционных масс, свойства упругих связей, внешние 
воздействия, сопровождаемых различного рода потерями энергии в магнитной и механиче-
ской системе электромагнитного ударного узла. Полученные результаты расширяют воз-
можности динамического расчета, а также решение вопросов, связанных с анализом и син-
тезом электромагнитного ударного узла. 

 

Ключевые слова: электромагнитный ударный узел, электромагнитный двигатель, мате-
матическая модель, механическая колебательная система, упругие связи, метод Лагранжа, 
потери энергии, силы трения скольжения. 

 

DOI: 10.17212/1727-2769-2016-2-94-107 

Введение 

В различных областях техники широкое применение находят механизмы и 
устройства виброударного действия, использующие в качестве привода электро-
магнитный двигатель колебательного движения [1–5].  

Ударный и виброударный режимы работы обеспечиваются в результате воз-
вратно-поступательного движения ударной массы (бойка), периодически взаимо-
действующей с магнитным полем намагничивающей катушки и рабочим инстру-
ментом. 

Тенденция преимущественного применения вариантов схем механизмов и ма-
шин с электромагнитным виброударным приводом подробно рассмотрена в рабо-
тах [6, 7]. 

Отсутствие промежуточных механизмов для преобразования электрической 
энергии в поступательное движение ударной массы является одним из главных 
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достоинств электромагнитных ударных узлов. Однако даже в самой своей  
простейшей конфигурации электромагнитный ударный узел представляет собой 
сравнительно сложную динамическую систему с несколькими степенями по-
движности исполнительных механизмов, связанных упругими связями. 

Механическая колебательная система имеет в своем составе традиционные 
массоинерционные, упругие и диссипативные звенья, в разной степени по време-
ни взаимодействующие или только частично вступающие в контакт между собой 
в процессе движения, что определенным образом связано с процессами рассеяния 
(поглощения) энергии как за счет собственных демпфирующих свойств упругих 
связей и сил сухого трения, так и за счет изменения физических свойств кон-
струкционных материалов в процессе соударений.  

Методы расчета механизмов и устройств с электромагнитным приводом до-
вольно широко известны и вместе с тем продолжают совершенствоваться [8–12].  

В особенности сложности возникают при расчетах нестационарных режимов, 
зависящих от скорости и частоты, свойств упругих связей механической системы, 
нагрева и т. д. [13–17]. 

Как правило, проведение расчета при оперировании большим числом взаимо-
связанных факторов сопровождается значительными трудностями, связанными с 
необходимостью построения математической модели, наиболее точно отражаю-
щей динамическое состояние электромеханической системы ударного узла.  
Следует также понимать, что упрощение связей существенно ограничивает воз-
можности динамического расчета, а полученные результаты могут отличаться от 
процессов в реальных технических системах, что затрудняет их дальнейшее ис-
пользование даже в рамках качественного анализа. 

В этой связи разработка математической модели динамики электромагнитного 
ударного узла, наиболее объективно отражающей взаимосвязи параметров элек-
тромеханической системы для изучения закономерностей движения ударной мас-
сы и эффективности процесса энергопреобразования при передаче энергии уда-
ром, а также влияния внешних воздействий, связанных с условиями работы, 
такими как изменение параметров питающего источника, изменение скорости 
восстановления и величины отскока ударной массы бойка, усилия нажатия и т. д., 
следует считать решением актуальной задачи.  

Целью настоящей работы является разработка математической модели четы-
рехмассовой колебательной системы электромагнитного ударного узла, учитыва-
ющей возможности проведения всестороннего анализа электромеханических про-
цессов с учетом внешних воздействий, свойств упругих связей и сил сухого 
трения. 

1. Электромагнитный ударный узел с упругими связями 

Конструктивная схема электромагнитного ударного узла приведена на рис. 1. 
Возвратно-поступательное движение ударной массы бойка 1 возникает в результате 
его взаимодействия с магнитным полем катушки 2. Под действием электромагнит-
ных сил боек 1 разгоняется и наносит удар по рабочему инструменту 3, генерируя в 
нем за короткий промежуток времени силовой ударный импульс. Обратный ход 
бойка осуществляется за счет потенциальной энергии сжатой пружины 5 и частич-
но за счет кинетической энергии при отскоке бойка 1 от рабочего инструмента 3. 
Расположенные на одной оси цилиндрический боек 1, магнитопровод 4 и разме-
щенная внутри магнитопровода катушка 2 определяют конфигурацию геометрии 
магнитной цепи электромагнитного двигателя. 
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Для гашения имеющих место вибраций меж-
ду корпусом 6 и ударным узлом применяется 
виброизолирующее устройство в виде одной или 
нескольких цилиндрических пружин 7 заданной 
жесткости. Усилие нажатия нF  обеспечивает 

устойчивую связь ударного узла с рабочим ин-
струментом при возбуждении периодических 
ударных нагрузок и взаимодействии с деформи-
руемой средой. 

Следует указать, что движение ударной мас-
сы бойка и рабочего инструмента в направляю-
щих, а также имеющая место вибрация ударного 
узла относительно корпуса вызывают дополни-
тельные потери энергии вследствие возникаю-
щих сил трения, препятствующих их движению.  

Катушка получает питание от однофазного 
источника напряжения промышленной частоты 
по однополупериодной схеме выпрямления. 

Полный рабочий цикл ударного узла осу-
ществляется за время одного периода напряже-
ния, что при частоте 50Гцf   обеспечивает 

синхронную частоту ударов бойка удn  и дли-

тельность времени рабочего цикла цt : 

уд
60

3000 уд мин
2

f
n

р
  ;  ц

2
0,02 с

р
t

f
  , 

где 2 1р   – число периодов напряжения в течение времени рабочего цикла. 

2. Методы решения 

Механическая и магнитная подсистемы электромагнитного ударного узла свя-
заны зависимостью электромагнитного усилия эм 1( , )f f i x  от величины проте-

кающего тока i  в катушке и координаты положения ударной массы бойка 1x , а 

связь магнитной и электрической подсистемы – зависимостью величины потоко-
сцепления 1ψ ( , )f i x  и в общем случае описывается уравнением электрического 

равновесия системы 

 1ψ( , )
( )

d i x
u t i r

dt
  ,  (1) 

где ( )u t  – напряжение на обмотке катушки; r  – активное сопротивление обмотки 

катушки. 
Рассматривая движение взаимодействующих инерционных масс относительно 

выбранной системы координат, можно видеть, что система имеет четыре степени 
свободы. С учетом установленных связей системы и действующих в системе 
обобщенных сил, соответствующим потенциальной энергии, энергии рассеяния и 
внешним воздействиям, на рис. 2 рассмотрена расчетная динамическая модель 
электромеханической ударной системы (рис. 1). 

Рис. 1 – Конструктивная схема 
электромагнитного ударного узла

Fig. 1 – The design concept of the 
electromagnetic impact unit 
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В качестве обобщенных координат 
принимаем линейные перемещения 
центра масс: перемещение бойка 1х  

массой 1m ; перемещение рабочего ин-

струмента 2x  массой 2m ; перемещение 

электромагнитного двигателя 3x  массой 

3m  и перемещение сборного корпуса 

4x  массой 4m . 

Принимая положение устойчивого 
равновесия за начало отсчета обобщен-
ной координаты и за нулевой уровень 
потенциальной энергии, рассмотрим 
малые колебания динамической систе-
мы относительно положения ее стати-
ческого равновесия. Колебания системы 
в пространстве будут описываться зави-
симостью обобщенных координат 1х , 

2x , 3x  и 4x  от времени, отсчитывае-

мых от положения равновесия. 
Уравнения движения механической системы получим на основании уравнений 

Лагранжа второго рода [18]. 

 
П Ф

i
i i i i

d T T
Q

dt x x x x

    
          

,  1, 2,..,i N ,  (2)  

где T  – кинетическая энергия системы; П  – потенциальная энергия системы;  
Ф  – диссипативная функция системы (функция Рэлея); iQ  – обобщенная сила 
внешних воздействий системы, соответствующая i-й обобщенной координате;  

ix  – обобщенные координаты; ix  – обобщенные скорости; N  – число степеней 
свободы механической системы. 

Рассматривая движения масс 1m , 2m , 3m  и 4m  относительно обобщенных ко-
ординат, последовательно определим величины, входящие в (2): 

 кинетическая энергия механической системы для поступательно движущих-
ся масс 

 
22 2 2

3 31 1 2 2 4 4

2 2 2 2

m xm x m x m x
T    

  
; (3) 

 потенциальная энергия упругих связей механической системы 

 
2 2 22

1 1 3 3 3 2 0 4 32 2( ) ( ) ( )
П

2 2 2 2

k x x k x x k x xk x  
    , (4) 

где 1 2 3 0, , , ,k k k k  – коэффициенты жесткости упругих связей; 

 диссипативная функция (функция Рэлея) 

 
2 2 22

1 1 3 3 3 2 0 4 32 2( ) ( ) ( )
Ф

2 2 2 2

b x x b x x b x xb x  
   

     
, (5) 

где 1 2 3 0, , , ,b b b b  – коэффициенты вязкого трения упругих связей; 

 

Рис. 2 – Расчетная динамическая модель мно-
гомассовой электромеханической системы 

Fig. 2 – Calculated dynamic model multimass 
electromechanical system 
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 обобщенные силы внешних воздействий и сил трения 

1 13эм 1 тр 1( , ) signxQ f i x f x   ;  
2 23тр 2signxQ f x   ; 

 3 13 23 34тр тр тр 3 эм 1sign ( , )xQ f f f x f i x    ;  
4 34тр 4 нsignxQ f x F   , 

где эм 1( , )f i x  – вынуждающая электромагнитная сила; 
13 23 34тр тр тр, ,f f f  – силы 

сухого трения скольжения; нF  – постоянная величина усилия нажатия. 

Выполнив согласно (2) операции дифференцирования по выбранным обоб-
щенным координатам, скоростям и времени выражений кинетической (3), потен-
циальной (4) энергий и функции Рэлея (5), а также учитывая выражения для 
обобщенных сил, сил трения скольжения и уравнения электрического равновесия 
(1), получим систему уравнений динамического состояния электромеханической 
системы (рис. 2) без учета ударного взаимодействия: 

 

13

23

1

2
31 1 1

1 1 1 1 3 эм 1 тр2

2
32 2 2 2

2 2 3 2 2 3 3 2 тр2

2
3 3 31 2

3 1 32

ψ( , )
( ) ;

( ) ( , ) sign ;

( ) sign ;

d i x
u t i r

dt

dxdx dx dx
m b k x x f i x f

dt dt dtdt

dxdx dx dx dx
m b b k x k x x f

dt dt dt dtdt

dx dx dxdx dx
m b b

dt dt dt dtdt

 

       
 

         
 

        
  

 

 13 23 34

34

34
0 1 1 3

3
3 3 2 0 4 3 эм 1 тр тр тр

2
34 4 4

4 0 0 4 3 тр н2

+ ( ) ( ) ( , ) sign ;

( ) sign .

dxdx
b k x x

dt dt

dx
k x x k x x = f i x f f f

dt

dxdx dx dx
m b k x x = f F

dt dt dtdt












         

  

       

           

   (6) 

Отметим, что под действием внешней периодической силы эм 1( , )f i x  в меха-

нической системе возникают сложные колебания, являющиеся результатом нало-
жения вынужденных и свободных колебаний системы. На участке рабочего хода 
движение бойка осуществляется в магнитном поле катушки за время рt , равное 

длительности протекания тока ( )i t  в цепи. 

 
ц ц p

ц p ц

( ),  при  ,
( )

0,  при  ( 1) , 1, 2...,  

i t n t t n t t
i t

n t t t n t n

   
    

 (7) 

где n  – число полных циклов; цt  – длительность времени рабочего цикла; рt  – дли-

тельность времени рабочего хода, равная по времени протекающему в цепи току. 
Движение бойка осуществляется в квазиустановившемся режиме работы, а 

наличие ограничителей движения ударной массы не позволяет бойку выходить за 
установленные пределы 0 00 δх h   : 
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0 0 ц p

1
ц

δ max,  при  ,
( )

0,     при   , 1, 2... 

h t n t t
x t

t n t n

    
 

 (8) 

где 0h  – величина выхода рабочего инструмента (нижний ограничитель); 0δ  – 

начальный рабочий воздушный зазор (верхний ограничитель). 
Это означает, что на участке рабочего хода боек проходит свой путь 

1 0 0δх h   за время рt , равное времени протекания тока в цепи. При этом вели-

чина рабочего воздушного зазора 0 1δ( ) δ ( )t х t  . 

Необходимо также учесть, что при частично упругом ударе не вся кинетиче-
ская энергия бойка переходит рабочему инструменту. Часть этой энергии возвра-
щается обратно в колебательную систему в период холостого хода бойка и ча-
стично расходуется на деформацию и нагревание тел при ударе и зависит от 
свойств среды, параметров ударной системы и параметров импульса сил, воздей-
ствующих на среду [19]. 

При составлении модели предполагалось, что сопротивление среды, оказывае-
мое перемещению инструмента, зависит от жесткости и демпфирующих свойств 
введенных упругих связей, а эффективность передачи энергии в эту среду зависит 
только от параметров элементов ударной системы. Разделяя процесс прямого цен-
трального удара двух тел на две стадии, можно получить скорости центра масс 
бойка и рабочего инструмента после частично упругого удара [18]: 

 
1 в 1

2 в 2
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( ),

v v k v v

v v k v v

  


  
 (9) 

где 1v , 2v  – скорости центра масс бойка и рабочего инструмента до удара; 1v ,  

2v  – скорости центра масс бойка и рабочего инструмента по окончании удара;  

v  – скорость центра масс абсолютно неупругого удара; вk  – коэффициент вос-

становления скорости. 
Скорость центра масс в абсолютно неупругом ударе  

 1 1 2 2

1 2

m v m v
v

m m





. (10) 

Полагая, что в колебательной системе на момент удара скорость рабочего ин-
струмента 2 0v  , то скорость центра масс тел после окончания удара, принимая 

во внимание (9) и (10),  

 

2 1
1 1 в
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,
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 (11) 

Направление движения бойка при ударе изменяется на противоположное: 

1 0v  . Коэффициент отскока бойка, зависящий от параметров ударной системы, 

учитывая знак скорости, 



Л.А. Нейман, В.Ю. Нейман 100 

 1 2 1
от в

1 1 2 2  

v m m
k k

v m m m

 
     

. (12) 

Влияние параметров ударной системы с потерями кинетической энергии на 
деформацию в виде зависимости  от 1 2 в,k f m m k  рассмотрено на диаграмме, 

приведенной на рис. 3, отражающей отно-
сительную величину скорости бойка после 
удара (скорости отскока) по отношению к 
скорости бойка перед ударом. 

Кинетическая энергия, возвращаемая в 
механическую систему при отскоке бойка, 

22 2
1 1 1 1 2 1
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1 2 22 2
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. 

Полезная работа, совершаемая электро-
магнитным двигателем, имеет импульсный 
характер и может быть оценена как кинети-
ческая энергия бойка, переходящая рабоче-
му инструменту при ударе, 
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Потери кинетической энергии при ударе 
составят  
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где 
2

1 1

2

m v
T   – кинетическая энергия бойка 

перед ударом. 
 
Коэффициент эффективности передачи 

энергии удара при учете потерь кинетиче-
ской энергии на деформацию тел 

2
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. 

Зависимость  эф 1 2 в,k f m m k , от-

ражающая относительную величину энер-
гии, переданной в деформируемую среду по 
отношению к полной кинетической энергии 
бойка за время рабочего цикла, приведена 
на диаграмме рис. 4. 

Окончательный процесс движения элек-
тромеханической системы следует рассмат-

 

Рис. 3 – Зависимость коэффициента 
отскока  от 1 2 в,k f m m k  

Fig. 3 – The dependence of the coefficient 
of rebound  1 2 ,reb resk f m m k  

 

Рис. 4 – Зависимость коэффициента 
эффективности  эф 1 2 в,k f m m k  

Fig. 4 – Dependence of the efficiency 
factor  1 2 ,ef resk f m m k  
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ривать как результат наложения вынужденных, свободных колебаний и периоди-
ческих ударных импульсов сил, обусловленных потерями энергии.  

Принимая последнее во внимание, выражения (7), (8), (11), (12) совместно с 
уравнениями (6) позволяют реализовать математическую модель динамического 
состояния многомассовой электромеханической системы с электромагнитным 
возбуждением (см. рис. 1) в виде следующей системы дифференциальных урав-
нений: 
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Полученная система дифференциальных уравнений (13) динамического  
состояния электромагнитного ударного узла (см. рис. 1) позволяет производить 
всесторонний анализ периодических электромеханических процессов при учете 
нелинейности цепи двигателя, влияния параметров механической колебательной 
системы и внешних воздействий, сопровождаемых различного рода потерями 
энергии. 

Для реализации математической модели динамики электромагнитного ударно-
го узла можно воспользоваться одним из подходов, рассмотренных в [15, 20]. 

На первом этапе расчета с помощью решения полевой задачи определяются 
значения потокосцепления 1ψ( , )i x  и электромагнитного усилия эм 1( , )f i x  в зави-

симости от тока i  и обобщенной координаты 1x  положения бойка в установлен-
ных пределах (5), (6), которые затем представляются в виде массива опорных то-
чек статических параметров [21]. 

На втором этапе полученные массивы значений статических параметров 

1ψ( , )i x  и эм 1( , )f i x  используются при расчете динамики электромагнитного 

ударного узла. 
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Для решения полевой задачи можно рекомендовать стандартные программы ко-
нечноэлементного моделирования магнитного поля, такие как FEMM, ELCUT или 
ANSYS [22–24]. Для решения динамической части задачи целесообразно восполь-
зоваться аппаратом структурного моделирования в среде Matlab Simulink [25]. 

Заключение 

Разработана математическая модель динамики четырехмассовой колебатель-
ной системы электромагнитного ударного узла, наиболее полно отражающая вза-
имосвязи параметров электрической, магнитной и механической подсистем при 
возбуждении периодических ударных нагрузок и взаимодействии с деформируе-
мой средой. 

Несмотря на отсутствие промежуточных механизмов и кажущуюся простоту 
решения в вопросе преобразования электрической энергии в кинетическую энер-
гию поступательно движущейся массы бойка, показано, что с точки зрения опи-
сания электромеханических процессов электромагнитный ударный узел даже в 
самом простейшем варианте представляет собой сравнительно сложную и много-
факторную динамическую систему с большим набором связанных переменных.  

Особенностью модели является возможность учета совокупности взаимосвя-
занных электромеханических процессов в переходных и квазиустановившихся 
режимах, учитывающих нелинейность магнитных характеристик двигателя, сте-
пень подвижности инерционных масс, свойства упругих связей, внешние воздей-
ствия, определяемые условиями работы и сопровождаемые различного рода поте-
рями энергии, что, следовательно, позволяет более точно определять основные 
характеристики системы, варьируя значительным набором входных параметров и 
производить исследования рабочих режимов с большим без ограничения набором 
выходных переменных или их расчетных интегральных показателей: энергии уда-
ра, КПД, действующего значения тока, мощности и т. д. 

Полученные результаты являются хорошим основанием в проведении даль-
нейших исследований, которые при реализации математической модели сред-
ствами структурного моделирования в среде Matlab Simulink позволяют обеспе-
чить более широкие возможности динамического расчета и, следовательно, 
качественного решения вопросов, связанных с анализом и синтезом электромаг-
нитного ударного узла. 
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A DYNAMIC MATHEMATICAL MODEL  
OF THE ELECTROMAGNETIC IMPACT UNIT WITH  

SPRING LINKAGES 

Neyman L.A., Neyman V.Yu. 
Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

 
Mechanisms and devices with electromagnetic impact actuators are widely applied in indus-

try in many technological and manufacturing processes. The development of modern analysis and 
synthesis methods opens great possibilities of improving electromagnetic impact systems. The 
research subject is relevant as dynamic design capabilities extend when a complex problem of the 
analysis and synthesis of an electromechanical oscillatory system with an electromagnetic impact 
actuator is solved. The research is focused on a single-inductor version of the electromagnetic 
impact unit containing a mechanical oscillatory system with spring linkages. Based on the re-
search results a dynamic mathematical model of the multi-mass oscillatory system of the electro-
magnetic impact unit with spring linkages has been developed. This model makes it possible to 
design electromechanical processes in stationary and transient modes. The model is based on 
differential equations of the electric balance of an electric drive non-linear system and a mechani-
cal interaction of reciprocating inertia masses. These differential equations are obtained by the 
Lagrange method. The model is characterized by the capability of considering interrelated elec-
tromechanical processes with respect to motor magnetic characteristics of non-linearity, an iner-
tial mass mobility degree, spring linkage properties, external actions and power loss in the mag-
netic and mechanical system of the electromagnetic impact unit. The obtained results extend the 
capabilities of dynamic design and help to solve problems associated with the analysis and syn-
thesis of the electromagnetic impact unit. 

 

Keywords: electromagnetic impact node; electromagnetic motor; mathematical model; me-
chanical oscillatory system; spring linkages; Lagrange method; power loss; sliding friction force. 
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