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Предложен адаптивный асимптотически робастный инвариантный (ААРИ) алгоритм 

демодуляции сигналов с неизвестным энергетическим параметром в аддитивном шуме с 
неизвестным распределением. Алгоритм основан на использовании расширенной модели 
приближенно-финитных распределений (q-точечной модели). Адаптация достигается пу-
тем оценки неизвестных параметров q-точечной модели и последующей оптимизации ал-
горитма. В работе показано, что в случае распределений шума с тяжелыми хвостами 
ААРИ-алгоритм, основанный на расширенной q-точечной модели, обеспечивает значи-
тельный выигрыш в пороговом отношении сигнал/шум по сравнению с классическим алго-
ритмом, основанным на использовании согласованного коррелятора. В случае гауссовского 
шума и больших объемов выборки ААРИ-алгоритм практически не уступает классическо-
му алгоритму. 
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Введение 

В большинстве практических задач связи распределения шума известны лишь 
частично. Например, может быть известно, что многомерная функция распреде-
ления вероятности отсчетов шума является приближенно гауссовской, но ковари-
ационная функция может быть неизвестна, или могут возникнуть другие препят-
ствия, такие как искажение наблюдаемого сигнала импульсным шумом неизвест-
ной мощности. В работах [1] и [2] показано, что импульсная модель шума являет-
ся достаточно точным описанием для многих каналов связи. Импульсный шум 
характеризуется распределениями с тяжелыми хвостами и может быть описан с 
помощью ряда статистических моделей. Однако, если при построении демодуля-
тора принимается фиксированное распределение шума, то при отклонении его 
реального распределения от принятой модели эффективность алгоритма может 
значительно снизиться. 

Для преодоления этой проблемы многими авторами предложены различные 
робастные параметрические и непараметрические подходы (см., например, обзор 
в [3]). Для улучшения качества статистических процедур были разработаны под-
ходы, основанные на использовании свойств широкополосных сигналов. Совре-
менные телекоммуникационные системы используют, как правило, сигналы с 
большой базой fT  ( f  – полоса частот, занимаемая системой, T  – длитель-
ность сигнала), поэтому многие авторы применяют асимптотический подход, ис-
пользуют оценку плотности распределения вероятностей (ПРВ) и адаптивные 
методы (например, [4–9]). В работах [9] и [10] предложен робастный детектор, в 
котором каждый чип проходит через робастную нелинейность, прежде чем попа-
дает на коррелятор, после которого следует решающее устройство. Нелинейный 
процессор применяется для борьбы с импульсным шумом. Характеристики такого 
детектора в значительной степени зависят от параметра ограничения, выбор кото-
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рого становится затруднительным в случае изменчивости шума [11]. В работах 
[12] и [13] предложены расширенная модель -загрязненных распределений, q-
точечная модель и модель с конечной дисперсией, которые являются моделями 
смешанного типа: параметрическая модель для параметров масштаба и сдвига 
ПРВ и непараметрическая – для формы ПРВ. Там же предложены алгоритмы де-
модуляции сигналов, синтезированные на основе совместного использования 
асимптотического подхода, принципов инвариантности и минимакса. С помощью 
q-точечной модели был получен асимптотически робастный инвариантный (АРИ) 
алгоритм, обладающий устойчивостью характеристик к изменению вида функции 
распределения шума. В работе [14] предложена процедура адаптации АРИ-
алгоритма по обучающей выборке к фактическому распределению шума. 

В данной работе предлагается модификация АРИ-алгоритма, предложенного  
в [13], для демодуляции сигналов с прямым расширением спектра. Адаптация 
достигается за счет оценки неизвестных параметров q-точечной модели по той же 
выборке, по которой демодулируется сигнал, и последующей оптимизации алго-
ритма. Приводится сравнительный анализ эффективности предложенного алго-
ритма с широко используемым классическим алгоритмом на основе согласован-
ного коррелятора, оптимальным для приема сигналов на фоне гауссовского шума. 
Показано, что в случае, когда шум характеризуется распределением с тяжелыми 
хвостами, предложенный алгоритм обеспечивает значительный (до 10–12 дБ) вы-
игрыш в пороговом отношении сигнал/шум и почти не уступает алгоритму на 
основе согласованного коррелятора в случае гауссовского шума при больших 
значениях базы сигнала. 

1. Математические модели сигнально-помеховой обстановки 

Как и в работе [13], рассматривается когерентная демодуляция цифрового сиг-
нала в канале с аддитивным шумом с априорно неизвестным маргинальным рас-
пределением. Модуляция осуществляется с помощью соответствующих сигналов 

из созвездия   T( ) ( ) ( )
1 , , , 1, ,

k k k
nn nS S S k M  


  �, верхний индекс T обозна-

чает операцию транспонирования,  T( ) ( )
1 , ,k k

nS S  – вектор отсчетов комплекс-

ной огибающей k-го сигнала созвездия. Наблюдаемые данные представляют со-

бой n-мерный вектор T
1( ,..., )n nx x x


, составленный из отсчетов комплексной 

огибающей наблюдаемого процесса, который в случае передачи k-го сигнала мо-
жет быть представлен в следующем виде: 

 ( ) ( )+ ,  ,k k
n n n n nx S S

n


  

      

где T
1= ( ,..., )  n n  


– вектор отсчетов комплексной огибающей шума; (0, )   – 

параметр масштаба сигнала. Для того чтобы энергия сигнала не стремилась к бес-
конечности с ростом размера наблюдаемой выборки, принята следующая норми-
ровка: 

( )
1/ 1 1, , , 1, 2,

k
nn S k M n    


   

Квадратурные составляющие  T1Re = Re , ..., Ren n  


 и Im =n


 

 T1= Im , ..., Im n   вектора отсчетов шума n


 полагаются статистически незави-
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симыми с одинаковыми неизвестными маргинальными ПРВ  ip t , 1, ,i n  . 

Распределение выборки nx


 в отсутствие сигнала принадлежит семейству распре-

делений 

 0, 2
1

Re Im1
( ) ,  (0, ),  ,

n
i i

n n n
i

x x
w x w w w



                    
P W


 (1) 

а при наличии k-го сигнала – семейству распределений 

( )
, , ,

k
nk n n nw x S

       
 

P


 

  ( )
0,, , (0, ) , 1, ,

k
nn n n n nw x S w x k M

n

          
  

P
   . (2) 

Параметры   и   приняты априорно неопределенными, для них устанавливается 
лишь множество ожидаемых значений без определения на нем какого-либо апри-
орного распределения, W  – класс распределений с нулевым математическим 
ожиданием. 

Для представления априорной неопределенности распределения шума исполь-
зуется q-точечная модель, в которой в качестве класса распределений W  принят 
класс 

    
1

1

: ,  q w w t dt q I w


      
  

W , (3) 

где  I w  – информация Фишера о сдвиге,  

          2
w wI w t w t dt t w t dt

 

 

     ,  

( ) ln ( )w
d

t w t
dt

    – логарифмическая производная ПРВ  w t ; (0,1]q  – пара-

метр модели. 
Для данной модели найдено распределение с минимальной информацией Фи-

шера о сдвиге (наименее благоприятное распределение), которое играет важную 
роль при синтезе асимптотически робастных алгоритмов [4].  

  
 
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2
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exp 1 ,  1,
q
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 (4) 

где параметр    2cos 2 1 2C A B  . Параметры A  и B  зависят от q  и задают-

ся системой уравнений tg( / 2)B A A , 
1

0
1

( )qw t dt q


 . 

В работах [12], [13] предложено расширение модели (3) за счет введения апри-
орно неопределенного параметра масштаба  . Расширение основано на возмож-
ности представления практически любой ПРВ в виде 

 ( ) (1/ ) ( / )p t w t   , (0, )  , ( ) ( ) qw t p t   W .  
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Чтобы обеспечить принадлежность плотности ( )w   классу qW , необходимо 

определить параметр масштаба   из следующего уравнения: 

 
1

1

( )p t dt q

   . (5) 

Таким образом, используя в (1) и (2) в качестве класса распределений W  
класс qW  и вычисляя параметр масштаба   из выражения (5), мы используем 

расширенную q-точечную модель для представления априорной неопределенно-
сти наблюдаемых данных.  

Задачу демодуляции сигналов сформулируем как задачу проверки многоаль-
тернативных сложных статистических гипотез: 

 
( )

: , (0, ), (0, ), ,
k

nk n qH S S w     W


1, ,k M  ,  

где n nS 


  – неизвестный принятый сигнал. В соответствии с результатами ра-

боты [13] для преодоления априорной неопределенности параметров   и   рас-
пределений (1) и (2) будем использовать принцип инвариантности к группе мас-
штабных преобразований наблюдаемой выборки, в соответствии с которым опти-
мальный алгоритм отыскивается среди инвариантных к масштабным преобразо-
ваниям алгоритмов. В этом случае проверяемые гипотезы могут быть сформули-
рованы как 

 
( )

: , (0, ),
k

nk n qH S S w   W


 1, ,k M  ,  

где параметр     .  

2. Адаптивная оптимизация АРИ-алгоритма 

В работах [12] – [14] показано, что решающая функция АРИ-алгоритма демо-
дуляции сигналов имеет вид 

 

( )
( )

1, ,

ˆ1,  arg max , , ( ) ,
( )   

0    в противном случае, 

l
n n n nk ln n

k M

k T x S x
x

 

       


 


 (6) 

где решающая статистика 

   ( ) ˆ, , 1l
n n n nT x S x n    
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   
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ˆ ˆ

n
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n ni

x x
S j

x x

                         
   , 1,...,l M , (7) 

где  ˆ nx


 – эквивариантная и n  – состоятельная оценка параметра масштаба 

  распределения шума; 0 0( ) ln ( )q q
d

t w t
dt

    – логарифмическая производная 

наименее благоприятной ПРВ (4) для q-точечной модели. 
В настоящей работе используется оценка 

      ( ) ( )
1

ˆ Re Im ,
2n p n p nx z x z x    

  
 (8) 
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где  ( ) Rep nz x


 и  ( ) Imp nz x


 p-е порядковые статистики векторов 

   T1Re Re , , Ren nz x x x
   и    T1Im Im , , Imn nz x x x

  ; int{ } 1p nq  , 

int{ }t  – целая часть числа t ; q  – задаваемый заранее параметр модели (5). Не-

смотря на то что выражение (8) дает оценку параметра масштаба распределения 
аддитивной смеси сигнала и шума, при большой базе сигнала eе можно использо-
вать в качестве приближенных оценок параметра масштаба распределения шума, 
так как максимальное значение сигнала обычно оказывается значительно меньше, 
чем среднеквадратическое значение шума. Оценка (8) является эквивариантной и 

n -состоятельной [4], поэтому ее использование при вычислении решающей 
статистики (7) является оправданным. 

Эффективность робастных АРИ-алгоритмов определяется средней асимптоти-

ческой вероятностью ( )

1

m
k

e k e
k

P p P


   ошибочной демодуляции, где kp  – априор-

ная вероятность того, что передается k-й сигнал созвездия; ( )k
eP  – условная веро-

ятность ошибочной демодуляции при условии, что передается k-й сигнал. Каждая 

вероятность ( )k
eP  определяется предельным распределением ( n  ) статистики 

(7) при l k . Согласно центральной предельной теореме, предельным распреде-
лением этой статистики является гауссовское распределение со средним 

  0( , ) 2 w qw     E   

и дисперсией 

  2 2
02 ,w w q  E   

где     , 2  – энергия сигнала; w  – фактическое распределение из класса 

qW ; w E  – оператор усреднения по распределению w ; 0 0 ( )q q
d

t
dt

   . 

Средняя асимптотическая вероятность ошибочной демодуляции eP  инвари-

антна относительно априорных вероятностей, так как вероятности ( )k
eP  равны  

из-за симметрии пространственного положения сигналов рассматриваемых  
созвездий относительно общего центра. Она определяется параметром 

 

 
0

2
0

( , ) w

w

d w


  


E

E
 и, таким образом, вероятность eP  зависит от параметра   

и от фактической ПРВ w :  ,e eP P w  . 

При использовании АРИ-алгоритмов вероятность ошибочной демодуляции 

удовлетворяет неравенству    0, ,e e qP w P w w    W . Тогда  0,eP w  явля-

ется верхней границей вероятности ошибочной демодуляции для всех (0, )  . 

Исходя из равенства    0 0
2

0 0q qw q w q  E E  и неравенства  0 0 0
qw q E , для 

модели (5) эта граница определяется равенством 

 0 0 0( , ) ( ) ( )q q q
q

d w I w I w


   

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и может быть рассчитана заранее для принятой модели априорной неопределен-
ности ПРВ шума. В случае использования q-точечной модели параметр (0,1]q  

можно выбрать произвольно. Поэтому для фактической плотности распределения 
шума ( )p t , оптимальное значение optq  этого параметра может быть определено 

таким образом, чтобы минимизировать вероятность ошибочной демодуляции. 
Тогда оптимальное значение 

 
 
 
0

2
0

arg max ,
w q

opt
q

q w q

q

  
  

  
 

E

E
 (9) 

где q  – параметр масштаба такой, что плотность    q qw t p t    принадлежит 

классу qW  модели (3) с параметром q ; ( )p   – фактическая ПРВ шума. Вычисле-

ние optq  с помощью выражения (9) представляется затруднительным. Поэтому 

вместо того, чтобы использовать выражение (9), мы минимизируем верхнюю гра-

ницу  0,e qP w . В этом случае целевая функция имеет вид 

 
 
 

0

0

0 0

2
0

( )
( ) ,

q

q

w q q

q
q w q

I w
h q


 

 

E

E
 (10) 

а оптимальное значение параметра :q   arg max ( )opt
q

q h q . 

В качестве примера рассмотрим два типа фактического распределения шума 
( ):p t  обобщенное гауссовское распределение с ПРВ 

 ( ) exp ,
2 (2 / ) (3 / ) (1/ ) (1/ ) (3 / )

GG
t

p t

        
             

 (11) 

где 1
0

( ) t xt x e dx
      – гамма-функция,   – параметр формы,  

и -загрязненное распределение с ПРВ 

 2 21 1 1 1
( ) (1 ) exp exp

2 22 2
cp t t t

                
 (12) 

при 100  . Распределения (11) и (12) являются априорно неизвестными. Рас-
пределение (11) имеет конечную информацию Фишера и дисперсию равную еди-
нице для всех 0,5  . При 2   распределение (11) совпадает с гауссовским 
распределением, при 1   – с двусторонним распределением Лапласа. При 2   
это распределение имеет более тяжелые хвосты по сравнению с гауссовским рас-
пределением. Распределение (12) также имеет конечную информацию Фишера, 

его дисперсия зависит от параметров   и   и равна 2 1c      . Зависимости 

оптимального значения optq  параметра q  от параметров   и   этих распределе-

ний показаны на рис. 1, а, б соответственно. 
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                                                                                                                       

                                               а                                                                     б 

Рис. 1 – Зависимость оптимального значения optq  параметра q от параметра 

 обобщенного распределения Гаусса (а) и от параметра  -загрязненного  
                                                   распределения (б) 

Fig. 1 – Dependence of the optimal value optq  of the parameter q on the parame-

ter  of the generalized Gaussian distribution (a) and on the parameter  of the  
                                          -contaminated distribution (b) 

Как видно из рис. 1, для гауссовского распределения шума ( 2   и 0   для 

ПРВ (11) и (12)) оптимальное значение параметра q  равно 0,9optq  . 

Используя состоятельную оценку 

 
 

0( )
ˆ( )

ˆ

q

q n

I w
h q

x



  (13) 

величины (10) в качестве приближенного значения целевой функцией, мы адап-
тируем процедуру оптимизации алгоритма к фактической помеховой обстановке. 

Таким образом процедура адаптации АРИ-алгоритма (6) по параметру q 
состоит в следующем. Используя вектор nx


 отсчетов наблюдаемого процесса, 

формируются оценки  ˆ
jq nx


 параметра масштаба для фиксированного набора 

 , jq j J  значений параметра q . Затем, с помощью целевой функции (13), 

находится оценка ˆoptq  оптимального значения параметра q  согласно выражению 

 
 
0

J

( )
ˆ arg max

ˆ
j

j

q
opt

j q n

I w
q

x



 .  

Полученная оценка ˆoptq  используется в функциях безынерционного преобразо-

вания действительной и мнимой части наблюдаемого вектора отсчетов 

 ˆ0
Re

ˆopt
i

q
n

x

x

 
  

  
  и 

 ˆ0
Im

ˆopt
i

q
n

x

x

 
  

  
 , 1,...,i n . Соответственно в качестве оценки 

параметра масштаба используется оценка    ˆˆ ˆ
optn q nx x  

 
. Далее на основе 

полученных значений вычисляется решающая статистика (7) алгоритма демоду-
ляции (6), который становится адаптивным АРИ-алгоритмом. 

Очевидно, что эффективность адаптивного алгоритма зависит от точности 
оценки масштабного параметра, которая, в свою очередь, зависит от размера  
выборки, используемой для оценки. Ниже на примере демодуляции широкопо-
лосного ФМ-2 сигнала, принимаемого на фоне аддитивного независимого шума, 
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будет показано, что при большой базе сигнала (больше 500) в случае гауссов-
ского шума адаптивный АРИ-алгоритм практически не уступает по эффектив-
ности оптимальному для этого случая алгоритму на основе согласованного кор-
релятора, и значительно превосходит его при распределениях шума с тяжелыми 
хвостами.  

3. Пример 

В случае двоичной фазовой манипуляции созвездие n  состоит из двух про-

тивоположных сигналов (1)
nS


 и (2)
nS


.  Эти сигналы равновероятны, объем выбор-

ки n  равен базе сигнала и 

 T(1) (2)
1 2, , ...,n n nS S d d d  

 
, 

где 1 2{ , , ..., }nd d d  – известная псевдослучайная М-последовательность длины n  

принимающая значения из множества {±1}.  
Для сравнения с адаптивным АРИ-алгоритмом рассматривались следующие 

алгоритмы: алгоритм на основе согласованного коррелятора, а также оптимизиро-
ванный АРИ-алгоритм, в котором вместо оценок ˆoptq  и  ˆˆ

optq nx


 использова-

лись истинные значения параметров optq  и 
optq , соответствующие фактическо-

му распределению шума. 
На рис. 2 и 3 показаны зависимости вероятности битовой ошибки от отноше-

ния сигнал/шум для ε-загрязненного распределения шума и для обобщенного рас-
пределения Гаусса соответственно при объеме наблюдаемой выборки. Зависимо-
сти получены методом компьютерного моделирования по 100 000 экспериментов. 
Сплошные линии соответствуют адаптивному АРИ-алгоритму, пунктирные ли-
нии соответствуют алгоритму на основе согласованного коррелятора, штрих-
пунктирные линии соответствуют оптимизированному АРИ-алгоритму. 

 

 

Рис. 2 – Зависимости вероятности битовой ошибки от  
отношения сигнал/шум в случае -загрязненного распре-
деления шума с параметром 0   (кривые 1, 2, 3);  
        0,05   (кривые 4, 5, 6); 0,1   (кривые 7, 8, 9) 

Fig. 2 – BER performances in the case of -contaminated 
noise distribution with parameter 0   (curves 1, 2, 3);  
        0,05   (curves 4, 5, 6); 0,1   (curves 7, 8, 9) 
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Рис. 3 – Зависимости вероятности битовой ошибки  
от отношения сигнал/шум в случае обобщенного гаус-
совского распределения шума с параметром 1   (кри- 
                   вые 1, 2, 3); 0,6   (кривые 4, 5, 6) 

Fig. 3 – BER performances in the case of the generalized 
Gaussian noise distribution with parameter 1    
                (curves 1, 2, 3); 0,6   (curves 4, 5, 6) 

Результаты моделирования показывают, что ААРИ-алгоритм, разработанный 
на основе расширенной q-точечной модели, обеспечивает значительный энерге-
тический выигрыш по сравнению с алгоритмом, основанным на использовании 
согласованного коррелятора, при распределениях шума с тяжелыми хвостами.  
В случае гауссовского распределения шума ААРИ-алгоритм имеет энергетиче-
ские потери, не превышающие 0,5 дБ при 127n  , относительно алгоритма, на 
основе согласованного коррелятора. При размерах наблюдаемой выборки более 
500 (рис. 4) энергетические потери адаптивного АРИ-алгоритма составляют не 
более 0,1 дБ. 

 

 

Рис. 4 – Зависимости вероятности битовой ошибки от от-
ношения сигнал/шум адаптивного АРИ-алгоритма в слу-
чае гауссовского шума (кривые 1, 2, 3); обобщенного 
гауссовского распределения шума с параметром  = 1 
(кривые 4, 5, 6) и ε-загрязненного распределения шума  
      с параметром  = 0,05 (кривые 7, 8, 9) при n = 511 

Fig. 4 – BER performances for adaptive ARI-algorithm in the 
case of Gaussian noise (curves 1, 2, 3); generalized Gaussian 
noise distribution with parameter  = 1 (curves 4, 5, 6) and ε-
contaminated distribution with parameter  = 0,05 (curves 7,  
                                  8, 9) with n = 511 
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Рис. 5 – Зависимости вероятности битовой ошибки  
от отношения сигнал/шум адаптивного АРИ-алгоритма 
в случае гауссовского шума (кривые 1, 2, 3); обобщен-
ного гауссовского распределения шума с параметром  
 = 1 (кривые 4, 5, 6) и ε-загрязненного распределения  
          шума с параметром  = 0,05 (кривые 7, 8, 9) 

Fig. 5 – BER performances for adaptive ARI-algorithm in 
the case of Gaussian noise (curves 1, 2, 3); generalized 
Gaussian noise distribution with parameter  = 1  (curves 4, 
5, 6) and ε-contaminated distribution with parameter  
                            = 0,05 (curves 7, 8, 9) 

На рис. 5 представлены характеристики адаптивного АРИ-алгоритма, полу-
ченные при различном объеме выборки: 127n   (кривые 1, 4, 7), 511n   (кривые 
2, 5, 8), 2047n   (кривые 3, 6, 9). C ростом размера наблюдаемой выборки повы-
шается точность оценивания параметров q  и q , а следовательно, и эффектив-

ность адаптации алгоритма к распределению шума. Видно, что при 500n   веро-
ятность ошибки на бит практически перестает зависеть от объема выборки. 

Заключение 

Предложен адаптивный АРИ-алгоритм, основанный на расширенной q-точеч-
ной модели распределения шума. На примере демодуляции ФМ-2 широкополос-
ного сигнала показано, что данный алгоритм обеспечивает значительный энерге-
тический выигрыш по сравнению с алгоритмом, основанным на использовании 
согласованного коррелятора в случае распределений шума с тяжелыми хвостами. 
В случае гауссовского шума и большой (более 500) базы сигнала энергетические 
потери предложенного алгоритма не превышают 0,1 дБ.  
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ADAPTIVE DETECTION OF WIDEBAND SIGNALS  
IN UNCERTAIN NOISE ENVIRONMENTS 

Khailo N.S. 
Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

 
An adaptive asymptotically robust invariant (AARI) detection algorithm is proposed. This al-

gorithm is used for the detection of signals with some unknown parameters observed in additive 
noise with an unknown distribution. It is based on the extended model of approximately finite 
probability distributions (the q-point model). Adaptation is achieved by estimating and optimizing 
the algorithm for the actually unknown parameters of the q-point model. It is demonstrated that 
for the case of heavy-tailed noise distributions, the AARI detector based on the extended q-point 
model outperforms significantly the correlation detector. In the case of the Gaussian noise and a 
large-sized sample, the AARI detector provides almost the same performance as the correlation 
detector.  

 

Keywords: adaptive signal detection; a priori uncertainty; random noise; phase-shift keying; 
robustness. 
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