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В экспериментах, направленных на выявление и оценку зависимости между перемен-

ными, неизбежны ошибки измерения. Ошибки Берксона искажают значения объясняющей 
переменной уже после ее измерения в процессе ее воздействия на отклик. В случае нели-
нейной зависимости наличие таких ошибок приводит к смещению классических оценок 
регрессии. В работе рассмотрены известные методы, направленные на устранение смеще-
ния: итерационный взвешенный метод наименьших квадратов, разработанный специально 
для оценки полиномиальных зависимостей, и метод минимального расстояния. Автором 
предложен собственный метод, основанный на максимально правдоподобном оценивании 
с использованием аппроксимации радиальными сплайнами заданной нелинейной функции, 
описывающей зависимость. Сравнение этого метода с известными подходами в ходе вы-
числительных экспериментов показало, что он в разы превосходит по точности оценивания 
метод минимального расстояния. При этом он сопоставим по точности с итерационным 
взвешенным методом наименьших квадратов, однако обладает тем преимуществом, что 
применим для оценивания не только полиномов, а любых нелинейных регрессий. Предло-
женный метод использован в задаче анализа показателей деятельности вузов. Для иллю-
страции выбрана зависимость между уровнем безработицы населения и долей трудоустро-
енных выпускников вузов. Наличие ошибки Берксона объясняется тем, что информация об 
объясняющей переменной представлена только в среднем по региону, в то время как при 
воздействии на выпускников вуза имеют место индивидуальные отклонения. Оценка поли-
номиальной регрессии показала, что при высоком уровне безработицы в регионе пороговое 
значение показателя трудоустройства недостижимо и должно быть скорректировано. 
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Введение и постановка проблемы 

Часто в научных исследованиях возникает задача восстановления некоторой, в 
общем случае нелинейной, зависимости между изучаемыми переменными по 
наблюдаемым данным. Предполагается, что в точности функциональную зависи-
мость наблюдать мы не можем в силу погрешностей измерения i  выходной пе-

ременной iY . Поэтому дело приходится иметь со следующей моделью: 

 ( ; )i i iY g X    , (1) 

где ( ; )ig X   – некоторая функция входной переменной iX , определенная с точ-

ностью до вектора неизвестных параметров  , 1,...,i n , n  – число наблюдений. 
В классической регрессионной постановке значения входной переменной являют-
ся, как правило, управляемыми и точно измеренными без погрешностей. 
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В отличие от этого модели с ошибками в переменных предполагают наличие 
некоторых погрешностей в измерении не только отклика, но и входных факторов. 
В зависимости от того, какого рода эти погрешности, разделяют модели с класси-
ческой ошибкой и с ошибкой Берксона [1]. 

Случай с ошибкой Берксона [2] предполагает, что исследователь в активном 
эксперименте может устанавливать величину входной переменной iZ , но при 

воздействии на отклик эта величина искажается из-за случайной погрешности i , 
следовательно, истинные значения входной переменной определяются как 

 i i iX Z   . (2) 

Переменная iZ  часто называется суррогатной переменной (или прокси). Здесь 

будем считать iZ  детерминированной величиной. 
Такие модели находят широкое применение в эпидемиологии [3], где чаще 

всего встречаются схемы активно-пассивного эксперимента. При выявлении ха-
рактера зависимости тяжести некоторого заболевания (например, легких) iY  сре-
ди жителей города от степени загрязнения (например, воздуха) фактическое со-
держание вредных веществ не может быть измерено точно для каждого объекта 
(индивида), но известно их среднее содержание в некотором регионе (области). 
Это и будет суррогатная переменная. При этом истинное содержание iX  вредных 

веществ отклоняется от величины iZ  на некоторую погрешность. 

Задача состоит в оценивании вектора неизвестных параметров   по имею-
щимся значениям суррогатной переменной iZ  и наблюдаемым в ходе экспери-

мента реализациям iy  случайных величин iY , 1,...,i n , в предположении, что 
имеет место модель (1)–(2). 

В модели дополнительно предполагаются нулевые математические ожидания 
ошибок (погрешности компенсируются), тогда средние значения суррогатной и 
истинной переменной совпадают. Кроме того допускается отсутствие корреляции 
между i  и i , т. е. погрешности приборов, измеряющих входные и выходные 
факторы, не взаимосвязаны. Испытания предполагаются независимыми, в силу 
чего независимы и ошибки в разных экспериментах. Кроме того предполагается 
конечная дисперсия ошибок. Обобщим предположения относительно ошибок: 

( ) ( ) 0i iE E    , 2 2( ) , ( )i iD D       , i , 
  (3) 

cov( , ) cov( , ) 0i j i j      , i j  , cov( , ) 0i j   , ,i j . 

И еще одно предположение о нормальности распределения ошибок вводится для 
упрощения процедуры оценивания параметров и статистических выводов.  

Известно, что в линейном случае оценивание модели (1)–(3) можно проводить 
методом наименьших квадратов (МНК), что не приводит к смещению оценок. В 
нелинейном случае при использовании МНК возникает систематическое смеще-
ние, поэтому предложены специальные методы оценивания. 

1. Обзор методов оценивания нелинейной модели с ошибкой Берксона 

Методы оценивания нелинейной модели с ошибкой Берксона получили разви-
тие относительно недавно. Обзор подходов можно найти в монографии [3], где 
предложен аппроксимационный метод, названный калибровкой регрессии 
(regression calibration). Суть метода заключается в замене ненаблюдаемой пере-
менной iX  ее математическим ожиданием при заданном iZ . Вычисление такого 
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математического ожидания требует построения регрессии, что в силу латентно-
сти iX  возможно только при наличии дополнительной информации. В качестве 
такой дополнительной информации может быть использована инструментальная 
переменная. Непараметрический подход к оцениванию моделей с ошибкой Берк-
сона на основе инструментальных переменных предложен в [4]. Однако инстру-
ментальные переменные не всегда доступны и порой их очень сложно подобрать, 
а сбор дополнительной информации в виде повторных наблюдений приводит к 
увеличению затрат на исследование. Поэтому здесь сосредоточимся на методах, 
не требующих привлечения какой-либо внешней информации. 

В работе [5] специально для полиномиальных зависимостей предложен итера-
ционный взвешенный метод наименьших квадратов (IRLS, iterative reweighted 
least squares), использующий два первых условных момента iY  при заданном iZ . 
Показано, что этот метод дает состоятельные оценки, а также доказана принципи-
альная возможность оценивания как вектора параметров  , так и неизвестных 

дисперсий ошибок 2
 , 2

 . Более общий подход, использующий те же идеи, но 
для любой формы зависимости, описан в [6]. Такой метод оценивания назван ме-
тодом минимального расстояния (MDE, minimum distance estimator). Для оцени-
вания моделей с ошибкой Берксона в общем случае при любом заданном распре-
делении ошибок в [7] предлагается использовать имитационный подход для 
упрощения расчета интегралов. При нормальном распределении ошибок для мо-
ментов легко получить аналитические выражения. 

К сожалению, в работах [6, 7] не приведены результаты вычислительных экс-
периментов, но с учетом того, что MDE использует информацию только о момен-
тах, можно предположить, что, как и оценки метода моментов, MDE-оценки бу-
дут обладать большой дисперсией. В этой связи представляется более перспек-
тивным использование метода максимального правдоподобия (ММП), потенци-
ально позволяющего получить оценки с меньшей дисперсией. На его основе авто-
ром разработан новый подход к оцениванию модели с ошибкой Берксона. 

2. ММП-оценки на основе аппроксимации радиальными сплайнами 

В рамках предлагаемого подхода будем исходить из нормальности распреде-
ления ошибок. Значения входного фактора в рассматриваемой постановке детер-
минированы, следовательно, логарифмическая функция правдоподобия будет за-
висеть только от распределения наблюдаемых значений отклика: 

1

ln ln ( )
i

n

Y i
i

L f y


  , 

где ( )
iY if y  – значение функции плотности случайной величины iY  в точке iy .  

Построение функции плотности распределения iY  для произвольной функции 

g  является достаточно трудной задачей. Поэтому здесь предлагается осуществ-

лять аппроксимацию функции ( ; )g x   с помощью сплайна. Для этой цели выбра-
ны сплайны с линейными радиальными базисными функциями [8]. С их помощью 
любую гладкую функцию можно задать как 

 1 2 0 1 1
1

( ; ) ; , , , ,
K

K j j
j

g x R x q q q x x q


         , 

где 1 2( ; , , , , )KR x q q q   – линейный радиальный сплайн, 0 1 1( , ,..., )K      – 

вектор коэффициентов сплайна, 1 2 Kq q q    – узловые точки, принимающие 



МАКСИМАЛЬНО ПРАВДОПОДОБНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ…  91 

значения из области значений x , K  – число узлов,   – норма. Здесь в качестве 

нормы будет рассматриваться метрика 1L , тем самым сплайн будет представлять 

собой кусочно-линейную аппроксимацию. Обозначим угловые коэффициенты 
линий на участках 1j jq x q    как jk , 0, ,j K  . В данном контексте 0q  и 

1Kq   доопределяются minx  и maxx  соответственно. Введенные угловые коэффи-

циенты рассчитываются из условия стыковки аппроксимирующей кривой и ис-
ходной гладкой кривой в точках узлов: 

1

1

( ; ) ( ; )j j
j

j j

g q g q
k

q q




  



. 

На основе этого коэффициенты сплайна вычисляются следующим образом: 

0 0 0
0

( ; ) ( ; )

2
K K Kg q k q g q k q    

  ,  

0
1 2

Kk k
  ,    

1
1 2

j j
j

k k 



  . 

Следовательно, искомый вектор параметров   и узловые точки определяют 
вектор коэффициентов сплайна  . С учетом аппроксимации сплайнами  

 1 2; , , , ,i i i K iY R Z q q q      , 1,...,i n , 

распределение iY  представляет собой свертку распределений ошибки отклика и 

нелинейной функции от ошибки регрессора. 
Для удобства представим iY  как сумму двух случайных величин i i iY e   : 

1 1
1

( )
K

i i i j i i j
j

Z Z q


          , 0i ie     . 

Исходя из введенных ранее предположений, 1,..., ne e  – независимые одинаково 

распределенные случайные величины, имеющие нормальное распределение с век-
тором параметров 0 0( , )    . 

Распределение i  будет зависеть от расположения ( )i iZ    относительно уз-

ловых точек. Для того чтобы учесть этот факт, введем ряд гипотез, заключаю-
щихся в попадании i  в заданный интервал. Разобьем область значений i   

на 1K   непересекающихся интервалов. Для удобства здесь доопределим  
узлы 0q   , 1Kq    . Тогда вероятность справедливости гипотезы 

1{ }ij j i i j iH q Z q Z       будет вычисляться следующим образом: 

1( ) ( ; ) ( ; )ij j i j iP H q Z q Z         , 0, ,j K  , 

где ( ; )t   – функция нормального распределения с нулевым параметром сдвига 

и параметром масштаба  . 
Искомая функция плотности выражается по формуле полной вероятности: 

 |
0

( ) ( ) ( )
i i ij

K

Y Y H ij
j

f u f u P H


  . (4) 
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Условная плотность |i ijY Hf  представляет собой плотность свертки условных 

распределений  | | |( ) ( )
i ij i ij i ijY H H e Hf u f f u  . 

Распределение случайной величины ie  не зависит от введенных гипотез. 

Условная плотность распределения    |i ij ijH hf u f u   будет определяться пове-

дением случайной величины ijh , которую можно представить как 

   ( )
1 1

1

( 1)
K

I l j
ij i ij l l i ij

l

h Z q Z



           , 

где |ij i ijH    имеет усеченное нормальное распределение с нулевым парамет-

ром сдвига, параметром масштаба, равным  , и интервалом усечения 

1j i i j iq Z q Z     , ( )I l j  – индикаторная функция, возвращающая единицу 

при l j  и ноль – в противном случае, 0( 1) 1  . Следовательно, случайная вели-

чина ijh  имеет усеченное нормальное распределение с вектором параметров 

1
1( , , , )ij ij j j ja a     , вычисляемых следующим образом: 

( )
1 1

1

( 1) ( )
K

I l j
ij i l l i

l

Z q Z



       , 0, ,j K  , 

( )
1 1

1

( 1)
K

I l j
j l

l


 


       , 1 1

1

K

j j l l j
l

a q q q


     , 0, , 1j K  . 

Если ( )
1 1

1

( 1) 0
K

I l j
l

l





     , то правая и левая границы меняются местами. 

Сначала остановимся на самом простом случае, когда ( )
1 1

1

( 1) 0
K

I l j
l

l





      

для какого-либо j . Очевидно, что тогда единственной стохастической характери-

стикой останется i . После упрощения для таких интервалов условная плотность 

будет равна 

( )
| 0 1

1

( ) ( 1) ;
i ij

K
I l j

Y H l l
l

f u u q
 



 
        

 
 , ( )

1 1
1

, : ( 1) 0
K

I l j
l

l

i j 



      , 

где ( ; )t   – функция плотности нормального распределения с нулевым парамет-

ром сдвига и параметром масштаба  . 
В остальных случаях распределение величины | ( )

i ijY Hf u  представляет собой 

свертку усеченного нормального распределения с вектором параметров 1
ij  и 

нормального распределения с параметрами 0 0( , )    . По формуле свертки 

условная плотность iY  определяется как 
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где  

 0 1 2 2 2 2
1 1 0 1

2 2 2 2
0

; , ( ) ( ) ;

( ) ( ) ; .

ij j j j ij j j

j j j ij j j

u a u a

a u a

    

  

                  
 

             
 

 

После упрощения оказывается, что знаменатель последнего множителя в этом 
выражении совпадает с ( )ijP H , поэтому он сокращается при подстановке в (4). 

Нужно, однако, учесть, что границы усечения ja  и 1ja   меняются местами при 

( )
1 1

1

( 1) 0
K

I l j
l

l





     , поэтому возьмем числитель последнего множителя по 

модулю. Тогда итоговое выражение для функции плотности примет вид 
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Тем самым логарифмическая функция правдоподобия выражается через век-
тор коэффициентов сплайна  , при заданных узловых точках однозначно соот-

ветствующий вектору неизвестных параметров  ;  ,  . Путем максимизации 

функции правдоподобия по неизвестным параметрам получаются ММП-оценки. 
Предложенный метод оценивания (далее MLERS, maximum likelihood estimator 

based on radial splines) реализован в среде R [9]. Оптимизация осуществлялась 
методом Нелдера–Мида. В качестве начального приближения вектора   задава-

лись МНК-оценки. Начальное значение 2 0  . Начальное приближение 2
  

определялось как средний квадрат остатков модели, оцененной по МНК. Для 
сравнения в среде R реализованы описанные выше методы IRLS и MDE. 

3. Результаты вычислительных экспериментов 

Для исследования работы алгоритмов и сравнения различных методов оцени-
вания проведены вычислительные эксперименты на основе модельного примера 

из [5]. Предполагается, что 23 2i i i iY X X     , i i iX Z   .  

Значения iZ  фиксировались во всех экспериментах, ~ (0,1)iZ N . Объем выбо-

рок задавался равным 1000. Ошибки i  и i  моделировались как независимые 
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нормально распределенные случайные величины с дисперсиями 2 2 0,5     . 

Значение дисперсии ошибки входного фактора выбрано высоким, поскольку и в 
практическом приложении приходится сталкиваться с большими погрешностями. 

Результаты экспериментов усреднялись по 300 повторениям. 
Рассматривалось два варианта расположения узловых точек: 
– равновероятно: выбирались как квантили эмпирического распределения iZ  

порядка 
1

j

K 
, 1, ,j K  ; 

– через равные интервалы: узловые точки jq  задавались соотношением 

max min
min

1
i i

i
Z Z

Z j
K





, 1, ,j K  . 

Число узлов K  выбиралось равным 10 и 30. В таблице приведены средние 
значения оценок параметров (в скобках их стандартные отклонения), полученные 
с помощью метода минимального расстояния (MDE), итерационного взвешенного 
метода наименьших квадратов (IRLS) и предложенного подхода, основанного на 
методе максимального правдоподобия с аппроксимацией сплайнами (MLERS). 
Видно, что метод максимального правдоподобия в отличие от метода минималь-
ного расстояния обеспечивает в 2…4 раза меньшее среднеквадратическое откло-
нение оценок. С помощью этого метода удается хорошо оценить дисперсию оши-
бок, в то время как MDE и IRLS дают больший разброс, особенно дисперсии 
ошибки отклика. В целом результаты IRLS сопоставимы по качеству с MLERS, но 
этот подход ограничен, так как предназначен только для оценивания полиномов. 

Сравнение точности оценивания 

The comparison of estimation accuracy 

Параметры / 
Parameters 

MDE IRLS 

MLERS

Равновероятные Равноотстоящие 

10K   30K   10K   30K   

0 3   3,04 
(0,152) 

3,001
(0,102) 

3,000
(0,066) 

3,024 
(0,067) 

2,928 
(0,066) 

2,990 
(0,064) 

1 2   1,987 
(0,15) 

1,994 
(0,082) 

2,018 
(0,08) 

1,993 
(0,079) 

2,001 
(0,078) 

2,002 
(0,078) 

2 1   0,99 
(0,204) 

1,002 
(0,061) 

0,912 
(0,058) 

0,959 
(0,065) 

1,007 
(0,06) 

1,006 
(0,06) 

2 0,5   
0,509 

(0,183) 
0,497 
(0,09)

0,49 
(0,042)

0,493 
(0,042)

0,496 
(0,041)

0,496 
(0,041) 

2 0,5   
0,789 
(0,76) 

0,602 
(0,524) 

0,454 
(0,056) 

0,496 
(0,056) 

0,502 
(0,057) 

0,502 
(0,057) 

MSE  
0,12 

(0,217) 
0,024

(0,022) 
0,04 

(0,029) 
0,023 

(0,021) 
0,022 

(0,018) 
0,018 

(0,019) 

MAE  
0,19 

(0,114) 
0,108 

(0,055) 
0,125

(0,044) 
0,092 

(0,042) 
0,105

(0,044) 
0,083 
(0,04) 

 
Для характеристики точности восстановления регрессионной кривой исполь-

зовались следующие показатели: 

 
1

1 ˆMAE ( ; ) ;
n

i i
i

g Z g Z
n 

    ,     2
1

1 ˆMSE ; ;
n

i i
i

g Z g Z
n 

    , 

где ̂  – вектор оценок параметров, полученный разными методами. 
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В первую очередь из таблицы видно, что метод максимального правдоподобия 
дает наилучшие предсказания по сравнению с остальными методами. При этом 
наилучшая точность достигается при максимальном числе узлов и их расположе-
нии через равные интервалы. 

Следовательно, исходя из результатов вычислительных экспериментов, можно 
рекомендовать использовать метод максимального правдоподобия с аппроксима-
цией радиальными сплайнами с достаточно большим числом узлов (примерно  
30 наблюдений на узел), расположенных через равные интервалы. 

4. Применение в задаче анализа показателей деятельности вузов 

Как отмечено ранее, модель с ошибкой Берксона имеет место, если исследова-
тель располагает только усредненными значениями входного фактора, в то время 
как в реальности истинные значения случайно от них отклоняются на индивиду-
альном уровне. Такой постановке соответствует модель, описывающая зависи-
мость показателей эффективности деятельности вузов от характеристик региона. 
Рассмотрим ее на примере показателя трудоустройства. Во многом его критика 
связана с тем, что этот показатель больше связан с ситуацией на региональном 
рынке труда, чем определяется эффективностью работы вуза. 

В этой связи возникает задача восстановления зависимости между долей тру-
доустроенных выпускников и уровнем безработицы на региональном рынке тру-
да. Наличие ошибки Берксона объясняется тем, что уровень безработицы как обу-
словливающий фактор для выпускников конкретного вуза определяется и их спе-
циализацией. Например, в регионе может быть переизбыток одних специалистов 
и недостаток других, в то время как в распоряжении имеется информация только 
о среднем уровне безработицы. 

В качестве информационной базы использовались данные мониторинга эф-
фективности деятельности образовательных организаций высшего образования за 
2015 г., полученные для каждого отдельного вуза [10]. Кроме того взяты офици-
альные данные Росстата [11] об уровне безработицы населения по субъектам РФ в 
среднем за 2014 г. Из рассмотрения исключены аномальные наблюдения: регионы 
с уровнем безработицы больше 15 % и вузы с показателем трудоустройства меньше 
20 %. Всего в выборке 564 вуза, филиалы вузов не включены в анализ. Следует от-
метить, что вузы отличаются по широте специализации. Так из 28 направлений по 
ОКСО в 11 % вузов представлено только два (узкоспециализированные), в 34 % реа-
лизуется не более пяти направлений, в 65 % – не более десяти направлений. Поэтому 
ошибку Берксона не удается нивелировать благодаря многопрофильности вузов. 

На основе предварительного анализа зависимости с помощью МНК в каче-
стве g  выбран полином второй степени, поскольку квадратичный эффект значим 

на 10–12 уровне и обеспечивает двукратный рост F-статистики по сравнению с ли-
нейной моделью. С целью построения интервальных оценок применялось раз-
множение выборки. Для этого на первом шаге из исходной выборки случайно и 
независимо извлекалась подвыборка объемом 500. На втором шаге производилось 
оценивание модели (1)–(3) с помощью МНК, IRLS и MLERS. При использовании 
MLERS выбрано 15 равноотстоящих узлов. В результате сохранялся вектор оценок 
параметров полинома и дисперсий ошибок, полученный каждым методом. Шаги 
1–2 повторялись 500 раз, и получена выборка оценок параметров. Что касается 
дисперсии ошибки входного фактора, то методом IRLS получено среднее значе-
ние оценки 4,76 со стандартным отклонением 5,27, а методом MLERS – в среднем 
оценка равна 7,32 с отклонением 3,6. При сравнении с дисперсией входной пере-
менной 5,14 становится понятно, что размер погрешности очень велик. 
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Для каждого выборочного вектора оценок параметров построены прогнозные 
значения показателя трудоустройства. Далее найдены квантили порядка 2,5 и 
97,5 % их эмпирического распределения, они изображены на рисунке. 
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Зависимость показателя трудоустройства выпуск-

ников от уровня безработицы 

Dependence of the indicator of graduate employment 
from the unemployment rate 

Видно, что МНК-оценка значительно отличается от других оценок, поскольку 
дисперсия ошибки Берксона велика. При этом IRLS дает очень широкий довери-
тельный интервал. Тем самым предложенный автором метод MLERS обеспечивает 
наиболее пригодный для интерпретации результат. Пороговое значение по пока-
зателю трудоустройства для большинства федеральных округов установлено в 
75 %. В соответствии с прогнозом МНК и IRLS оно не достигается в регионах с 
уровнем безработицы, превышающим 6,8 %, однако метод MLERS дает более вы-
сокое значение в 7,7 %. Графически это представлено на рисунке пунктирными 
линиями. Тем самым методы дают разные результаты с точки зрения их примене-
ния на практике, например, в качестве обоснования снижения пороговых значе-
ний для определенных регионов. В дальнейшем анализе предполагается учесть 
специализацию вузов как важный фактор трудоустройства их выпускников. 

Заключение 

Таким образом, в работе предложен новый метод оценивания нелинейных мо-
делей с ошибкой Берксона, заключающийся в максимизации функции правдопо-
добия, построенной путем аппроксимации нелинейной функции радиальными 
сплайнами. Метод основан на предположении о нормальности распределения 
ошибок. В ходе вычислительных экспериментов произведено сравнение предло-
женного метода с известными подходами и показано, что он имеет преимущества 
как в точности оценивания параметров, так и в точности восстановления значений 
отклика. Хотя итерационный взвешенный метод наименьших квадратов лишь 
немного хуже, но он ограничивается только оцениванием полиномиальных моде-
лей. Рассмотренные методы применены для решения практической задачи анали-
за взаимосвязи между долей трудоустроенных выпускников вуза и региональным 
уровнем безработицы. 
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In experiments designed to identify and estimate the relationship between some variables, 

measurement errors are unavoidable. Berkson errors distort the values of the explanatory variable 
after its measurement in the process of its effect on the response. In the case of the nonlinear 
dependence the presence of these errors leads to a bias in the classical regression estimates. The 
paper describes the known methods aimed at the bias elimination, namely the iterative reweighted 
least squares method developed specifically for the estimating of polynomial relationship and the 
minimum distance estimator. The author suggests her own method based on maximum likelihood 
estimation using the radial basis function approximation of the given nonlinear function 
describing the relationship. The comparison of this method with the known approaches in 
numerical experiments showed that it exceeds several times the estimation accuracy of the 
minimum distance estimator. Thus it is comparable in accuracy to the iterative weighted least 
squares method, but it has the advantage that it is applicable to estimate not only polynomials, but 
any nonlinear regression. The proposed method is applied to the problem of indicator analysis for 
evaluating the activity of universities. As an illustration a relationship between the unemployment 
rate and the share of employed graduates is selected. There are Berkson errors because 
information about the explanatory variable is represented only by a regional average, while 
individual variations occur in the case of high school graduates. The estimation of the polynomial 
regression has shown that under a high regional unemployment rate the threshold value of the 
indicator is unachievable and should be adjusted. 
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