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В квазиклассическом приближении методом Вентцеля–Крамерса–Бриллюэна (ВКБ-
методом) исследуются квантовые свойства протонной подсистемы (взаимодействующей с 
анионной подрешеткой) в кристаллах с водородными связями (КВС) в области низких тем-
ператур (70–100 К). Математическая модель строится на решении стационарного уравне-
ния Шрёдингера для частицы (протона), двигающейся в поле невозмущенного внешним 
(поляризующим) полем одномерного периодического потенциала, для случая омических 
контактов на границах кристалла (работа выхода протона за пределы диэлектрика является 
конечной величиной). Построены рекуррентные формулы для амплитуд волновых функций 
протона в области произвольной потенциальной ямы, или барьера, для модели невозму-
щенного потенциального рельефа параболической формы. Выявлена зонная структура 
энергетического спектра протона в КВС, получены выражения для расчета максимальной 
энергии («потолок» зоны), минимальной энергии («дно» зоны) и ширины энергетической 
зоны, соответствующей заданному стационарному состоянию протона в изолированной 
потенциальной яме. Установлено прямое влияние прозрачности потенциального барьера на 
параметры зонной структуры энергетического спектра протона. С помощью аппарата ста-
тистической матрицы записаны выражения для заселенностей невозмущенных уровней 
энергии в пределах фиксированной энергетической зоны. Рассчитаны фазы квазиклассиче-
ских волновых функций протона. Результаты работы найдут применение при детальном 
теоретическом  исследовании механизма квантовой (туннельной) протонной проводимости с 
целью разработки элементов электрохимических устройств (твердые электролиты), топлив-
ных элементов водородной энергетики, элементов микросхем контрольно-измерительных и 
анализирующих устройств, работающих в условиях низких и сверхнизких температур. 

Ключевые слова: кристаллы с водородными связями (КВС), зонная структура энергети-
ческого спектра протона в КВС, квазиклассическое приближение в квантовой механике, 
равновесная матрица плотности для протонов, волновые функции стационарных состояний 
протона в КВС. 
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Введение  

Закономерности поведения спектров tgδ(ω; )T  и плотности термостимулиро-

ванных токов поляризации (ТСТП) и деполяризации (ТСТД) в КВС достаточно 
хорошо исследованы в области высоких температур ( 100 250T    К) [1], когда 

основной вклад в поляризацию вносят термически активируемые (классические) 
переходы протонов через потенциальный барьер [2]. Скорость вероятности этих 
переходов при T > 100 К, в экспериментальном интервале изменения напряженно-
сти поляризующего поля 0E  100–1000 кВ/м, в любом приближении l по безраз-

мерному параметру 0
0 1

2 B

qE a

k T
   , определяется законом Аррениуса 
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(0) (1) ( ) 0 0ν
... exp

2
l

B

U
W W W

k T

 
     

 
 [3], где a   постоянная решетки, 0ν   

линейная частота собственных колебаний протона в изолированной потенциаль-
ной яме, 0U   высота потенциального барьера (энергия активации протона на 

водородной связи), q   заряд протона [2, 3]. Невозмущенный спектр энергий 
(0)
nE  протонов [4, 5], активированных при T > 100 К, принят квазинепрерывным, 

когда  (0) (0)
01 n BnE E h k T     , (0)

, 1 0n nE    [2, 3].    

В области низких ( 70 100T    К) [4, 5] и тем более сверхнизких ( 4 25T    К) 

[6, 7] температур кинетические коэффициенты ( )lW  [3] вычисляются с учетом 
доминирующего влияния квантовых (туннельных) переходов протонов при поля-
ризации диэлектрика, когда, в l-приближении по параметру 0  выполняются вы-

ражения ( )( ) ( )0
tunn

ν
D

2
ll lW W  , где ( )

1

Λ exp( Λ) X exp( X)
D

X (X Λ)

l l
l

l
  




, 

0

B

U
X

k Т
 , 0 0

2

mU
 


, 0δ   ширина потенциального барьера; m  – масса про-

тона [3]. Однако, авторами [3] статистическое усреднение прозрачности 
( )

0( ; )lD U E  проводилось, как и в [1, 2], в предположении квазинепрерывности 

энергетического спектра релаксаторов (протонов).  
При этом в области температур T < 100 К из-за больших значений прозрачно-

сти  (0)
0; nD U E  [2] расстояние между соседними уровнями энергии существенно 

возрастает: (0) (0)
, 1 0nn nE E    и спектр энергий протона  становится квазидис-

кретным: (0)
0 0 0( ; ; ; )nE U a   [4, 5]. Тогда расчет функции  (0)

0; nD U E  должен 

проводиться в числах заполнения, с помощью статистической матрицы 

 (0) (0) (0)
n n nw a a


  [8]. В принципе, эта задача уже решена в приближении Вент-

целя – Крамерса – Бриллюэна (ВКБ-методом), но для модели прямоугольного по-
тенциального рельефа и при блокирующих контактах на границах исследуемого 
образца (диэлектрика) [2].    

Цель данной работы сводится к исследованию структуры и квантовых свойств 
энергетического спектра и волновых функций релаксаторов (в КВС – протонов), 
двигающихся в одномерном кристаллическом потенциальном поле параболиче-
ской формы при омических контактах на границах кристалла (работа выхода  
протона из диэлектрика является конечной величиной max 0 )U U . Для модели 

блокирующих контактов, когда не допускается просачивание носителей заряда 
через границы диэлектрика, эта величина принимается бесконечно большой 

 maxU   [2].  

Выражения для волновых функций  n r


 и энергетического спектра (0)
nE  не-

возмущенных стационарных состояний протона могут быть использованы при 
расчете заселенностей уровней энергии и при полном квантово-механическом 
усреднении (по пространственным переменным и по энергиям) измеряемых вели-
чин (поляризация, плотность тока термостимулированной деполяризации и др.). 
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1. Энергетический спектр протона в КВС 

Моделируя гамильтониан кристалла, с учетом допущений, принятых для  
квантовой модели протонной релаксации, в КВС [2, 4, 5], уравнение Шрёдингера 
для протона массы m, двигающегося с энергией E в одномерном периодическом 

потенциальном поле водородных связей ˆ ( )СU x [3], запишем в простом виде 

 
2 2

2
ˆ ( )

2 С
d

U x E
m dx


    


. (1) 

В данной модели координатная ось OX  выбрана по направлению кристалли-
ческой оси C (перпендикулярно плоскостям спайности) [2, 3]. Область изменения 
координаты x     включает отрезок 0 x d  , где d   толщина диэлектри-
ка. Значения энергии частицы (протона) изменяются в интервале 0 E   ,  где 
связанным состояниям протона, с энергией активации 0U , соответствует интер-

вал 00 E U  , а при энергиях 0 maxU E U  протон находится вне локального 

поля водородных связей, но в пределах потенциального поля кристаллической 
решетки с работой выхода max 0U U . Условие нормировки для уравнения (1) 

гласит, что 2ψ 1



 , где основная доля вероятности обнаружения протона равна 

  2

0

0; 1
d

W d    .  

В случае движения релаксатора (протона) в поле параболического потенци-

ального рельефа, принимая энергию активации в виде 2 2
0 0 0 8U m    [3], где 

0 0ω 2πν  – круговая частота собственных колебаний протона в невозмущенной 

изолированной потенциальной яме, запишем условие применимости квазикласси-

ческого приближения (ВКБ-метода) (0)
0 0U E  [2], (0)

00
1

2
E    энергия нуле-

вых колебаний протона, в виде [3]  

 2
0 0 / 4 1m   .  (2) 

Тогда, волновая функция протона в области j-й потенциальной ямы 

j ja x b  , согласно ВКБ-методу, принимает вид [2]  

 ( ) exp ( ) exp ( )
( ) ( )

j j

x x
j j

j
a a

C Di i
x p x dx p x dx

p x p x

   
      
   
   

 
 


 

. (3) 

Соответственно, в области j-го потенциального барьера 1j jb x a   ,   

 
1 1

( ) exp ( ) exp ( )
( ) ( )

j j

x x
j j

j
b b

C D
x p x dx p x dx

p x p x

   
      
   
   

 
 


 

. (4) 
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В [2] построены рекуррентные выражения:  

1

1

j j

j j

С C
B

D D





   
    
   
   

 

  , 11 12

21 21

b b
B

b b

 
  
 

, 
0

0

j j

j

С C
B

D D

   
    
   

  

 

  ,  

 11 12

21 22

( ) ( )

( ) ( )

j j
j

j j

B B
B

B B

 
 
 
 

. (5) 

В (5) приняты обозначения: 

11
1

cos
2

b e  , 12 sinb e  , 21 sinb e   , 22 2 cosb e  , 

1
( )

j

j

b

a

p x dx   ,
11

( )
j

j

a

b

p x dx


  
. 

Используем равенство [2] 

 
 

 

1 11 2 11
1 11 2 112 1 1 2

21

1 2
21 1 11 2 111 2 1 2

( )( )
( ) ( )1

( ) ( )

j j j j

j

j j j j

b b
b b

bB

b b b

              
  
             

. (6) 

Совместно с детерминантом [2]  

 11 12

21 22
0

b b

b b





, (7) 

обозначая 

 

11 22 11 22 12 21

1,2

1
2 cos 2cos , 1,

2

exp( ),

b b e e u b b b b

iu

         
 

  

 (8) 

запишем элементы: 

 11
11

sin( ) sin ( 1)
( )

sin
j b ju j u

B
u

 
 ,  

 
 2

11 11 12
12

21

1 2 cos sin( ) sin( )
( )

sin sin
j b u b ju b ju

B
b u u

 
   ,  (9) 

21
21

sin( )
( )

sin
j b ju

B
u

 ,  
 

22 11
sin ( 1) sin( )

( )
sin sin

j j u ju
B b

u u


  . 

Полагая 
0

0

0C

D Ce

   
   

     



  [2], из (5), с учетом (9), имеем   
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 

12

11

sin( )
0 sin

sin ( 1) sin( )

sin

j j

j

b ju
C u

B Се
j u b juD Ce

u




 
    
     

         
 



 , (10) 

 

 

 

12
1

111

sin ( 1)

sin
sin( ) sin ( 1)

sin

j

j

b j u
C

uСе
ju b j uD

u

 



 
   
   
    
   

 



 . (11) 

Далее, используя равенство [2] 

 

4 4
1 1

4 4
1 1

1

2

1

2

i i

j jj

i ij
j j

e C D eC

D
e C D e

 
 

 

 
 

 

 
            
  
 

 


 

, (12) 

с учетом (11), получим 

 

   

   

12 112

12 112

sin ( 1) sin( ) sin ( 1)1
(1 )

2 sin sin

2 sin ( 1) sin( ) sin ( 1)1
(1 )

2 sin sin

j

j

b j u ju b j ui
e iC u uС

b j u ju b j uD i
e i

u u

 

 

   
   

              
 



 . (13) 

Выделим из (13) рекуррентные формулы 

 sin ( 1) (sin cos ) sin( )
22 sin

j
С e

C j u ju
u

     



 

  sin( ) (cos sin )sin ( 1)
2

e
i ju j u

  
     

 
,  (14)  

  sin ( 1) sin cos sin( )
22 sin

j
С e

D j u ju
u

     



 

    cos sin sin ( 1) sin( )
2

e
i j u ju

         
. (15) 

С целью проверки полученных равенств (14), (15), запишем формулу (12), с 

учетом (11), принимая j = 1: 

4 4
1

1 4 4

1
0 12

1211

2

i i

i i

e eC iС
Ce

iD
e e

 
 


 

 

 
                      
 
 



 .  
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Принимая j = 1 в формулах (14), (15), убеждаемся в их достоверности. Перепишем 

(10) в виде 

 
sin sin( )

sinj
С ju

C
u





,  sin ( 1) cos sin( )

sin 2j
Сe e

D j u ju
u

  
     

 


. (16) 

В выражениях (14)–(16) константа С определяется из условия нормировки 

 
1 2 22

0 1
( ) ( ) ( ) 1

j jW W

j j

a bN N

j j
j jb a

x x dx x dx


 
        

 
. (17) 

В (17) WN   полное количество потенциальных ям в системе.  Соответствующее 

количество потенциальных барьеров 1WN  . Координаты точек поворота ja , jb  

вычисляются из равенства ( )СU x E . При этом для 0-го барьера 0b    и 

-гоWN  барьера 1WNa     [2]. 

Принимая в области -гоWN  барьера 0
WND 


, из (16), согласно равенству  

 
21

sin ( 1) cos sin( ) 0
sin 2W W

e
e N u N u

u

 
 

     
 

, при условии η 1 , прене-

брегая слагаемым 
2

cos sin( ) 0
2 W

e
N u

 
  , запишем спектральное уравнение для 

модели омических контактов  
 sin ( 1)

0
sin

WN u

u


 . Его решение  

1s
W

s
u

N


 


 

выполняется при условии 0s  , 1Ws N  . 

Из (8), полагая 0e  , имеем cos cose u  , откуда, в силу 

cos 1e u   ,  когда arccos arccos 0      , запишем   

 ,
1

cos
2 1

n
n s

W

s
n e

N
             

  . (18) 

В (10) (0)
, ,

2
( )

j

j

b

n s n s С
a

m
E U x dx  




, 
1

(0)2
( )

j

j

a

n С n
b

m
U x E dx



  



; ( )СU x


, 

( )СU x


 – соответственно потенциальная энергия протона, двигающегося в обла-

сти потенциальной ямы, или барьера [2]. 
Для модели параболического потенциала принимаем функцию  

 

 

 

22
0 0,

2
0,

0 12
0

, ,
2

ˆ ( )
4

1 , .

j
j j

С
j

j j

m x x
a x b

U x
x x

U b x a 

  
  

           



  (19)  
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Здесь max 0
ˆ ( )СU x U U   при 0x  , x d ; 0, jx ja

, 0, 0,
1

2 2j j
a

x x j a
     
 

 
, 

где j = 1, 2, ..., WN .  

Для j-й ямы 
,( , )

,( , )

(0)
,( , ) , ,

2
( )

j n s

j n s

b

j n s n s С j
a

m
E U x dx  




, 
 22

0 0,
, ( ) ,

2

j
С j

m x x
U x

 





 

,( , ) ,( , )j n s j n sa x b  , вычисляя из уравнения (0)
, , ( ) 0n s С jE U x 


 точки поворота  

(0) (0)
, ,

,( , ) 0, 2 2
0 0

2 2n s n s
j n s j

E E
a x ja

m m
   

 


, 

(0) (0)
, ,

,( , ) 0, 2 2
0 0

2 2n s n s
j n s j

E E
b x ja

m m
   

 


, 

получим  

 ,( , )

,( , )

22 (0) (0)1
0 0, , ,(0) 2

,( , ) ,
0 00

42
1

2

j n s

j n s

b
j n s n s

j n s n s
a

m x x E Em
E dx y dy

  
     

  


  
,  

т. е. приходим к инвариантной величине  

 
(0)
,

,
0

n s
n s

E
 


.  (20)  

В частности, (0) (0)
,n s nE E , пишем 

(0)

0

n
n

E
 


.  

Для j- го барьера 

  
1,( , )

,( , )

(0)
,( , ) , ,

2
( )

j n s

j n s

a

j n s С j n s
b

m
U x E dx



  



,  

 20,
, 0 2

0

4
( ) 1

j
С j

x x
U x U

   
  




, 

,( , ) 1,( , )j n s j n sb x a   ,  (0)
, , ( ) 0n s С jE U x 


, 

(0)
,0

,( , )
0

1
1

2 2
n s

j n s
E

b j a
U

     
 

,  
(0)
,0

1,( , )
0

1
1

2 2
n s

j n s
E

a j a
U

     
 

 

получим 

   1,( , )

,( , )

2 (0)
0 0 ,0, (0)

,( , ) 0 ,2
00

42
1

2 2

j n s

j n s

a
n sj

j n s n s
b

m U Ex xm
U E dx

U

           
 




 
, 

что указывает на вторую инвариантную величину 

 
 (0)

0 0 ,
,

02 2

n s
n s

m U E

U

 
 


. (21)   
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Отметим, что в случае  (0) (0)
,n s nE E  из выражения для прозрачности параболи-

ческого потенциального барьера    (0)
0 0(0)

0
0

, exp
2

n
n

m U E
D U E

U

    
 
 

 [3], 

согласно известной формуле   2(0) n
nD E e   [9], имеем 

 
 (0)

0 0

02 2

n
n

m U E

U

 
 


. (22) 

Подстановка (20) в (18) дает спектр энергий 

 (0) 0
, 0

1
cos

2 1
n

n s
W

s
E n e

N
               


 . (23) 

Очевидно, что первое слагаемое в (23) есть энергетический спектр линейного 

гармонического осциллятора (0)
0

1

2nE n
    
 

 , что отвечает модели изолиро-

ванной потенциальной ямы: 
(0)

0

1

2
n

n
E

n
         

. Второе слагаемое в (23) опи-

сывает эффект расщепления уровней энергии (0)
nE   в  энергетическую зону номе-

ра n, включающую WN  уровней. «Дну» n-й зоны соответствует уровень Ws N  

(минимальная энергия протона в n-й зоне)  

 ( ) (0) 0
,min exp( )cos

1n n n n
W

E E E
N

   
       


.  (24) 

«Потолку» n-й зоны соответствует уровень 1s   (максимальная энергия протона 
в n-й зоне)   

 ( ) (0) 0
,max exp( ) cos

1n n n n
W

E E E
N

   
       


. (25) 

Ширина энергетической зоны номера n есть 

  0
,max ,min

2
exp cos

1n n n n
W

E E E
N

  
        


. (26) 

Когда WN  , в пределе имеем 02
exp( )n nE


  




.  

Максимальное и минимальное расстояния между уровнями энергии фиксиро-
ванных m-й и n-й энергетических зон, когда n > m, равны: 

(max)
, ,max ,minn m n mE E E     

  (0) 0
, exp( ) exp( ) cos

1n m n m
W

E
N

  
        


,  (27) 
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(min)
, ,min ,maxn m n mE E E     

  (0) 0
, exp( ) exp( ) cos

1n m n m
W

E
N

  
        


.  (28) 

В пределе WN   имеем 

 

 

 

(max) (0) 0
, ,

(min) (0) 0
, ,

2
,

2
.

n m

n m

n m n m

n m n m

E E e e

E E e e

 
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
   




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




 (29) 

На основании (27), (28) имеем 

 (max) (min)
, ,n m n m n mE E E E       . (30) 

Равновесная матрица плотности для протонов (0)
,ρ pr n  [5] позволяет рассчитать 

заселенности уровней энергии невозмущенного спектра (0)
,n sE  в области n-й энер-

гетической зоны, в числах заполнения [5] 

 
(0)1 ,(0)(0) (0) (0)

, , ,,( , ) exp n s
n s n s pr F prpr n s
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E
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
 

         
 

. (31) 

Статистическая сумма в (31) равна 
(0)
,(0)

0 1
exp

WN
n s

pr
Bn s

E
Z

k T



 

 
  
 
 

  [5].  

2. Волновые функции стационарных состояний протона 

Подстановка рекуррентных формул (14), (15) в (3) дает  

 

,( , )

, ,( , )
,( , ) ,( , ) ,( , )

,( , )

2 1
( ) cos ( )

( )
j n s

x
n s j n s
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
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В (32) приняты сокращенные обозначения:  

   2 2
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, 
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s

e
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u
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. 
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Подстановка рекуррентных формул (16) в (4) дает  

 

 

,( , )

, 1, ,( , ) 2, ,( , )
,( , )

,( , )

,( , ) ,( , )

2
( )

( )

1
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j n s

x

j n s j n s
b

С
x

p x
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 
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






 (33) 

В (33) приняты сокращенные обозначения:  

 
, ,

1, ,( , ) ,sin ( 1) cos( )sin( )
sin( ) 2

n s n s

j n s s n s s
s

e e
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u

  
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,
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sin( )
n s s
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s

ju

u


  , 

  1, ,( , ) 2, ,( , )
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j n s j n s
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j n s j n s

 
 

 


.  

Расчет фаз волновых функций строим из выражений 

,( , )

,( , ) ,( , )
1
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j n s j n s
a

x p x dx  
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1
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b
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2
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1
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
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На основании (34), (35) имеем 

   
(0) 2 2
, 0 0

,( , ) 0, 0,(0) (0)
0 , ,

( ) arcsin
22 2

n s
j n s j j

n s n s

E m m
x x x x x

E E
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 
 
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22 2
1

n s
j n s j

n s

m U E
x x x

U E

U

   
         

             
  



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0, 0,(0) (0)
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2 1 2 1
1

1 1
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E E
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                              
    

 
.  (37) 

Поскольку волновые функции (32), (33) работают в областях изменения перемен-
ной x, удаленных от точек поворота ,( , )j n sa , ,( , )j n sb , прямой расчет матричных 

элементов физической величины (например, дипольного момента протона) требу-
ет предварительного исследования свойств подынтегральных функций в выраже-

ниях 
*

( , ); ( , ) ( , ) ( , )ˆ( )x n s m l n s m lp q x dx




     . Функции ( , )n s , ( , )m l  описывают 

волновые свойства протона в двух различных стационарных состояниях (0)
( , )n sE , 

(0)
( , )m lE , относящихся соответственно к зонам номера n, m. В случае быстро осцил-

лирующих функций (32), (33) численный расчет матричных элементов 

( , ); ( , ) ( )x n s m lp  сводится к предварительной оценке поведения функций  j, n,sψ , 

,( , )j m l  в особых точках комплексного потенциала ˆ ( )СU z  [9]. Решение этого 

вопроса будет выполнено в дальнейшем.  

Выводы 

1. В квазиклассическом приближении методом Вентцеля–Крамерса–Бриллю-
эна (ВКБ-методом) строится решение стационарного уравнения Шрёдингера для 
протона, двигающегося в невозмущенном одномерном периодическом потенци-
альном поле параболической формы. Контакты на границах кристалла приняты 
омическими (вероятность просачивания носителей заряда (протонов) через гра-
ницы диэлектрика есть конечная величина). Построены рекуррентные формулы 
для расчета волновых функций протона в области произвольной потенциальной 
ямы, или барьера.    

2. Обнаружена зонная структура невозмущенного энергетического спектра 
протона в КВС. Получены выражения для  расчета параметров энергетической 
зоны, соответствующей заданному уровню энергии стационарного спектра про-
тона в изолированной потенциальной яме (в области локализации протона на во-
дородной связи с заданной энергией активации). Аналитически установлено пря-
мое влияние прозрачности потенциального барьера на ширины зон разрешенных 
и запрещенных энергий протона. 

3. Числа заполнения уровней энергии  в пределах отдельных энергетических 
зон рассчитываются с помощью равновесной матрицы плотности для протонов. 

4. Результаты исследований в перспективе найдут практическое применение 
при разработке технологий компьютерного прогнозирования электрофизических 
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свойств и при расчете параметров элементов микроэлектроники, оптоэлектрони-
ки, топливных элементов водородной энергетики и других элементов установок и 
систем, работающих в условиях низких и сверхнизких температур.  
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ZONE STRUCTURE OF THE ENERGY SPECTRUM AND WAVE 
FUNCTIONS OF PROTON IN PROTON CONDUCTIVITY DIELECTRICS 
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In quasi-classical approximation by the Wentzel – Kramers – Brillouin method (the WKB - 
method) quantum properties of the proton subsystem (interacting with the anion subsystem) in hy-
drogen bonded crystals (HBC) at low temperatures (70–100 K) are investigated. A mathematical 
model is constructed based on solving stationary the Schrödinger equation for the particle (proton), 
moving in the one-dimensional periodic potential field (image) unperturbed by an external (polariz-
ing) field, for the case of ohmic contacts at the boundaries of the crystal (the work of the proton leav-
ing the dielectric is a finite value). The recursion formulas for the proton wave function amplitudes 
in the area of an arbitrary potential well or a barrier are built. The zone structure of the proton energy 
spectrum in HBC is revealed, expressions for calculating the maximum energy (a ‘ceiling’ band), the 
minimum energy (a ‘bottom’ band) and an energy band width to the predetermined stationary state 
of the proton in an isolated potential well are found. Direct influence of a potential barrier transpar-
ency on the parameters of the energy bands and the width of the exclusion zone is determined. Ex-
pressions for populations of unperturbed energy levels within the area of the fixed proton energy 
band are recorded with the help of a statistical matrix recorder. The phases of quasi-classical wave 
function for the proton are calculated. These results will be used in the investigation of quantum 
(tunneling) proton conductivity in the development of electrochemical device elements (solid elec-
trolytes), the fuel cell hydrogen energy elements, chip elements for measuring, control and analysis 
of devices operation at low and extra – low temperatures. 
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