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Пятьдесят лет назад был открыт метод интегрирования нелинейных дифференциаль-

ных уравнений: метод обратной задачи рассеяния. Интегрируемое нелинейное уравнение 
при этом представляется как условие совместности соответствующих линейных вспомога-
тельных задач. Ключевая идея, лежащая в основе этого метода, – сведение задачи точного 
интегрирования нелинейных уравнений к решению ряда вспомогательных линейных задач, 
оказалась необычайно плодотворной. Как оказалось, метод обратной задачи рассеяния 
применим к широким классам обыкновенных нелинейных дифференциальных уравнений, 
нелинейных уравнений в частных производных, разностных, интегро-дифференциальных и 
других уравнений.  

Многие из нелинейных уравнений, интегрируемых методом обратной задачи, такие как 
уравнение Кортевега де Фриза, нелинейное уравнение Шрёдингера, уравнение синус-
Гордон, уравнение одномерного ферромагнетика Гейзенберга, уравнение резонансного 
волнового взаимодействия, уравнение Кадомцева–Петвиашвили и другие имеют большую 
степень универсальности и встречаются в самых разнообразных областях физики. В целом, 
нелинейные интегрируемые уравнения и их локализованные солитонные решения имеют 
широкую область применения: от теории гравитации и квантовой теории поля, физики 
плазмы и нелинейной оптики до гидродинамики и физики твердого тела. 

В данной работе на примере уравнения Дэви–Стюардсона продемонстрирована прин-
ципиальная возможность построения точных периодических решений двумерных интегри-
руемых нелинейных уравнений в рамках метода дибар-одевания Захарова–Манакова.  

Ключевые слова: интегрируемые нелинейные уравнения, метод дибар-одевания, 
двумерное интегрируемое нелинейное уравнения Дэви–Стюардсона, периодические 
решения. 
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Введение 

Первоначально метод обратной задачи рассеяния (МОЗР) был применен к ин-
тегрированию одномерных нелинейных эволюционных уравнений с временной и 
одной пространственными переменными. Сфера применимости МОЗР стреми-
тельно расширялась. За последние тридцать пять лет метод обратной задачи 
рассеяния был обобщен и успешно применен к различным 2+1-мерным 
нелинейным эволюционным уравнениям с временной и двумя пространственны-
ми переменными, таким как уравнения Кадомцева–Петвиашвили [1, 2], Дэви–
Стюардсона [3], уравнение Ишимори [4], уравнения Нижника–Веселова–
Новикова [5, 6], система Захарова–Манакова, двумерное обобщение уравнения 
синус-Гордон и т. д. (смотри, например, [7–9]).  

В настоящее время нелокальная проблема Римана–Гильберта [10],  -
проблема [11] и более общий метод  -одевания Захарова–Манакова [12–17] 
являются основными инструментами для построения различных классов точных 
локализованных решений (2+1)-мерных интегрируемых нелинейных эволю-
ционных уравнений. 
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В данной статье, метод  -одевания применяется к построению новых 
периодических решений системы двумерных интегрируемых уравнений Дэви–
Стюардсона (2DДС) [3],  
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где ,x y x y       , Здесь и ниже / , /             и 1
  – оператор 

обратный  . Система 2DДС была установлена в статье Дэви и Стюардсона [18].  

Хорошо известны и широко применяются к построению различных классов 
точных решений уравнения 2DДС 2 2  матричные представления 21

ˆ ˆ[ , ] 0L L  в 

форме Лакса различных типов систем уравнений 2DДС.  Уравнения 2DДС (1) 
могут быть представлены также как условие совместности линейных операторов 

1L  и 2L  некоторых скалярных вспомогательных задач 1 20, 0L L    в форме 

триадного представления Манакова (с тройкой 1 2( , , )L L B ): 

 1 2 1[ , ]L L BL , (2) 

обобщающей представление Лакса 1 2[ , ] 0L L  условия совместности линейных 

задач на случай двумерных интегрируемых нелинейных уравнений. Такое 
представление системы уравнений 2DДС (1) следует из работы [18], в которой 
было показано, что условие совместности (2) следующих двух линейных 
вспомогательных задач 
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      приводит к системе 

уравнений на полевые переменные U, V: 
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Система (4) при замене зависимых переменных [19]:  

 ,
q

V U pq
q


     (5)  

сводится к системе уравнений Дэви–Стюардсона (1).  
Известно несколько типов систем уравнений 2DДС, записываемых в терминах 

как вещественных , ( 1)x y x y        , так и комплексных ,z x iy   

( )z x iy i     пространственных переменных. Например, при 1    и вещест-

венных ,   система (1) представляет собой некоторое интегрируемое (2+1)-

мерное обощение нелинейного уравнения теплопроводности; при 1   и мнимых 
константах 0 0,i i        система (1) сводится к системе уравнений, 

известных как система уравнений ДС-1:  
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Очевидно, последняя система допускает редукцию p q   к одному уравнению 

ДС-2 для комплексного поля q   
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являющемуся некоторым (2+1)-мерным интегрируемым обобщением нели-
нейного уравнения Шрёдингера. 

Отметим, что в переменных q  и p  линейные вспомогательные задачи (3) 

принимают следующий вид: 
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Условие совместности этих линейных задач, записанное в форме триадного пред-
ставления (2) Манакова, имеет вид 

    1 2 1 1[ , ] 2 (ln( ) ln( ) ) .L L BL q q L      (9) 

В настоящей работе строятся новые точные периодические решения 
уравнений (1) и (6), (7). Статья организована следующим образом. Во втором 
разделе приводятся для удобства основные формулы метода  -одевания для 
уравнения 2DДС (1). В третьем и четвертом разделах представлены новые 
периодические точные решения различных типов уравнений 2DДС. 

1. Основные формулы метода - одевания для уравнений 2DДС 

В этом разделе приведены некоторые важные для дальнейшего изложения 
формулы метода  -одевания для уравнений 2DДС (1) (см. детали в [9]). 

Сначала постулируется нелокальная  -проблема [12–14] для волновой 
фунции  :  
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   (10) 

где   и R  в рассматриваемом случае – скалярные комплексные функции.  

Используется решение  -проблемы с канонической нормировкой, 1   

при   , эквивалентное решению следующего сингулярного интегрального 
уравнения:  
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Зависимость ядра R  -проблемы от пространственных и временных 
переменных , ,x y t  для уравнения 2DДС (1) имеет вид [19]:  
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Далее с использованием операторов «удлиненных» производных D i     , 

/D i      , 2 2 2/t tD       рассматриваемым нелинейным уравне-

ниям сопоставляются линейные вспомогательные задачи  
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для волновой функции  , связанной с волновой функцией  соответствующих 

задач (3) соотношением  ; , ,: F x y te    . 

Формулы реконструкции выражают полевые переменные вспомогательных 
задач (3), (14) через коэффициенты разложений волновой функции   в ряды в 

окрестностях точек 0   и    : 
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где коэффициенты 1  и 0  разложений, даются выражениями: 
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Нужные для построения решений V  и U  системы (4) формулы реконструкции 
потенциалов ,V  U  линейных вспомогательных задач (3), (14) в силу (14), (15) 

имеют следующий вид [19]: 

 0 0 1/ ,V U i          .  (18) 

В терминах полевых переменных ,p  q , связанных с потенциалами ,V  U  

/V q q   первой вспомогательной задачи (3), формулы реконструкции (18) 

дают [21]:  

 0 1 0, / ( ) / .q p U q i              (19) 

Возможность построения периодических решений 2+1 мерных интегрируемых 
нелинейных уравнений с помощью метода - одевания была продемонстрирована 
в работах Дубровского, Топовского, Басалаева на примерах уравнения Нижника–
Веселова–Новикова и двумерных обобщений уравнений Савады–Котера (2DCK) 
и Каупа–Купершмидта (2DKK) [20]. Развитую в указанных работах методику, как 
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показано в настоящей работе, можно применить и для построения новых точных 
периодических решений двумерных интегрируемых уравнений Дэви–Стюард-
сона, в частности для уравнения ДС-2. В настоящей работе изложены результаты 
по периодическим решениям (2+1)-мерных интегрируемых нелинейных уравне-
ний (4) и нескольких версий уравнений Дэви–Стюардсона 2DДС типа (1), (6) и 
(7). Показано, что метод  -одевания с успехом может быть применен для постро-
ения не только локализованных, но и периодических решений двумерных инте-
грируемых уравнений, при этом выясняется, что используемые приемы являются 
достаточно общими и не зависят от конкретного уравнения.  

2. Двумерное обощение нелинейного уравнения Шрёдингера. Случай 
одного слагаемого в ядре  -проблемы 

В данном разделе приводятся результаты вычислений периодических решений 
для систем уравнений (4), (6) и (7) для случая уравнений ДС-1, соответствующих 
выбору 1   и мнимым константам 0 ,i     0i   . Уравнение (7) при этом 

можно рассматривать как некоторое двумерное обобщение нелинейного уравне-
ния Шрёдингера.  

Выпишем некоторые ключевые формулы, необходимые для вычислений 
точных решений, для случая одного факторизованного  -образного слагаемого 
ядра 0R :  

 0 1 1 1( , ; , ) ( ) ( ).R a                (20) 

Интегральное уравнение (11) соответствующей  -проблемы для волновой 
функции   с канонической нормировкой 1   и указанным ядром дает 
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Из (21) определяем волновую функцию 1 1( , )    в точке 1, 1( )  : 
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1
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2
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
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Из (21), с учетом (23), определяем нужные для построения потенциалов V  и 
U  по формулам реконструкции (18) коэффициенты разложения 0 , 1  в ряды 

Тейлора в окрестностях точек 0   и     (15). Для указанных коэффициентов 
получаются следующие выражения: 
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  (24) 

здесь 1 1 1arg( ) .
2

F F i a
     

 
   

Для построения периодических решений необходимо удовлетворить условиям 

мнимости фазы 1F   в экспоненте:  
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


  (25) 

т. е. условиям 1 1    и 1 1   . Условие 1 1    приводит к соотношениям: 

 1 1 1 1,        
1 1 1 1

.
   
 

   
  (26) 

Условия (26) выполняются, в частности, при выборе чисто вещественных 

значений 1 1    и 1 1   . При этом выборе 1 1( , )  , что очевидно, второе 

условие    также удовлетворяется. 
С помощью формулы реконструкции (18) находим для потенциала U , с 

учетом соотношений (24) и (26), следующее выражение:  
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  (27) 

Условие вещественности для потенциала U U  с учетом вещественности 

1 1    и 1 1    приводит к соотношению 

 1 1 1 1
1 2 2

a
   

   . (28) 

Для коэффициентов разложения 0 , 1  с учетом условий (22), (24) получаются 

следующие выражения:  
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 (29) 
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Для потенциала U  из (27) получаем выражение 
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Из (30) при 1 1   и 1 1   находим: 
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Для полевой переменной q , используя (19), (29), получаем 
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Для переменной /p U q   из (31), (32) находим: 
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Полученные периодические решения для полей U , q  и p , что очевидно, 

являются сингулярными.  

3. Двумерное обощение нелинейного уравнения теплопроводности. 
Случай одного слагаемого в ядре  -проблемы 

В данном разделе приводятся результаты вычислений периодических реше-
ний для систем уравнений (1), (4), соответствующих выбору 1   и вещест-
венным константам 0 0,      . Систему (1) можно рассматривать как неко-

торое интегрируемое (2+1)-мерное обощение нелинейного уравнения теплопро-
водности:  
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  (34) 

Выпишем некоторые ключевые формулы, необходимые для вычислений точ-
ных решений системы (34), для случая одного факторизованного  -образного 
слагаемого ядра 0 :R  

 0 1 1 1( , ; , ) ( ) ( )R a            .  (35)  
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Интегральное уравнение (11) соответствующей  -проблемы для волновой 
функции   с канонической нормировкой 1   и указанным ядром дает 

   1 1( ) ( )1
1 1

1
( , ) = 1 2 , F Fe

a
i         
 

,  (36) 

где 
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 (37) 

Из (36) определяем волновую функцию 1 1( , )    в точке 1, 1( )  : 
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Из (16), (17), с учетом (38), определяем нужные для построения потенциалов 
V  и U  по формулам реконструкции (18) коэффициенты разложения 0 , 1  в 

ряды Тейлора в окрестностях точек 0   и     (15). Для указанных 
коэффициентов получаются следующие выражения: 
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где  

  1 1 1arg( ) / 2F F i a      .  (40) 

Для построения периодических решений необходимо удовлетворить условиям 
мнимости фазы 1F   в экспоненте:  
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  (41) 

т. е. условиям 1 1    и 1 1   , при которых должны выполняться соотно-

шения: 
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Cоотношения (42) выполняются, в частности, при выборе: 

 1 1.     (43) 

С помощью формулы реконструкции (18) находим для потенциала U , с учетом 
соотношений (39) и (43), следующее выражение:  
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  (44) 

Условие вещественности для потенциала U U , с учетом (44) приводит к 
соотношению 

 1 1 .Ra    (45) 

Для коэффициентов разложения 0 , 1  из формул (39), (40), с учетом формул 

(41), (45), получаются следующие выражения:  
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Для потенциала U  из (44) получаем выражение 
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Из (47) при 1 0R  и 1 0R  находим: 
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Для полевой переменной 0q   , используя (39), получаем 
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При 1 0R  и 1 0R  получаем 
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где 1arg( )  . Для полевой переменной 
U
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  из (47) и (49), получаем 
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При 1 0R  и 1 0R  получаем 
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где 1arg( )  .  

В терминах вещественных полей q  и p система уравнений (34) перепишется в 

следующей форме:  

 

1 1
0 0 0 0

1 1
0 0 0 0

2 ( ) 2 ( ) 0,

2 ( ) 2 ( ) 0.

t

t

q q q q pq q pq

p p p p pq p pq

 
     

 
     

        

        

        

        
  (53) 

Согласно построениям данного раздела система уравнений (53) имеет веществен-
ные периодические (сингулярные) решения:  
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4. Двумерное обощение нелинейного уравнения Шрёдингера. Случай 
двух слагаемых в ядре  -проблемы 

В данном разделе приводятся результаты вычислений периодических решений 
для систем уравнений (6) и (7), соответствующих выбору 1   и мнимым 
константам 0 ,i     0i   . Уравнение (7) при этом можно рассматривать как 

некоторое двумерное обобщение нелинейного уравнения Шрёдингера.  
Ядро - проблемы (задействованы точки 1 1( , )  и 1 1( , ))   имеет вид 

 0 1 1 1 1 1 1( , ; , ) ( ) ( ) ( ) ( ) .R a a                     

Волновая функция ( , )    имеет два простых полюса в точках 1    и 1   : 

( , ) = 1     

 1 1( ) ( ) ( ) ( )1 11 1
1 1 1 1

1 1
2 ( , ) ( , ) .F F F Fe e

a a
i       

            
  (55) 

Для коэффициентов разложения 1  и 0  волновой функции ( , )   из (55) в 

ряды Тейлора (15) по степеням   и 1 , в канонической нормировке 

01, 1    , согласно (16), (17), следуют выражения: 

  1 2
1 1 1 1 1 2 2= 2 ( , ) ( , ) ;F Fe ei a a 
           (56)  

 

1 21 1
0 1 1 2 2

1 1
= 1 2 ( , ) 2 ( , )F Fe e

a a
i i         
 

 ,  (57) 

где для указанных пар точек 1 1 1 1( , ) ( , ),      2 2 1 1( , ) ( , )      с учетом 

определений (22) величин ( )F   с 0 0,i i        имеют место выражения для 

1F  и 2F :  

 

 

1
2

1

1 2

1

2 2 2
2 2

0 1 1 0 0 0 1 12 2 4
1 1

1 1 2

1

2

4

( ) ( ) (, ;

2 2 ,

.

) ( )

R
R

R It

F i F i

i

F F F F

t i t





 
 

       

     

                  

     

  

 





  (58) 

Волновые функции 1 1( , )    и 2 2( , )    в силу (55) удовлетворяют системе 

уравнений:  

 

1 2

1 2

1
1 1 2 2

1 1

1 1
1 1 2 2

2 1 2 2

22 11 ( , ) ( , ) 1,
1 2

2 2
( , ) 1 ( , ) 1.

F F

F F

iaia
e e

ia ia
e e

 

 

 
             


 

               

  (59) 
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Система уравнений для 1 1( , )    и 2 2( , )   для указанных пар точек 

1 1 1 1 2 2 1 1( , ) ( , ), ( , ) ( , )          , с учетом определений 

 
 

1 2
1 1 1 1

1

, ,

arg

F Fi ia e a e a e a e

i a

    

 

 

 
  (60) 

принимает вид 

 

1 1
1 1 2 2

1 1I

1 1
1 1 2 2

1I 1

1 ( , ) ( , ) 1,

( , ) 1 ( , ) 1.

i i

R

i i

R

i a a
e e

a i a
e e

  

  

 
           


 

             

 

 
  (61) 

Детерминант системы (61) для выбора пар точек 1 1 1 1( , ) ( , ),      

2 2 1 1( , ) ( , )      имеет вид 

  
1

2 2
1 1 1 2

2 2
1 1

1
R

i i

R I

a a a
i e e e e     

 
     
    

   

 
2 2

1 1 1 2
2 2

1 1 1

2
1 sin .

R R I

a a
e e 

   
  

   (62) 

В силу неравенства  

 
2 2

1 1 1 1 12
2 2
1 1 11 1

2 2
1

R I IR R

a a a
e e e   

  
   

   (63) 

очевидно, что 0  , т. е. указанный детерминант не может обращаться в нуль, 
вычисляемые потенциалы будут несингулярны.  

Для волновых функций 1 1( , )    и 2 2( , )    из системы (61) получаем 

следующие выражения: 

 

1 1 1 1

1 1I 1 1I
1 1

1 1

( , ) ,

i i i

R R

i a a a
e e e     

  
   

    
 

  

   (64) 

 

1 1 1 1

1 1I 1 1I
2 2

1 1

( , ) .

i i i

R R

i a a a
e e e  

  
   

    
 

  

   (65) 

Подстановкой (64) и (65) в (56) находится 1 :  

1 1 1 1
1 1 1

1 1I 1 1I

2
1 1i i i i

R R

a ai
a e e a e e     


      

          
         

     

   1
1 1

42
cos .i i i a ei

a e a e


       
 

    (66) 
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Подставляя (64) и (65) в (57), получаем выражение для полевой переменной q :  

2 22 2 2
1 1 1 1 1 1 1

0 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

4 4 4 8
1 sin 1 sinR

R I

a e a e a e a e
q i

               
           

    

 
  22 2 2

1 1 11 1
2 2

1 1 1 1

44
sin .

R II

R I

a ea e
i

           
 

   (67) 

По формуле реконструкции (18) определяем потенциал U: 

1 =U i        

 
2 2 22 2

1 1 1 1 1
2 2 2 22 2

1 1I1 1

16 8 1 sin ,R

R

a e a e a e            
       

   (68) 

здесь согласно формулам (58), (60) и (62), (63)  

2 2 2
1 1 2

2 2
11 1I

2
1 sin

RR

a e a e 
    

 
 ,   1

1 12
1

2 2 arg( )R
R a


     


  . 

Легко проверяется также, что в соответствии с (67) и (68) выполняется 

соотношение 2U qq q    :  

 

22 2
1 1 1

2 2
1 1

22 2 2 2
1 1 11 1

2 2
1 1 1 1

4 8
1 sin

44
sin

R

R II

R I

a e a e
qq

a ea e

 



     
     

            
 





 

 
2 2 22 2

1 1 1 1 1
2 2 2 22 2

1 1I1 1

1 16 8 1 sin ,R

R

a e a e a e U
            

        
  (69) 

откуда для переменной p U q  получается выражение 

2 2
1 1 1

2 2
1 1

4 8
1 sinR a e a e

p q
         

     
  

 
  22 2 2

1 1 11 1
2 2

1 1 1 1

44
sin .

R II

R I

a ea e
i

            
 

   (70) 

Формула (67) для q  с учетом (62), (63) представляет собой несингулярное 

периодическое решение двумерного обобщения нелинейного уравнения 
Шрёдингера (7).  
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Заключение 

Пара нелинейных уравнений Дэви и Стюардсона (2DДС), полученая в их клас-
сической работе, описывает эволюцию трехмерного волнового пакета в бассейне 
конечной глубины. Система уравнений Дэви–Стюардсона (1) сводится в частных 
случаях специального выбора вещественных констант 0 ,    0    или 

мнимых констант 0 ,i     0i     соответственно к нелинейным двумерным 

обобщениям уравнений теплопроводности (34) и нелинейного уравнения Шрё-
дингера (7). Сейчас многочисленные эксперименты, подтверждающие существо-
вание локализованных и периодических структур в Бозе-конденсате, особым  
образом ставят задачу о построении новых периодических решений (несингуляр-
ных и локализованных) для двумерного обобщения НУШ. В разделе 4 получено 
периодическое несингулярное, но не локализованное решение НУШ. 
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CONSTRUCTION OF EXACT PERIODIC SOLUTIONS OF THE NONLINEAR 
DAVEY-STEWARDSON EQUATION SYSTEM USING THE DIBAR-

DRESSING METHOD 

 Dubrovsky V.G., Topovsky A.V., Ostreinov Yu.M. 
Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

 
Fifty years ago, a method for integrating nonlinear differential equations called the inverse 

scattering method was discovered. In this case an integrable nonlinear equation is treated as a 
consistency condition for the corresponding linear auxiliary problems. The main idea underlying 
this method, namely the reduction of the problem of the exact integration of nonlinear equations 
to the solution of a number of auxiliary linear problems, proved to be unusually fruitful. As it 
turned out, the method of the inverse scattering problem is applicable to wide classes of ordinary 
nonlinear differential equations, nonlinear partial differential equations, difference, integro-
differential and other equations. 

 Many of nonlinear equations integrated by the inverse problem method, such as the 
Korteweg de Vries equation, the nonlinear Schrödinger equation, the sine-Gordon equation, the 
one-dimensional Heisenberg ferromagnet equation, the resonance wave interaction equation, the 
Kadomtsev-Petviashvili equation, and others have a high degree of universality and occur in the 
most diverse fields of physics. In general, non-linear integrable equations and their localized soli-
ton solutions have a wide field of application from the theory of gravity and the quantum field 
theory, plasma physics and nonlinear optics to hydrodynamics and solid state physics. 

On the example of the Davy-Stewardson equation this paper demonstrates the principal possi-
bility of constructing exact periodic solutions of two-dimensional integrable nonlinear equations 
in the framework of the Zakharov-Manakov dressing method.  

Keywords: Integrable nonlinear equation, method of  -dressing, two-dimensional integrable 
generalization of Davey-Stewardson equation (2DDS), solutions with functional parameters, 
periodic solutions. 
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