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Рассмотрена задача оценки параметров универсального лямбда-распределения методом 
моментов. Описаны способы вычисления моментов, такие как классическое среднее, усе-
ченное среднее, винзоризированное среднее, среднее по шорту. С помощью вычислитель-
ных экспериментов показана эффективность применения робастных оценок для идентифи-
кации лямбда-распределения. Получено, что при отсутствии в выборке аномальных 
наблюдений наиболее точные результаты оценивания показал метод моментов на основе 
классических оценок моментов, при появлении выбросов оценки лямбда-распределения 
полученные методом моментов на основе усеченного среднего и винзоризированного 
среднего являются наиболее точными, а метод моментов с использованием среднего по 
шорту некорректно описывает форму распределения. Данная идея идентификации лямбда-
распределения была применена в алгоритмах модификаций разработанного авторами ранее 
метода адаптивного оценивания параметров регрессионных зависимостей. Авторами было 
проведено исследование данных алгоритмов при различных условиях вычислительных 
экспериментов. Получено, что при идентификации лямбда-распределения в случае отсут-
ствия в выборке выбросов наиболее точные результаты показал метод моментов на основе 
классических моментов. При появлении в выборке грубых ошибок наблюдений более точ-
ные результаты оценивания дают предложенные модификации метода моментов, что гово-
рит об их устойчивости. 
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Введение 

Проведение статистического анализа данных часто приводит к необходимости 
построения уравнений, описывающих наблюдаемые взаимосвязи между входны-
ми и выходными переменными. Для решения таких задач, как правило, предпо-
чтение отдается методам регрессионного анализа, одной из задач которого явля-
ется поиск оценок неизвестных параметров регрессионных зависимостей. 

Известно, что классические методы оценивания параметров регрессионных 
моделей, например метод максимального правдоподобия (ММП), требуют нали-
чия априорной информации о виде распределения, которой у исследователей, как 
правило, нет. Поэтому в работе [1] предложен подход к адаптивному оцениванию 
параметров регрессионных зависимостей с использованием обобщенного лямбда-
распределения (GL-распределение), который позволяет получать оценки при раз-
личных распределениях случайных ошибок, таких как нормальное, экспоненци-
альное, Вейбулла, логнормальное, гамма-распределение и другие [2, 3]. Однако 
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для применения этого подхода необходимо на каждой итерации проводить оцени-
вание параметров GL-распределения. Используемый авторами для этого метод 
моментов сильно зависим от качества оценок моментов, которое, при наличии в 
выборке даже небольшой доли выбросов, может оказаться весьма низким. Следу-
ет также отметить, что чем более высокий порядок моментов используется, тем 
острее проявляется данная проблема. 

В связи с этим задача построения алгоритмов для вычисления робастных оце-
нок моментов является весьма актуальной. Очевидно, что наличие устойчивых 
оценок моментов позволит не только получить качественные оценки параметров 
GL-распределения, но и значительно улучшить оценки параметров регрессионных 
зависимостей. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим регрессионное уравнение вида 
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распределения следующим образом [2]: 
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1 2 3 4( , , , , )i Q u      , 1, ...,i n . 

В данной работе предполагается унимодальность плотности распределения 
ошибок, что позволяет применять ММП для оценивания параметров регрессион-
ных моделей. Кроме того, имеют место следующие предположения [3,4]: 

 ( ) 0E   ; T 2( )E I   , 2   , ( )rg X m . (3) 

Таким образом, задача состоит в том, чтобы по имеющимся исходным данным 
(значениям отклика и входных факторов) как можно точнее оценить вектор неиз-
вестных параметров уравнения регрессии (1). 
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2. Идентификация GL-распределения с использованием робастных  
оценок моментов 

Как уже отмечалось, GL-распределение имеет четыре неизвестных параметра, 
поэтому для использования метода моментов достаточно иметь информацию о 
значениях первых четырех моментов. Однако на практике такой информации у 
исследователя, как правило, нет. Следовательно, разрабатываемые алгоритмы 
должны извлекать данную информацию из выборки, проводя оценивание значе-
ний моментов до требуемого порядка. Именно с этого и начинается алгоритм реа-
лизованного в [1] метода моментов [2]: 

 для выборки 1 2, ,..., NX X X  вычисляются выборочные моменты [6, 7]: 
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 значения данных моментов приравниваются к значениям теоретических для 
GL-распределения, которые вычисляются по формулам [2]: 
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 оценки параметров 1 4, ...,   GL-распределения находятся путем решения 

системы уравнений  

 ˆi i   , 1,4i  . (5) 
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Нетрудно заметить, что используемые здесь оценки моментов являются клас-
сическими оценками, которые очень чувствительны к появлению в выборке гру-
бых ошибок наблюдения. Именно это обстоятельство приводит к резкому сниже-
нию качества оценок параметров распределения метода моментов. В этой связи 
авторами предлагается вместо классических оценок (4) воспользоваться робаст-
ными оценками моментов. В качестве таких оценок в данной работе рассматри-
ваются три альтернативных варианта, которые описаны ниже. 

Усеченное среднее порядка  вычисляется следующим образом [8,9]: 
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k    . При использовании данной формулы исключаются крайние эле-
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Винзоризированное среднее порядка   равно [8, 9] 

  
1

( )
( 1) ( ) ( )

2

1
( 1)

N k

ws k N k i
i k

X k X X X
N

 


 
 

 
     

 
 , (7) 

т. е. «крайние» элементы вариационного ряда, исключаемые из выборки, заменя-
ются на ( 1)kX   и ( )N kX   соответственно. 

Среднее по шорту представляет собой следующее соотношение [8, 10]: 
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где N N  . Новый вариационный ряд (1) (2) ( ), , , G     получается из исход-

ного путем поиска части вариационного с наименьшим размахом. 
Приведем результаты исследования точности идентификации параметров GL-

распределения случайной величины   методом моментов с использованием рас-

смотренных выше способов их оценивания. Для того чтобы провести сравнение 
точности оценивания параметров 1 2 3 4( , , , )     GL-распределения при различ-

ных засорениях была взята функция распределения случайной величины   сле-

дующего вида: 

    1 1 1 1 2 2 3 4
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где 1GLD  и 2GLD  – функции GL-распределения с параметрами  1 1 1 1
1 2 3 4, , ,     

и  2 2 2 2
1 2 3 4, , ,     соответственно,   – доля выбросов. При 0   случайная ве-

личина   будет иметь распределение 1GLD , а при 1   – 2GLD . 

В работе были рассмотрены три варианта распределения случайной величи-
ны : 

1) нормальное распределение (0,1)N , которое является частным случаем GL-

распределения с параметрами ист (0, 1.418, 0.161, 0.161)  ; 

2) симметричное GL-распределение с параметрами ист (0, 1, 0.5, 0.5)  ; 
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3) асимметричное (с левой асимметрией) GL-распределение с параметрами 
ист (0, 1, 0.5, 0.002)  . 

В качестве показателя точности нахождения неизвестных параметров 

1 2 3 4( , , , )     было взято следующее соотношение: 

  4 2ист

1

GL
i i

i
    .  

Все исследования проводились с помощью вычислительных экспериментов, 
которые заключались в генерации выборок значений случайной величины  , 

имеющей распределения вида 1–3, объемом 1000 наблюдений и оценивании па-
раметров GL-распределения, количество экспериментов 500. Для поиска неиз-
вестных параметров применялся метод моментов с использованием следующих 
оценок моментов: классические моменты, вычисляемые по (4); усеченное среднее 
(6); винзоризированное среднее (7); среднее по шорту (8). В качестве итогового 

было взято усредненное по 500 выборкам значение показателя точности GL .  

Приведем результаты исследования точности оценивания параметров GL-
распределения при отсутствии выбросов для всех рассмотренных выше вариантов 
распределений в 1–3. В табл. 1 в столбце, отмеченном 1, приведены результаты 
идентификации GL-распределения для варианта распределения 1; в столбце, от-
меченном 2, представлены результаты для распределения вида 2, и в столбце, от-
меченном 3, – результаты для распределения вида 3. 

Таблица 1 / Table 1 

Точность оценивания  параметров GL-распределений GL   

при отсутствии выбросов 

The accuracy of estimating the parameters of GL-distributions GL  

when there are no outliers  

Распределение случайной величины 1 2 3 
Усеченное среднее 1,750E-01 1,558E-01 5,126E-01 

Винзоризированное среднее 6,376E-02 1,677E-02 4,057E-01 
Среднее по шорту 1,571E-01 4,333E-02 6,879E+01 

Классическое среднее 3,189E-05 3,054E-05 4,331E-02 

 
Как видно по табл. 1, при отсутствии выбросов в выборке наиболее точные ре-

зультаты были достигнуты с использованием классических оценок, что можно 
объяснить использованием всей имеющейся в выборке информации. Кроме того, 
следует отметить, что наиболее точные результаты оценивания параметров GL-
распределения получены всеми методами при симметричном виде распределения 
(случаи 1 и 2). Также по проведенным исследованиям было замечено, что все ме-
тоды идентификации сохраняют симметрию либо асимметрию формы распреде-
ления случайной величины. 

Далее был рассмотрен случай появления выбросов в выборке, т. е. функция 
распределения   представлена в виде (9). В качестве 1GLD  выступают описан-

ные выше распределения для вариантов 1–3. В качестве распределения аномаль-
ных наблюдений 2GLD  было рассмотрено то же распределение, но с большей 

дисперсией. В терминах GL-распределения за величину масштаба отвечает пара-
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метр 2 , связь обратная и для моделирования была взята величина 2 1
2 20.35   , 

доля выбросов 0.1  . 

В табл. 2 представлены результаты исследования точности оценивания пара-
метров GL-распределения. По таблице видно, что при появлении в выборке вы-
бросов наиболее точные результаты показали оценки моментов с использованием 
(6) и (7).  

Таблица 2 / Table 2 

Точность оценивания параметров  GL-распределений  
при появлении выбросов, 0.1   

The accuracy of estimating the parameters of GL-distributions  
when outliers exist, 0.1   

Распределение случайной величины 1 2 3 
Усеченное среднее 3,201E-02 6,992E-02 7,647E-02 

Винзоризированное среднее 1,781E-02 1,094E-01 5,023E-02 
Среднее по шорту 8,784E-02 4,216E-01 1,916E-01 

Классическое среднее 3,673E-01 3,660E-01 1,686E-01 
 
Рассмотрим графики (рис. 1) восстановленных функций плотности распреде-

лений для засоренного нормального и асимметричного GL-распределений, случаи 
1 и 3, на примере одной выборки объемом 1000 наблюдений.  

 

     
а б 

Рис. 1 – Графики восстановленной плотности распределения для случаев распределений: 
а – 1; б – 2  

Fig. 1 – Plots of the reconstructed distribution density for cases of distributions:  
a – 1; b – 2 

Как видно из рис. 1, восстановленные функции плотности с использованием 
оценок моментов, полученных на основе соотношений (6)–(7), описывают форму 
распределения ближе к истинному. Особенно следует отметить, что восстановлен-
ная функция плотности, полученная методом моментов с использованием среднего 
по шорту, наихудшим образом описывает форму истинного распределения, по-
скольку у нее отсутствуют «хвосты» распределения. Кроме того, представленные в 
табл. 2 результаты показали, что усредненные оценки параметров GL-распре-
деления, полученные с использованием моментов, вычисленных по (7), также менее 
точные по сравнению с другими робастными оценками, поэтому в дальнейшем этот 
способ вычисления значений моментов авторами не рассматривался. 

Усеченное 
среднее 
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3. Модификации алгоритмов адаптивного оценивания параметров  
регрессии с использованием робастных оценок моментов 

Перейдем к рассмотрению регрессионных зависимостей. Поскольку приведен-
ные выше результаты исследований показали, что идентификация GL-
распределения c использованием метода моментов на основе робастных оценок 
дает более устойчивые результаты к появлению в выборке выбросов, то возникает 
идея разработки модификаций представленного в работе [1] алгоритма адаптив-
ного метода. В рамках таких модификаций предполагается проводить идентифи-
кацию параметров GL-распределения методом моментов с использованием ро-
бастных оценок моментов усеченного среднего и винзоризированного среднего. 

Будем проводить сравнение точности нахождения оценок ̂  вектора неизвест-
ных параметров   с использованием вычислительных экспериментов. Для оцени-
вания параметров регрессии были взяты адаптивные методы с использованием 
классической и робастных оценок среднего (6) и (7), применяемых в методе мо-
ментов для идентификации параметров GL-распределения. Поскольку авторами 
ранее в работе [1] проводилось сравнение точности оценок, полученных адаптив-
ным методом и методом наименьших квадратов (МНК), были показаны преиму-
щества первого метода, поэтому МНК в данной работе рассматриваться не будет. 

В качестве исследуемой использовалась следующая модель: 

  1 2 1 3 2i i i iy x x        , 1,...,i n ,  

где количество регрессоров 3m  , количество испытаний 500n  , значения 

входных факторов  ijx  выбирались из отрезка [0,1] , T
 ист (1, 1.5, 2)  . Случай-

ные ошибки i , 1,...,i n  моделировались независимыми и одинаково распреде-

ленными с функцией распределения вида (9). 
В качестве показателя точности нахождения оценок различными методами ис-

пользовалось следующее соотношение: 

 
 

2ист

2ист1

ˆm
i i

i
i



  
 


 . 

Проведем исследование точности оценивания параметров регрессионных за-
висимостей при следующих распределениях случайных ошибок. 

I. Нормальное распределение (0, 0.1)N . 

II. Асимметричное распределение (0, 4, 0.5, 0.002)GLD . 

Для различных значений   проводилось по 500 вычислительных эксперимен-

тов. Каждый такой эксперимент заключался в моделировании выборки исходных 
данных в соответствии с моделью (9) с последующим оцениванием параметров 
этой модели рассмотренными выше методами: наименьших квадратов и адаптив-
ными методами с использованием классической и робастных оценок среднего.  
В качестве итогового показателя точности оценивания   использовались усред-

ненные по 500 экспериментам значения. 
Рассмотрим случаи отсутствия выбросов, т. е. ошибка измерений имеет распре-

деления, описанные для случаев I и II, 0  , а также появления в выборке выбро-

сов, т. е. функция распределения ошибки представлена в виде (9). В качестве  
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распределения ошибок аномальных наблюдений 2GLD  будем рассматривать то 

же распределение, но с большей дисперсией. 
В табл. 3 представлены результаты сравнения точности оценивания неизвест-

ных параметров регрессии для данных случаев. Для удобства представления ре-
зультатов введем следующие обозначения адаптивных методов на основе метода 
моментов: 

 «классический метод» – с использованием классической оценки моментов 
для идентификации параметров GL-распределения; 

 «усеченное среднее» – с использованием оценки усеченного среднего для 
оценки моментов для идентификации параметров GL-распределения; 

 «винзоризированное среднее» – на основе винзоризированного среднего для 
оценки моментов для идентификации параметров GL-распределения. 

Как видно из табл. 3, при отсутствии в выборке выбросов ( 0)   при распре-

делении случайной ошибки вида I все исследуемые методы дают близкие резуль-
таты оценивания. Наилучшие результаты оценивания показал адаптивный метод 
на основе классического метода моментов, это связано с тем, что идентификация 
распределения проводится по всем наблюдениям. 

Таблица 3 / Table 3 

Точность оценивания параметров регрессионных зависимостей   

The accuracy of estimating regression model parameters   

Доля выбросов  0 0,05 0,1 0,15 
I «Классический метод» 1.39E-05 1.597E-04 3.503E-01 2.304E-01 
 «Усеченное среднее» 4.36E-05 2.700E-04 3.913E-03 1.249E-02 
 «Винзоризированное среднее» 1.03E-05 2.048E-04 5.143E-03 1.636E-02 

II «Классический метод» 1.486E-04 3.086E-03 3.503E-01 2.304E-01 
 «Усеченное среднее» 4.712E-04 1.026E-03 3.319E-03 1.249E-02 
 «Винзоризированное среднее» 7.294E-04 6.367E-04 5.143E-03 1.636E-02 

 
Как видно из табл. 3, при появлении в выборке аномальных наблюдений 

наиболее точные результаты дают методы адаптивного оценивания на основе ро-
бастных оценок (6)–(7). Это свидетельствует о том, что предложенные модифика-
ции адаптивного метода обладают свойством устойчивости и их можно рекомен-
довать для оценивания при наличии в выборке грубых ошибок наблюдений. 

Заключение 

В статье рассмотрена задача оценивания параметров регрессионных зависимо-
стей. Предложены модификации метода адаптивного оценивания неизвестных 
параметров регрессионного уравнения, основанные на идентификации GL-распре-
деления с использованием устойчивых методов оценивания моментов. С по-
мощью вычислительных экспериментов подтверждена работоспособность данных 
модификаций. Проведено сравнение результатов работы данных методов с ре-
зультатами, полученными разработанным ранее адаптивным методом. Получено, 
что в случае отсутствия аномальных наблюдений адаптивный метод, основанный 
на классическом методе моментов для идентификации GL-распределения, дает 
наиболее точные результаты. При появлении выбросов в выборке наилучшие ре-
зультаты оценивания показывают адаптивные методы, основанные на робастных 
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методах вычисления моментов, таких как усеченное и винзоризированное сред-
ние, для идентификации GL-распределения, что говорит об устойчивости к гру-
бым ошибкам наблюдений данных модификаций.  
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ROBUST ESTIMATES OF MOMENTS IN THE IDENTIFICATION  
OF GENERALIZED LAMBDA-DISTRIBUTION  

WITHIN THE ADAPTIVE REGRESSION MODEL ESTIMATION 

Timofeev V.S., Khailenko E.A. 
Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

 
The problem of estimation Generalized Lambda-distribution parameters using he method of 

moments is investigated. The methods for calculating the moments are described, such as the 
classical mean, truncated mean, vizorized mean, and average by shorts. The effectiveness of ap-
plying robust estimates for the identification of Lambda Distribution is shown using computation-
al experiments. It was revealed that the method of moments based on classical moment estimates 
provided the most accurate results of the estimation lambda-distribution parameters when there 
were no outliers in the sample. When there were outliers in the sample: estimates of the General-
ized Lambda -distribution obtained by the method of moments based on the truncated mean and 
vinsorized mean, the results were most accurate. The method of moments using the mean by 
shorts incorrectly describes the shape of the distribution. This idea of identifying the Generalized 
Lambda -distribution was applied to algorithms of modification developed by the authors before 
the method of adaptive estimation of regression model parameters. These algorithms were studied 
under various conditions of computational experiments. The most accurate results were obtained 
by the adaptive method using the method of moments based on classical estimates in the case 
when there were no outliers in the sample. When outliers exist in the sample,the most accurate 
results were obtaied by the adaptive method using the method of moments based on robust esti-
mates. These results show the robustness of these modifications. 
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