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Во многих реальных задачах обнаружения и различения сигналов априорно неопреде-

ленными являются как форма распределения шума, так и ряд параметров сигналов и по-
мех. Поэтому в настоящее время практическое применение находят те алгоритмы, у кото-
рых показатели качества оказываются устойчивыми к изменению сигнально-помеховой 
обстановки. Устойчивость алгоритма к ряду дестабилизирующих факторов может быть 
обеспечена на этапе синтеза. Однако в большинстве случаев на этапе синтеза алгоритма не 
удается обеспечить независимость средних потерь от распределения шума, вследствие чего 
возникает необходимость оценки устойчивости средних потерь алгоритмов в условиях 
непараметрической априорной неопределенности. Такую устойчивость принято называть 
робастностью. В настоящей работе предлагается коэффициент асимптотической робастно-
сти, с помощью которого можно оценить устойчивость асимптотических алгоритмов к 
изменению плотности распределения вероятностей шума. Данный коэффициент представ-
ляет собой относительную меру помехоустойчивости алгоритма при некотором распреде-
лении 1p  по сравнению с помехоустойчивостью при распределении 2p  и может быть ис-

пользован для обоснования выбора алгоритма при решении конкретных задач. 
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Введение 

Качество обработки сигналов зачастую определяется не только собственными 
шумами приемного устройства системы, но и внешними помехами. Например, 
помехами множественного доступа в многопользовательских системах связи, об-
щими и селективными замираниями сигнала в канале передачи, мешающими сиг-
налами от сторонних систем, умышленными помехами различного типа. В ре-
зультате распределение наблюдаемых данных характеризуется высоким уровнем 
априорной неопределенности.  

Для решения проблемы априорной неопределенности многими авторами 
предложены самые различные параметрические и непараметрические подходы. 
Чаще всего априорная неопределенность преодолевается не на этапе синтеза ал-
горитма обнаружения и различения сигналов, а эвристически. Особое внимание в 
литературе в последнее время уделяется построению робастных алгоритмов, эф-
фективность которых остается приемлемой при отклонении распределения 
наблюдаемых данных от использованного на этапе синтеза. Под робастностью 
алгоритма понимается его свойство сохранять в определенных пределах показа-
тели качества в условиях априорной неопределенности сигнально-помеховой об-
становки. В основу робастных алгоритмов положена, как правило, идея нелиней-
ного безынерционного преобразования наблюдаемых данных [1]. Так как совре-
менные радиотехнические и телекоммуникационные системы используют сигна-
лы с большой базой, то зачастую при синтезе алгоритмов обнаружения и различе-
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ния сигналов используют асимптотический подход [2, 3]. Во всех случаях для 
оценки эффективности предложенных алгоритмов требуется их сравнение друг с 
другом и с оптимальным при различных распределениях наблюдаемых данных. 
Для этого авторы обычно используют два подхода: статистические испытания 
алгоритма (моделирование на ЭВМ) и асимптотический анализ. При первом под-
ходе из-за ограничений вычислительной мощности современных компьютеров 
практически невозможно получить характеристики алгоритмов при малых уров-
нях значимости или вероятностях ошибочных решений. При втором подходе, хо-
тя он и оправдан при использовании сигналов с большой базой, часто возникают 
непреодолимые математические трудности. Кроме того, в работах [2, 3] для оцен-
ки эффективности алгоритмов предложено использовать коэффициент асимпто-
тической относительной эффективности, с помощью которого оценивается своего 
рода «расстояние» между характеристиками помехоустойчивости двух алгорит-
мов, имеющих одинаковый уровень значимости. Один из этих алгоритмов высту-
пает в роли базового алгоритма, с которым сравнивается исследуемый алгоритм. 
Но все перечисленные подходы не дают ответа на вопрос: какова степень робаст-
ности предложенного алгоритма? Насколько он устойчив к изменению вида рас-
пределения шума? В настоящей работе предлагается количественная мера асимп-
тотической робастности алгоритмов с безынерционным преобразованием наблю-
даемых данных – коэффициент асимптотической робастности. Данный коэффи-
циент может быть использован для обоснованного выбора алгоритма при реше-
нии конкретных задач. В качестве примера приводится анализ робастности пред-
ложенных авторами ранее в работах [4, 5] асимптотически робастных инвариант-
ных алгоритмов обнаружения сигналов. 

1. Исходные посылки для анализа алгоритма 

Рассмотрим типичную для практики задачу обнаружения и различения сигна-
лов на фоне аддитивного стационарного шума. Выборка из шума считается неза-
висимой с маргинальной (одномерной) плотностью распределения вероятности 
(ПРВ), отличной в общем случае от плотности распределения Гаусса. ПРВ 
наблюдаемой выборки 1( , , )nx xx   в отсутствие сигнала принадлежит семей-

ству распределений 
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где ( )p t  – плотность распределения вероятностей шума; ( )w t  – распределение 

с единичным масштабом, принадлежащее некоторому заданному множеству 
распределений; W  – модели непараметрической априорной неопределенности;  

  – параметр масштаба; ( )n S θ  – сигнальный вектор; n n   , (0, )   – 

энергетический параметр сигнала;   nS θ , ( )
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1, , N    θ  – неэнергетический параметр сигнала с нормой 1θ ; 
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( ) ,  1, ...,k k m  , – непересекающиеся множества значений параметра θ , m – 

число альтернатив при наличии сигнала;   ( )( ) ( )
1 , , ,  1, ...,nS S N   S   – 

ортогональный базис сигнала. 
Априорно неопределенными могут быть вид ПРВ ( )w t , а также значения па-

раметров   и  . Задача обнаружения и различения сигнала формулируется как 
задача проверки следующих гипотез: 
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Алгоритм обнаружения и различения сигналов зададим решающими функци-

ями ( ) ( )k
n x , которые представляют собой вероятности принятия решения в поль-

зу гипотез kH . В связи с тем, что совокупность всех выносимых решений обра-
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Будем полагать, что качество алгоритма оценивается суммарными средними 

потерями 
1
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m
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      при заданном уровне   вероятности ложной тревоги, 

где ( )k   – средние потери при справедливости гипотезы kH , причем функция 

( )   является монотонной функцией своих аргументов. 

ПустьF  – множество функций безынерционного преобразования наблюдае-
мой выборки. Решающие функции алгоритма выразим через векторные статисти-

ки      ,( ), ( ), , 1, , ,  ( )n nf t f t N f t      ξ x x F , компоненты которых 

определены в форме 
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причем в асимптотике при n   статистика (4) имеет распределение Гаусса. 
Будем полагать, что все функции ( )f t  множества F  удовлетворяют следую-

щим условиям: 
а) в отсутствие сигнала предельным распределением статистики (4) является  

N-мерное распределение Гаусса с конечным средним  (0) ( )f ta  и корреляционной 

матрицей  2 ( )w f t R I , где дисперсия     22 ( ) M ( ) ( ) ( )w wf t f t m f t w t     , 

   ( ) M ( ) ( )wm f t f t w t . Здесь и в дальнейшем I  – единичная матрица размера 

N N , M   – оператор математического ожидания;  

б) при наличии сигнала с параметрами   и θ  у предельного распределения 

статистики (4) матрица R  не изменяется, а векторное среднее  (1) ( )f t a  

   (0) ( ) ( )wf t f t
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О КОЛИЧЕСТВЕННОЙ МЕРЕ… 97

Дополнительно считаем также, что выполнены условия, обеспечивающие сле-
дующие сходимости по вероятности: 

      ( ), ( ) 0 ( )n nf t f t f t    ξ x ξ x F , (5) 

где статистика    ( ) ( ),  ( )n n nf t f t    ξ x ξ x x


.  

В общем случае  (0) ( ) 0f t a , что приводит к смещению распределения ста-
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ства  (0) ( ) 0 f t a при всех ( )f t F . 
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При произвольной функции ( )f t F  величина       ( ) Mw f t f t w t    мо-

жет быть как положительной, так и отрицательной. В связи с этим величина 

 ( )w f t  при всех ( )f t F  представляется в форме  ( )w f t   

   sgn ( ) ( )w wf t f t      , где sgn( )t  – знаковая функция. В случае  (0) ( )f t a  

0 ( )f t  F  среднее предельного распределения статистики (4) выражается в 

виде    ( ) ( )wf t f t
  


a θ , где  sgn ( )w f t   θ θ . 

Множеству F  принадлежат многие функции безынерционного преобразова-
ния наблюдаемой выборки, в частности логарифмические производные распреде-
лений шума с конечной информацией Фишера.  

Замечая, что компоненты базисных векторов ( )S на практике всегда ограни-
чены и принимая во внимание ортонормированность этих векторов, можно с по-
мощью центральной предельной теоремы Линденберга и формулы Тейлора уста-
новить, что условия a и b выполняются при следующих посылках. 

Функции ( )f t F  имеют непрерывные почти всюду производные ( )f t  и 

( )f t . Производные ( ), ( )f t f t   равномерно ограничены: ( )f t C  , ( )f t C   

при всех ( , )t   , C   . 

Функции ( )f t F  удовлетворяют условию  20 M ( ) ( )f t w t   . Перечис-

ленные посылки достаточны также для сходимости (4), если смещение  (0) ( )f ta  

устраняется. 

Благодаря сходимости (5) статистики   ( ),n f t ξ x  и   ( )n f tξ x  имеют об-

щее предельное распределение. Поэтому в случае  (0) ( ) 0f t a  предельным рас-

пределением статистики   ( )n f tξ x  является N-мерное распределение Гаусса с 
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корреляционной матрицей  2 ( )w f t R I  и векторным средним  ( )f t a  

 ( )w f t   θ , где   =  и  sgn ( )w f t   θ θ .  

В работе [6] показано, что решающие функции алгоритма обнаружения и раз-
личения сигналов с функцией преобразования наблюдаемых данных ( )f t F  

представляются в форме 
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где оценка сигнального параметра  
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множество  ( ) ( ) k k     θ θ θ ;  , ( )С f t  – пороговая константа, обеспе-

чивающая заданный уровень вероятности ложной тревоги. Причем асимптотиче-
ские потери алгоритма монотонно убывают с ростом величины 

      ( ) ( ) ( )w w wh f t f t f t      . (8) 

Таким образом, потери могут быть выражены как 

    | ( ) ( )wf t Q h f t       , (9) 

где ( )Q   – единая для всех алгоритмов монотонно убывающая функция. Этот 

факт позволяет оценивать эффективность алгоритмов на основе сравнения вели-
чин  ( )wh f t  . 

2. Количественная мера робастности алгоритмов обнаружения  
и различения сигналов 

Выделим алгоритм с безынерционным преобразованием ( )f t F  наблюдае-

мой выборки и определим, каким должно быть соотношение значений энергетиче-
ских параметров сигнала, чтобы обеспечить одинаковость асимптотических сред-
них потерь при разных плотностях 1 1( ) (1/ ) ( / )p t w t    и 2 2( ) (1/ ) ( / )p t w t    
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распределения шума. Здесь 1( )w t  и 2 ( )w t  – распределения с единичным масшта-

бом, которые принадлежат некоторой модели W . Пусть   и   – корни урав-

нений 

 
 

 
1

2

, ( ) ,

, ( ) .

w

w

Q h f t

Q h f t

    

    




 (10) 

Тогда с учетом равенства      1 2
, ,w wh f t h f t     и монотонности функ-

ции  Q   получим 

 
   
   

1 2

2 1

( ) ( )
.

( ) ( )

w w

w w

f t f t

f t f t




 


  
 (11) 

Отношение     показывает то изменение энергетического параметра  , 

которое необходимо для поддержания заданного уровня асимптотических сред-
них потерь при замене плотности 1w  на плотность 2w . В соответствии с (11) ко-

эффициент асимптотической робастности (КАР) выражается в форме 

 
   
   

1 2
1 2

2 1

,

( ) ( )
.

( ) ( )

w w
Rw w

w w

f t f t
K

f t f t

 


 
 (12) 

Пусть W – множество плотностей распределения шума, в пределах которого 
требуется исследовать робастность алгоритма, оптимального для распределения 

1( )w t . В соответствии с (12) алгоритм считается робастным в пределах данного 

множества, если 
1 2, 21 ( )Rw wK w t  W , т. е. его характеристики для всех рас-

пределений из класса W  будут не хуже, чем для распределения 1( )w t . Учиты-

вая, что минимальные асимптотические потери при распределении шума ( )w t  

имеют место при функции нелинейного преобразования ( ) ( )wf t t   [6],  

где 
( )

( ) ln ( )
( )w

d w t
t w t

dt w t


      и что    ( ) ( )w w w w wt t I     , wI   

2 ( ) ( )w t w t dt



   – информация Фишера, получим  

1 2
2

1
,

w
Rw w

w

I
K

I
 . 

Таким образом, алгоритм, оптимальный для распределения 1( )w t , является 

робастным для тех распределений шума, у которых информация Фишера 

2 1w wI I , причем с увеличением значения 2wI  его коэффициент робастности 

уменьшается. 
Предложенная количественная мера робастности алгоритмов – коэффициент 

асимптотической робастности позволяет оценить степень робастности прак-
тически любых асимптотических алгоритмов и выявить возможности их опти-
мизации. 
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3. Пример использования коэффициента асимптотической робастности 
для оценки робастности алгоритмов 

В качестве примера оценим степень робастности предложенного авторами ра-
нее в [6] асимптотически робастного инвариантного (АРИ) алгоритма. По методу 
синтеза данный алгоритм является асимптотически оптимальным инвариантным 
алгоритмом, оптимальным для плотности 0 ( )w t  наименее благоприятного рас-

пределения с минимальной информацией Фишера 0wI  на множестве приближен-

но конечных распределений qW , которое представляет собой модель непарамет-

рической априорной неопределенности шума, q  – параметр модели. В связи с 

этим КАР АРИ-алгоритма выражается в виде 

 
 

 
0 0

0

0

,

( )
,  ( )

( )

w w w
Rw w q

w w

t I
K w t

t

 
  

 
W . (13) 

В соответствии с неравенством    0 0 0
( ) ( )  ( )w w w w wt t I w t      W  

из выражения (13) следует, что 

 
0, 1 ( )Rw w qK w t  W . (14) 

Согласно неравенству (14) АРИ-алгоритм обладает свойством робастности на 
всем множестве qW . Причем характеристика помехоустойчивости  0| ( )w t   

алгоритма является при всех значениях ( )   верхней границей характеристи-

ки помехоустойчивости  | ( )  w t  при каждой плотности ( ) qw t W . Это ожида-

емый результат ввиду оптимальности АРИ-алгоритма по минимаксному критерию. 
Найдем численные значения коэффициента робастности АРИ-алгоритма, па-

раметр модели qW  примем равным 0.8q  . Распределения шума представим 

классами обобщенных распределений Гаусса и ε-загрязненных распределений. 
Плотность распределения вероятностей обобщенного распределения Гаусса 

имеет вид 

 
 

( ) exp
2 (1/ ) (3 / ) 1 (1/ ) (3 / )

t
w t

        
             

. (15) 

Варьируя параметр ,  можно в достаточно широких пределах изменять форму 
распределения. Например, при 2   выражение (15) задает гауссовское распре-
деление, при 1   – двустороннее распределение Лапласа. При 2   распреде-
ление (15) имеет более тяжелые хвосты, чем гауссовское распределение.  

ε-загрязненное распределение представляет собой смешанную модель шума с 
ПРВ: 

 2 21 1 1 1
( ) (1 ) exp exp ,

2 22 2
cp t t t

            
    

 (16) 

его дисперсия зависит от параметров   и   и равна 2 1c      . 

В табл. 1 приведены результаты расчета 
0 ,Rw wK  для распределений (15) и (16) 

при различных значениях параметров   и  . 
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Таблица 1 / Table 1 

Обобщенное распределение Гаусса 

 2 1.4 1 0.6 

0 ,Rw wK


, дБ –4.49E-5 –2.1E-3 –0.01 –0.03 

ε-загрязненное распределение 

 0 0.05 0.1 0.15 

0 ,Rw wK


, дБ –4.49E-5 –1.92E-4 –1.72E-3 –6.60E-3 

 
Выполненное исследование показывает, что для АРИ-алгоритма

0, 0Rw wK  дБ, 

т. е. характеристики помехоустойчивости при различных плотностях ( ) qw t W  

группируются около верхней границы. Это свидетельствует о высокой степени 
робастности АРИ-алгоритма на множестве qW . 

На практике в коммуникационных приложениях эффективность алгоритмов 
обнаружения и различения сигналов оценивается в зависимости от отношения 
сигнал/шум. В связи с этим возникает необходимость оценить изменение отноше-
ния сигнал/шум, требуемое для поддержания заданного уровня средних потерь, 
при разных ПРВ шума. 

Рассмотрим средние потери алгоритма с функцией преобразования ( )f t F  

при двух ПРВ шума: 1 1 1 1( ) (1 ) ( )p t w t    и 2 2 2 2( ) (1 ) ( )p t w t   . Следует от-

метить, что 1( )w t  и 2 ( )w t  – распределения с единичным масштабом, которые 
принадлежат некоторому, заранее определенному классу распределений W , од-
нако дисперсии распределений 1( )w t  и 2 ( )w t  в общем случае не равны единице и 

не равны между собой. Пусть параметры масштаба 1  и 2 выбраны так, чтобы 

дисперсии распределений 1( )p t  и 2 ( )p t  были одинаковы: 

 
1 1 2 2

2 2
1 2p w p wD D D D     , (17) 

где 
1wD  и 

2wD  – дисперсии распределений 1( )w t  и 2 ( )w t . 

Решив уравнения  
1

, ( )pQ h f t    
  и  

2
, ( ) ,pQ h f t    

  получим 

 
   
   

1 2

2 1

2

1 1

( ) ( )

( ) ( )

w w

w w

f t f t

f t f t


  


   
. (18) 

Учитывая равенство (17), умножим левую часть равенства (18) на отношение 

1 2p pD D : 

 
   
   

1 2

2 1

1 1

1 2 2

( ) ( )

( ) ( )

w wp

p w w

f t f tD

D f t f t

   


   
. (19) 

Умножив обе части (18) на отношение параметров масштаба 2 1  , получим 
новое выражение для коэффициента асимптотической робастности 

 
   
   

1 2
1 2

2 1

22
,

1 1 1

( ) ( )

( ) ( )

w wp
Rp p

p w w

f t f tD
K

D f t f t

   
 
   

. (20) 
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На основе того, что практически любая ПРВ 1( )p t  может быть представлена в 

виде ( ) (1/ ) ( / )p t w t   , (0, )  , ( ) ( )w t p t   W , предложенный коэффи-

циент робастности (20) показывает, какое требуется изменение отношения сиг-
нал/шум для сохранения характеристик помехоустойчивости при изменении 
функции распределения шума по отношению к исходной, для которой синтези-
рован алгоритм. 
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A QUANTITATIVE MEASURE OF ASYMPTOTIC ROBUSTNESS  
OF SIGNAL DETECTION ALGORITHMS 

Khailo N.S., Vostretsov A.G. 
Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

 
In many practical problems of signal detection, both the form of the noise distribution and a 

number of signal and interference parameters can be a priori uncertain. Therefore an algorithm’s 
ability to maintain its performance in the case of noise environment changing is one of its key 
properties today. The stability of the algorithm performance to a number of factors can be ensured 
at the stage of its design. However, in most cases at this stage, it is not possible to ensure the in-
dependence of an algorithm’s average losses of the noise distribution, which makes it necessary to 
estimate the stability of average losses of algorithms in the case of nonparametric a priori uncer-
tainty. This property is usually called robustness. In this paper, we propose a coefficient of  
asymptotic robustness, which can be used for estimating the stability of asymptotic algorithms to 
changes in the noise probability density function. 
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