
ДОКЛАДЫ АН ВШ РФ 
2018 июль – сентябрь № 3 (40) 

 ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ 
НАУКИ 

 
  

 

©  2018  В.А. Калытка, А.И. Алиферов, А.Д. Мехтиев, Т.Ю. Никонова 

УДК 539.2+537.226 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ КВАНТОВОЙ ТУННЕЛЬНОЙ 
ПОЛЯРИЗАЦИИ В ПРОТОННЫХ ПОЛУПРОВОДНИКАХ  

И ДИЭЛЕКТРИКАХ  

В.А. Калытка1, А.И. Алиферов2, А.Д. Мехтиев1, Т.Ю. Никонова1 

1 Карагандинский государственный технический университет 
2 Новосибирский государственный технический университет 

 
Методами квазиклассической статистической теории (с помощью квантового канони-

ческого распределения Гиббса), с учетом зонной структуры квазидискретного энергетиче-
ского спектра, рассчитывается усредненная по энергиям прозрачность потенциального 
барьера для ионов водорода (протонов), двигающихся в невозмущенном одномерном пе-
риодическом потенциальном поле параболической формы, в протонных полупроводниках 
и диэлектриках (ППД), при омических контактах на границах кристалла. Теоретически 
установлено, что параметры зонной структуры спектра энергий (ширина энергетической 
зоны; толщина кристалла; максимальное количество уровней энергии в изолированной 
потенциальной яме и др.) существенно влияют на величину статистически усредненной 
вероятности квантовых переходов низкотемпературных (T < 100 К) релаксаторов. С по-
мощью равновесной матрицы плотности, на примере модели изолированной потенциаль-
ной ямы, обнаружено влияние энергии «нулевых» колебаний протонов (в водородной под-
решетке) на квантовую проницаемость потенциального барьера, вблизи температуры 
абсолютного нуля. Для высокотемпературных релаксаторов (T > 100), характеризуемых 
квазинепрерывным энергетическим спектром, эти эффекты не проявляются. В туннельно-
диффузионном приближении (без учета термически активируемых переходов протонов) 
построено нелинейное уравнение Фоккера–Планка, описывающее кинетику протонно-
релаксационной поляризации в кристаллах с водородными связями (КВС), в области низ-
ких (50–100 К) и сверхнизких температур (1–10 К), в широком диапазоне напряженностей 
поляризующего поля (100 кВ/м – 1000 МВ/м). Предложены методы аналитического реше-
ния нелинейного кинетического уравнения квантовой туннельной поляризации. Перспек-
тивы практического применения результатов относятся к физике и технике низких темпе-
ратур, космическим технологиям и нанотехнологиям.  
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Введение  

Теоретические исследования механизмов диффузионного переноса ионов во-
дорода (протонов) в кристаллах с водородными связями (КВС) в электрическом 
поле (протонная релаксация и проводимость) [1, 2] представляют в совокупности 
отдельное научно-исследовательское направление, сводящееся к разработке раз-
личных методов решения кинетических уравнений физико-математической моде-
ли: уравнение баланса числа частиц совместно с уравнением Пуассона [1–3]; 
уравнение Лиувилля совместно с уравнением Шрёдингера [4–6] и др. Аналитиче-
ские решения этих уравнений при заданных начальных и граничных условиях 
(модели омических, блокирующих, частично блокирующих электродов и др.)  
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используются при численных расчетах теоретических спектров измеряемых в 
эксперименте величин – плотности термостимулированного тока деполяризации 
(ТСТД) TCDP ( )J T  и тангенса угла диэлектрических потерь tg δ(ω; )T  [1, 2].  

Особый практический интерес (силовая электроника и электроэнергетика; 
техника высоких напряжений; космические технологии) представляют нелиней-
ные поляризационные процессы в протонных полупроводниках и диэлектриках 
(ППД) [7, 8], проявляющиеся, по данным экспериментов [1, 2] в диапазонах: до-
статочно высоких температур (250–550 К) – высокотемпературная объемно-
зарядовая поляризация [3]; азотных температур (50–100 К) – низкотемпературная 
туннельная миграционная поляризация [4, 5].  

По данным теоретических исследований, нелинейности математической 
модели протонно-релаксационной поляризации в ППД существенно усиливают-
ся в области: сверхвысоких температур (550–1500 К) и сильных полей  
(10 МВ/м – 1000 МВ/м); сверхнизких температур (1–10 К) и слабых полей  
(100 кВ/м – 1 МВ/м) [7, 8].  

Строгое математическое описание квантовых кинетических явлений в водо-
родной подрешетке (протонная подсистема) при поляризации КВС (или ППД) 
представляет прикладной научный интерес для дальнейшего развития и уточне-
ния методов квантовой теории твердого тела применительно к разнородным эле-
ментам (МДП-структуры, сегнетоэлектрики (KDP, DKDP), водородные топлив-
ные элементы) технологических схем, работающих при низких и сверхнизких 
температурах.  

1. Сравнительный анализ теоретических методов описания нелинейной 
релаксационной поляризации в диэлектриках.  
Постановка задачи исследования 

Влияние нелинейных свойств уравнения Фоккера–Планка [3, 9] на механизм 
формирования объемно-зарядовой поляризации в диэлектриках достаточно хоро-
шо исследовано методами квазиклассической кинетической теории [3, 7, 9], поз-
воляющей уже на основной частоте переменного электрического поля ω   
(в бесконечном приближении теории возмущений) выявить эффект взаимодей-
ствия релаксационных мод [9]. Математически эти взаимодействия отражены в 

безразмерном малом параметре 0 0
2
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n 
    [9], который выражается через 
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(1) ( )W T   соответственно нулевая и линейная по полю компоненты скорости ве-

роятности перехода протона через потенциальный барьер [9]; a  постоянная  
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решетки, q – заряд протона. Параметр 
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непосредственно 

отражает эффект взаимодействия мод, различающихся по времени релаксации s  

[9]. В пределе, при бесконечно малых значениях параметра взаимодействия 
1  , как показано в [9], поляризация диэлектрика (формула (19.1) в [9]) согла-

суется с результатами линейной кинетической теории, построенной авторами [2] 
в первом приближении по параметру γ . 

Установленные в [7–9] научные положения нелинейной кинетической теории 
протонной релаксации, ее полная согласованность с линейной теорией [2] указы-
вают на достаточно высокую степень точности физико-математической модели 
высокотемпературной объемно-зарядовой поляризации [3] в ППД. Результаты 
численного расчета по формулам модели [7, 9] и перспективы ее практического 
применения обозначены в работах [7, 8]. 

Аналитический аппарат квантовой теории низкотемпературной туннельной 
миграционной поляризации [2, 4, 6], с точки зрения квантово-механической стро-
гости уравнений кинетической и статистической моделей из [4, 6], развит не на 
достаточно высоком уровне. Недостаток расчетной схемы в [2] состоит в гро-
моздкости формул для плотности ТСТД [2, с. 140, 142], вычисленной при этом без 
учета нелинейных эффектов в области объемно-зарядовой поляризации в области 
высоких температур (T > 250 К). Низкотемпературные максимумы tg δ( )T  в КВС 

(T  50–100 К) удается рассчитать пока только численными методами на основа-

нии громоздкой конечно-разностной схемы уравнения Лиувилля [6], что суще-
ственно усложняет процедуру сравнения с экспериментом. В [4, 6] не учитывается 
влияние зонной структуры квазидискретного энергетического спектра релаксато-
ров (протонов) на свойства коэффициентов квантового кинетического уравнения.  

Целью данной работы является разработка методологического аппарата для 
квантово-механического исследования, в квазиклассическом приближении, про-
цессов низкотемпературной туннельной миграционной поляризации (включая 
область сверхнизких температур (1–10 К)), с учетом зонной структуры энергети-
ческого спектра релаксаторов (протонов), в протонных полупроводниках и ди-
электриках (ППД). Статистическое распределение протонов в ППД будем описы-
вать с помощью матрицы плотности (статистической матрицы) [10], вычисляемой 
на основании квантового канонического распределения Гиббса [10] и из решения 
квантового кинетического уравнения Лиувилля, совместно с уравнением Пуассо-

на [6]. Энергетический спектр (0)
( , )n sE  и волновые функции  ( , )ψ n s r


 протонов в 

невозмущенных стационарных состояниях с квантовыми числами ( , )n s  исследо-

ваны в [5]. 

2. Статистическое усреднение прозрачности потенциального барьера  
для протонов с зонной структурой энергетического спектра  

Исследование квантовых статистических свойств протонной подсистемы (со-
вокупность не взаимодействующих между собой протонов, локализованных на 
водородных связях [2]) в КВС, будем проводить в продолжении работ [4, 5]  
в квазиклассическом приближении, предполагая, что для невозмущенных уровней 
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энергии (0)
nE  протона массы m, двигающегося (с собственной круговой частотой 

0 0ω 2πν ) в поле изолированной потенциальной ямы параболической формы [5], 

выполняется условие (0)
0 00

1

2
E U   , т. е. 2

0 0 4 1m   , где 0ν   линейная 

частота собственных колебаний протона; 0U   высота потенциального барьера 

(энергия активации протона на водородной связи); 0δ   ширина потенциального 

барьера [5]. 
Из-за больших значений прозрачности потенциального барьера 
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 [2, 5] для низкотемпературных релак-

саторов имеет место расщепление уровней энергии (0)
nE  в энергетические зоны 
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WN  – полное количество потенциальных ям в модели одномерного периодиче-

ского потенциального рельефа (поле водородных связей) (0)

, [ ]
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 и расстояния между 

соседними уровнями номера s – 1, s, s + 1 (относящимися к данной зоне) для про-
тонов, активированных в области низкотемпературного максимума тока термо-
стимулированной деполяризации кристаллов халькантита (94 К) и флогопита  
(100 К) [2], указывает на сохранение свойств квазидискретности спектра энергий 
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n s
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В общем случае, принимая стационарные уровни энергии 
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n s
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Вероятность обнаружения частицы (протона) в стационарном состоянии, с 
квантовым числом ( , )n s  равна [10, 11] 

  
 
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

0(0) (0) (0) (0)
, ,n s n s n s n sn spr prW E w E E    
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 .  (2.1) 
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Равновесная матрица плотности для протонного ансамбля (протонной подси-
стемы) принимает вид [5] 

 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

(0) (0) (0) (0) (0)
,, ,n s n s n s n s n spr Fpr prE N w E E    
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     

 ,  (2.2) 

где ,pr FN  – полное количество протонов, двигающихся с заданной энергией акти-

вации 0U  [5]. 

Статистическое усреднение прозрачности потенциального барьера 
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 с помощью выражения (2.1) в диапазоне энергий 
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. (3) 

Классическую интерпретацию выражения (3) будем строить исходя из экспе-
риментально установленных физических допущений [4, 5], накладываемых на 
гамильтониан протонной подсистемы в ППД [5]. Принимаем модель идеального 
газа протонов, двигающихся, преимущественно, под действием невозмущенного 

одномерного потенциального поля водородных связей – (0)

, [ ]
( )

С H
W x  [4, 6]. Дви-

жение протона в объеме кристалла, считаем трехмерным. Тогда невозмущенная 
равновесная функция распределения Гиббса [10, c. 98] для отдельного протона в 
пространстве радиус-векторов r


 и импульсов p


, гласит  

    
(0)

1(0) (0) (0)
, exp

pr
pr prG pr

B

H
W H Z

k T

  
       

 
,  (4)  

где 
2

(0)(0)

, [ ]
( )

2pr С H

p
H E W x

m   


 – функция Гамильтона отдельного протона; 

(0)

0

exp ( )pr
B

E
Z E dE

k T

  
   

 
   – статистический интеграл протонной подсистемы, 

где 
2

3

( ) 4
( )

d E p dpdV
E

dE h dE

 
    – число состояний протона в интервале энергий 

E , E dE  (плотность состояний) [10, c. 39, 41, 43]. 
Выражение (4) есть, по сути, каноническое распределение Гиббса для протон-

ной подсистемы, записанное в приближении слабого взаимодействия протонов с 
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ионной подсистемой (за исключением анионной подрешетки). Вероятность обна-

ружения протона в элементарном объеме фазового пространства 24 p dpdV  опре-

деляется в общем случае с учетом полного числа квантовых состояний протона в 

этом объеме 
2

3

4
( )

p dpdV
d E

h


   в виде [10, c. 97, 98] 

 (0) ( ) const exp ( )pr
B

E
dW E d E

k T

 
   

 
.  (5.1) 

Согласно принципу неопределенности представим дифференциал полного 

числа квантовых состояний 
( )

( ) ( )
d E

d E dE E dE
dE


     [9, c. 38, 98], с учетом 

квантовой размытости ΔE  состояний с энергией E , и, вводя энтропию протона 

 ( ) ln ( ) 0BS E k E    [10, c. 39], в пределе имеем ( )d E dE
E


  


 

( )

B

S E

ke
dE

E



 [10, c. 39]. Тогда, принимая плотность состояний протона 

( )

( )
B

S E

ke
E

E
 


  в предположении малости величины ΔE , когда const B

E

k Te


  

( )
( )

B
B B

S E
E S E

k
k T ke

Ae e
E


 


, из (5.1) имеем  

 

( )

(0) ( ) exp B

S E

k
pr

B

E
dW E A e dE

k T

 
  

 
.  (5.2) 

Сравнивая (5.2) и равенство  
( )

(0)(0) (0)
,( ) B

S E

k
pr prG prdW E w H e dE , находим 

( )

0

exp B

S E

k

B

E
A e dE

k T

  
  

 
 .  

Статистическое усреднение вычисленной ВКБ-методом прозрачности потен-
циального барьера 0( ; )D U E  в диапазоне изменения энергии 00 E U  , в пред-
положении квазинепрерывности спектра E  в силу (5.2) дает 

 

0
( )

0
0

0 ( )

0

( ; ) exp

( ; )

exp

B

B

S EU
k

B
S E

k

B

E
D U E e dE

k T
D U E

E
e dE

k T



 
 
 

 
 
 





. (6) 

Согласованность формул (3) и (6) достигается, в частности, при отсутствии 

вырождения, когда 
( , )

(0) 1
n s

E
   
 
  и ( ) 1E  , ( ) 0S E  . В этом случае 



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ… 13

  ( , )

( , )

1
(0)

(0)
0

0 1
; exp

W n s

n s

N

Bn s

E
D U E

k T


 


 

  
      

  
   

  max ( , )

( , )

(0)

(0)
0

0 1
exp ;

W n s

n s

n N

Bn s

E
D U E

k T




 

 
   
 
 

  ,  (7.1)  

  
0

0 0
0

1
( ; ) ( ; ) exp

U

B B

E
D U E D U E dE

k T k T

 
  

 
 .  (7.2) 

Расчет по формуле (7.2) для модели параболического потенциального барьера 
(выражение (2) из [12, с. 152]) приводит к известному результату (выражение (5) 
из [12, с. 153]).  

Для модели квазидискретного спектра энергий 
,

(0)

n s
E  подстановка выражения 

  ( , )

( , )

(0)
0 0

(0)
0

0

; exp
2

n s

n s

m U E
D U E

U





        
  
 


 [12, с. 153] в (7.1) дает  

  

max

0 0 ( , )

( , )

( , )

(0)0

0 1 0(0) 2
0 (0)

0 1

1
exp

2
;

exp

W

n s

n s
W n s

n N

mU
Bn s

N

Bn s

m
E

k T U
D U E e

E

k T

   


 

 

            
   

  
 
 

 

 




.  (8) 

Комбинируя спектральное выражение [5]  

 
( , )

(0)
0 ( , ) 0

1 1 1
cos

2 2 1
n

n s n s
W

E n e
N




                    
    (9) 

с формулой (8) и обозначая 0 0

2

mU
 


, 0

0
1 B

B

k T

k T U

  
   

 


, 0

Bk T


 


, полу-

чим 

   
max

( , )

2

0 1(0)
0

2

0 1

exp cos
1

;

exp cos
1

W
n

n s W
n

n N
n

Wn s

N
n

Wn s

s
e e e

N
D U E e

s
e e e

N


 

 
   

 

    
         

    
         

 

 

.  (10) 

Далее, обозначая 

0

02Ue

 


 



, 

0

0
1

2 2Ue

 
  

  



, перепишем (10) в более удобном 

для дальнейших расчетов виде  
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max

( , )

2

0 1(0)
0

2

0 1

exp cos
1

;

exp cos
1

W

n s W

n N
n n

Wn s

N
n n

Wn s

s
e e

N
D U E e

s
e e

N


 

 
   

 

    
             

      
          

 

 

.  (11) 

Поскольку в ВКБ-приближении, когда 1n  , численная оценка коэффициентов 

n ne   , n ne    практически во всем диапазоне эксперименталь-

ных значений энергии активации 0 0,05 1U    эВ и температуры T 70 250   К 

[2] дает 1n  , 1n  , преобразуем (11) к приближенному виду 

  

max

( , )

2

0 1(0)
0

2

0 1

1 cos
1

;

1 cos
1

W

n s W

n N
n n

Wn s

N
n n

Wn s

s
e e

N
D U E e

s
e e

N


 

 
   

 

    
             

      
          

 

 

.  (12) 

Замечая, что 
1

cos 0
1

WN

Ws

s

N

 
  

 , из (12) имеем  

 
 
 

max

,

0 0 1
0

0 1

exp exp( )
2

; exp( )

exp exp( )
2

W

n s W

n N

n s
N

n s

n

D U E

n

 
 

 

   
      

     
 

 

 
 

  
  

 

maxexp 1 exp( ) 1 exp( )
2

exp( )
exp 1 exp( )

2

n
      

  
    

 

.  (13) 

Вводя критическую температуру 0

0

2
cr

B

U
T

k m






 

[12], согласно 

0 1 1
B cr cr

T T

k T T T

   
        

   


, 0

Bk T


 


 запишем (13) в функции температуры  

 ,

0 0

(0)
0

0

exp 1 exp
2

; exp()

1 exp 1
n s

B cr B

B cr

k T k T
D U E

T

k T T



     
           

  
       

 


 

 0
max1 exp 1

B cr

T
n

k T T

   
           


.  (14) 
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В пределе при crT T , когда α 0 , 0

B crk T


 


, из (14) имеем  

   ,

(0) 0 0
0 max; exp( )exp 1 exp

2n s B cr B cr
D U E n

k T k T
     

            

 
.  (14.1) 

Полагая в (14.1) 0T  , maxn   , получим выражение  

   ,

(0) 0
0; exp( )exp

2n s B cr
D U E

k T
 

   
 


,  (14.2)  

позволяющее учесть влияние энергии нулевых колебаний на вероятность тун-
нельных переходов протонов вблизи температуры абсолютного нуля.  

Очевидно, что формулы (14.1), (14.2) являются квантово-механически более 
строгими (квазидискретный спектр энергий) в сравнении с результатами по-
луклассической модели (квазинепрерывный спектр энергий) [12]: 1) принимая 

crT T , когда 
Λ

1
X
 , 0

B

U
X

k T
 , имеем 0

exp( )
( ; )

1
D U E

X







; 2) 0T  , 

0
X


 , 0( ; ) exp( )D U E   . 

В случае 0 1n   , когда безразмерные параметры n , n  не являют-

ся бесконечно малыми величинами, усреднение прозрачности по уровням энергии 
(9) будет проводиться численно по формуле (10), отражающей влияние зонной 
структуры энергетического спектра протонов на статистические свойства протон-
ного ансамбля (выражения (1), (2.1), (2.2)).  

3. Влияние квантовых эффектов на нелинейные кинетические явления 
при поляризации диэлектриков 

Наложение на диэлектрик поляризующего поля напряженности 

pol 0( ) exp( )E t E i t   при условии polE C


 приводит к диффузионному движению 

релаксаторов (протонов) по водородным связям в направлении поля, и с течением 

времени порядка времени релаксации  7 310 10 crp
     в пространстве между 

электродами формируется пространственно неоднородное распределение объем-
ного заряда ( ; )x t , вычисляемое в области слабых полей (100–1000 кВ/м) при 

температурах T = 50 – 550 К из решения линеаризованного уравнения Фоккера–
Планка совместно с уравнением Пуассона [2].  

В области сильных полей (10 МВ/м – 1000 МВ/м) и аномально высоких высо-
котемпературных нелинейностей (550–1500 К) [7, 8] для детального исследова-
ния поляризационных кинетических явлений в ППД достаточно модели квазине-
прерывного спектра энергий протонов [3, 12], двигающихся по классическому 
диффузионному механизму, отраженному в обобщенном кинетическом уравнении 
Фоккера–Планка [7]. Аналитические решения этого уравнения строятся методом 
последовательных приближений [7]. 

В области слабых полей и аномально высоких низкотемпературных кванто-
вых нелинейностей (1–10 К) [7, 8] для модели квазидискретного спектра энергий 
(9) будем использовать, как и в [7], разложения квазиклассических кинетических 
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коэффициентов ( )
, ( )i jW T  в бесконечные степенные ряды по степеням малого па-

раметра 
,

, 1
i j

i j
B

U

k T


  

 
[3, 7], но в приближении только «чистых» квантовых 

переходов  

  
( , )

( ) ( ) (0)0
0 ,, tunn;( , )( ) ( ) ;

2 n si ji j i jW T W T D U U E 


      
 

,  (15) 

где ; 2
i

i j
qE a

U   [3, 7]. Тогда пишем 

      ( )
, , tunntunn;( , )

0

( 1)
( ; ) ; ( ; ) ( )

!

l
ll

i j i ji j
l

W U x t T x t W T
l




  


.  (16) 

Прозрачность слабо возмущенного параболического потенциального барьера 
(выражение (8) из [12, с.153]), усредненная по невозмущенным уровням энергии (9)

     
,

0 0 ,( ) (0)
0 ,,

0

; exp
2n s

i j
i ji j

m U U
D U U E

U




   
       
 


 

max

( , )

(0)0
( , )

0 1 0

(0)

0 1

1
exp

2

exp

W

W n s

n N

n s
Bn s

N

Bn s

m
E

k T U

E

k T


 

 

 

         
 
  
 
 

 

 


, 

принимает вид 

  
( , ) ( , )

,( ) (0) (0)
0 , 0,

0
; ; exp

n s n s

i j
i ji j

U
D U U E D U E

U


 

                 
 
 .  (17) 

В (17) множитель  [ , ]

(0)
0;

n s
D U E  в общем случае вычисляется из (10), а в част-

ном случае при 1n   – из (14). 

Сопоставляя выражения (16) и (15), с учетом (17), получаем результат

 
( , )

( ) (0)
0tunn ( ) ;

n s

l
lW T D U E

X
         

, согласующийся с [7, 12]. 

По аналогии с [7] подстановка (16) в систему уравнений баланса [7] дает 

  ( ) ( ) ( ) ( )
1 11, 1, ,, 1 ,, 1

i
i i ii i i i i i i i

n
W n W n W W n

t
   

    


   


,  (18) 

где i 1n  , in , i 1n    концентрация релаксаторов (протонов) в состояниях номера 

( 1)i  , ( )i , ( 1)i  , после некоторых преобразований дает  
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 
( ) ( )

2 tunn; ( , 1)tunn; , 12
2 2

i ii ii
i

W Wn
a n

t x

 


         
 

 

   ( ) ( )
unn; ( , 1) tunn;( , -1) it i i i ia W W n

x
 




 


.  (19) 

Опуская в (19) индекс «i», строим нелинейное по полю ( ; )E x t  обобщенное 

уравнение Фоккера–Планка, записанное в приближении «чистых» квантовых пе-
реходов  

    
2

tunn;diff tunn;mob2
( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )

n
D x t n x t v x t n x t

t xx

  
 

 
.  (20) 

В (20) используются функции 

 
( ) ( )

2 tunn tunn
tunn;diff ( ; )

2

W W
D x t a

 
 ,    ( ) ( )

tunn;mob tunn tunn( ; )v x t a W W   ,  (21.1) 

 
( , )

( ) (0)0
0tunn

0

( ; )
( ; ) ; exp

2 n s

U x t
W x t D U E

U



         

   
 ,  (21.2)  

   ( ; )
;

2

qE x t a
U x t  . (21.3) 

Из (21.1)–(21.3) имеем 

  ,

2
(0)0

tunn; diff 0
0

( ; )
( ; ) ; ch

2 2n s

a qa E x t
D x t D U E

U
  

  
 

,  (22.1) 

  ,

(0)
tunn;mob 0 0

0

( ; )
( ; ) ; sh

2n s

qa E x t
v x t a D U E

U
 

   
 

.  (22.2) 

Решение уравнения (21.1)–(21.3) будем строить совместно с уравнением Пуас-
сона [3]  

   0
0

( ; )
( ; )

E x t q
n x t n

x 


 

  
.  (23)  

Граничное условие для уравнения (23) согласно [2, 3] имеет вид 

 0
0

( ; ) exp( ).
d

E x t dx V i t    (24)  

Здесь 0 0V E d , ω  – соответственно амплитуда и круговая частота ЭДС;  

d – толщина диэлектрика [2, 6].  
Уравнение (20) согласно расчетной схеме, предложенной в [7], преобразуется 

к виду  
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   
2

tunn; diff tunn;mob2
( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )D x t x t v x t x t

t xx

  
    

 
  

    
2

0 tunn; diff 0 tunn;mob2
( ; ) ( ; )n D x t n v x t

xx

 
 


.  (25)  

Здесь  0( ; ) ( ; )x t q n x t n   . 

Исходя из аналогии (25) с уравнением неразрывности [7], запишем плотность 

туннельно-диффузионного тока протонов  

 tunn;mob tunn;diff( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )xj x t q v x t x t D x t x t
x

       


  

  0 tunn;mob tunn; diff( ; ) ( ; )qn v x t D x t
x

    
.  (26) 

Для модели электродов смешанного типа [2, 3, 7], принимая на границах кри-

сталла (0; ) 0xj t 


, ( ; ) 0xj d t 


, согласно (26) пишем 

 tunn;mob tunn; diff
(0; )

( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )
x d

v x t x t D x t x t
x 

      
  

  0 tunn;diff tunn;mob
(0; )

( ; ) ( ; )
x d

n D x t v x t
x 

    
.  (27)

 

В начальный момент времени [2, 3, 11]  

 ( ; 0) 0x  .  (28) 

Решение системы уравнений (23)–(28) может строиться по двум направлениям.  
В первом случае составляется и рассчитывается численными методами конеч-

но-разностная схема данной системы уравнений, что является предметом отдель-
ного исследования.  

Во втором случае по аналогии с [7] схема аналитического решения уравнения 
(25) будет строиться методом последовательных приближений, путем разложения 
в бесконечные степенные ряды по степеням безразмерного параметра 

0
tunn

0
1

2

qaE

U


    в виде  

 ( )
tunn

0
( ; ) ( ; )s s

s
x t x t




    .  (29) 

Данная расчетная схема более детально в различных приближениях по s,  

на примере полуклассической модели [3, 12] с параметром 0
therm 1

2 B

qaE

k T
    ис-

следована в [7]. 
Для удобства применения выражения (29) представим функции (21.1) виде  

рядов 
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2

(0) 2
tunn;diff tunn;diff

00

1
( ; ) ( ; )

(2 )! 2

l
l

l

qa
D x t D E x t

l U





 
  

 
 , (30.1) 

 
2

(1) 2
tunn;mob tunn;mob

00

1
( ; ) ( ; ) ( ; )

(2 1)! 2

l
l

l

qa
v x t v x t E x t

l U





 
    

 ,  (30.2) 

В (30.1), (30.2) 
( , )

2
(0) (0)0

0tunn; diff ;
2 n s

a
D D U E

    
 

 коэффициент туннельной 

диффузии частиц, вычисленный в приближении l = 0; (1)
tunn;mob ( ; )v x t   

(1)
tunn;mob ( ; )E x t   – скорость направленного туннельно-диффузионного переноса 

частиц, вычисленная в приближении l = 1, где 
( , )

2
(1) (0)0

0tunn;mob
0

;
2 n s

a q
D U E

U 
      

 
. 

Согласно результатам численных квантово-механических расчетов спектров 
диэлектрических потерь [6, c. 35] аналитические решения системы уравнений  
(23)–(29) особенно актуальны при сверхнизких температурах (1–10 К), для иссле-
дования нелинейных поляризационных явлений в нанометровых слоях (1–10 нм) 
протонных полупроводников и диэлектриков.  

Выражения (25), (26)–(29) совместно с (22.1), (22.2) составляют теоретическую 
основу для разработки строгой физико-математической модели квантовых релак-
сационных процессов, протекающих в водородной подрешетке сегнетоэлектриче-
ских кристаллов с водородными связями (KDP, DKDP), при формировании спон-
танной поляризации вблизи температуры TС  фазового перехода второго рода. 

Хотя в сегнетоэлектриках типа 2 4Me(H; D) RO , где Me {K ; Rb ; Cs }   , 

5 5R {P ; As }   [13] смещения протонов, связанных с фосфатной (или арсенид-

ной) группой, основной вклад в поляризацию насыщения SP


 не вносят, ряд важ-

ных эффектов сегнетоэлектрического состояния, в частности в KDP (изотопиче-
ский эффект ( ( ) 122СT H  К, ( ) 213СT D  К); линейный фотовольтаический 

эффект (300 К; 1,06 мкм)), объясняется именно квантовыми переходами ионов 

H  (протонов), двигающихся с энергией активации (0,1 0,01)aE    эВ [13]. Од-

нако, в выполненных в последнее время квантово-химических расчетах [14], как 
правило, туннельные переходы протонов в KDP не учитывают, а если и учитыва-
ют, то только частично, например, методом молекулярного стехиометрического 
кластера (СК) [15] для «смешанного базиса» на основе полуэмпирических расчет-
ных схем (в приближении MNDO/PM3) [16]. 

Проявление у сегнетоэлектриков класса КВС (KDP, DKDP, триглицинсульфат 
[17], сегнетова соль [18] и др.) прямоугольной петли гистерезиса  позволяет ис-
пользовать эти материалы в качестве тонкопленочных диэлектриков для нелиней-
ных электрически управляемых конденсаторов в микросхемах энергонезависимых 
быстродействующих запоминающих устройств (DRAM, FeRAM) [19]. Ячейки 
памяти типа FeRAM характеризуются аномально высоким временем релаксации 
остаточной поляризации (до 10 лет), термической устойчивостью и механической 
прочностью [19, 20]. 
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Выводы 

1. Методами квазиклассической статистической теории [10] с помощью кван-
тового канонического распределения Гиббса (1), с учетом зонной структуры ква-
зидискретного энергетического спектра (9) низкотемпературных релаксаторов 
(протонов) рассчитана статистически усредненная (по энергиям) прозрачность 
потенциального барьера (10) для протонов, двигающихся в одномерном про-
странственно-периодическом потенциальном рельефе параболической формы [5] 
в ППД. Контакты на границах кристалла приняты омическими [5]. 

2. Установлено, что при значениях параметра 0 η 1n   параметры зонной 

структуры энергетического спектра (ширина n-й энергетической зоны (0)
nE , 

полное количество потенциальных ям в модели WN  (сравнимо с толщиной кри-

сталла d) и др.) существенно влияют на величину статистически усредненной 
проницаемости потенциального барьера (10) уже в ВКБ-приближении (3).  

В случае η 1n  , когда (0) 0nE  , основной вклад в функцию (10) вносит закон 

распределения протонов по уровням энергии квазидискретного спектра (0)
nE  

изолированной потенциальной ямы. Учет квазидискретной структуры невозму-

щенного спектра энергий (0)
nE  протонов, даже в полуклассическом случае 

( 1)n  , позволяет выявить влияние остаточной энергии «нулевых» колебаний 

протонов (в водородной подрешетке) на статистически усредненную вероят-
ность квантовых туннельных переходов (13), (14) вблизи температуры абсолют-
ного нуля (14.2). В модели квазинепрерывного спектра энергий E [3, 11] этот эф-
фект не наблюдается. 

3. На основании системы уравнений баланса числа частиц (18) в туннельно-
диффузионном приближении (в кинетических коэффициентах (15), (17) учитыва-
ются только туннельные переходы частиц (протонов) через потенциальный барь-
ер) построено нелинейное по электрическому полю уравнение Фоккера–Планка 
(20), описывающее протонно-релаксационную поляризацию в КВС в диапазоне 
низких (50–100 К) и сверхнизких (1–10 К) температур. Амплитуда напряженности 
переменного поляризующего поля изменяется в диапазоне от 100 до 1000 кВ/м, а 
частота поля – от 1 кГц до 10 МГц. По аналогии с [7] предложена схема аналити-
ческого решения нелинейного кинетического уравнения (25) совместно с уравне-
нием Пуассона (23), методом последовательных приближений (30). Электроды 
приняты частично блокирующими (27). Более детально данная расчетная схема 
исследована в [7].  

4. Предложена и научно обоснована методология квантово-механического ис-
следования протонной релаксации при поляризации протонных полупроводников 
и диэлектриков (ППД) в области низких и сверхнизких температур. В предложен-
ных расчетных схемах квантово-механические характеристики стационарных со-
стояний протонной подсистемы (прозрачность потенциального барьера; невоз-
мущенная статистическая матрица; невозмущенные волновые функции и др.) 
записываются в квазиклассическом приближении, а нестационарные воздействия – 
в виде медленно изменяющихся во времени возмущающих поправок (например, 
формула (17)) к невозмущенным параметрам состояния.  
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MATHEMATICAL DESCRIPTION OF QUANTUM TUNNELING 
POLARIZATION IN PROTON SEMICONDUCTORS AND DIELECTRICS 

Kalytka V.A.1, Aliferov A.I.2, Mekhtiev A.D.1, Nikonova T.Yu.1 
1Karaganda State Technical University, Karaganda, Kazakhstan  

2Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

Based on the methods of quasiclassical statistical theory (with the help of the quantum cano-
nical Gibbs distribution) taking into account the band (zone) structure of the quasidiscrete energy 
spectrum, the transparency of the potential barrier averaged over energies is calculated for hydro-
gen ions (protons) moving in an unperturbed one-dimensional periodic potential image of a para-
bolic shape in proton semiconductors and dielectric (PSCD), with ohmic contacts being at the 
crystal boundaries. It is theoretically established that the parameters of the band (zone) structure 
of the energy spectrum (the width of the energy band; the thickness of the crystal; the maximum 
quantity (number) of energy levels in the isolated potential well, etc.) significantly influence the 
statistically averaged probability of quantum transitions of low-temperature (T <100 K) relaxation 
oscillators. With the help of the equilibrium density matrix based on the model of an isolated 
potential well the influence of the energy of protons zero oscillations (in the hydrogen sublattice) 
at the quantum permeability of the potential barrier, in the area of the temperature of absolute zero 
was detected. These effects were not detected for high-temperature relaxation oscillators (T > 100 K) 
characterized by a quasicontinuous energy spectrum, In the tunnel-diffusion approximation (with-
out regard to thermally activated proton transitions) the nonlinear Fokker-Planck equation de-
scribing the kinetics of proton-relaxation polarization in hydrogen bonded crystals (HBC) in the 
range of low (50–100 K) and ultralow temperatures (1–10 K), in the wide range of polarizing 
field strengths (100 kV/m-1000 MV/m) was constructed. Methods for the analytical solution of 
the nonlinear kinetic equation of quantum tunneling polarization are proposed. Prospects for prac-
tical application of the results relate to low temperature physics and technology, space technolo-
gies and nanotechnologies. 

Keywords: hydrogen bonded crystals (HBC); zone structure of energy spectrum of the proton 
in HBC; quasi – classical approximation in quantum mechanics; proton balanced density matrix; 
wave functions in proton stationary states in HBC.  
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