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На основе термодинамического подхода предложена математическая модель гетеро-

генного зарождения твердой фазы на высокоактивированных смачиваемых наноподложках 
кубической формы. В соответствии с классическим подходом к описанию процесса гетеро-
генной нуклеации предполагается, что критические зародыши имеют форму сферического 
сегмента и могут располагаться на всех шести гранях кубической частицы-затравки.  
В рамках предложенной модели нами получены новые выражения для энергии образова-
ния и скорости зарождения центров кристаллизации на кубических ультрадисперсных за-
травках, в которых учитывается влияние размерных и капиллярных эффектов. Численные 
эксперименты были проведены для расплава алюминия, модифицированного наночасти-
цами нитрида титана TiN. Результаты расчетов показывают, что смачиваемость поверхно-
сти наночастицы-затравки оказывает наибольшее влияние на процесс гетерогенной нукле-
ации. Увеличение дисперсности нанозатравок повышает скорость зарождения твердой 
фазы, а учет размерной зависимости поверхностного натяжения на границе зародыш – рас-
плав существенно влияет на процессы зародышеобразования только при соотношении па-
раметра Толмена к критическому радиусу 2δ/R0 > 0.01. Проведенное исследование пред-
ставляет интерес для построения математической модели гетерогенной кристаллизации, 
описывающей процессы структурообразования в металлах и сплавах, модифицированных 
тугоплавкими наночастицами. 
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Введение 

Исследование процессов зарождения твердой кристаллической фазы в распла-
ве, содержащем наноразмерные частицы, имеет важное значение для понимания 
механизмов структурообразования при затвердевании наномодифицированных 
металлов и сплавов. В последние годы все большее внимание уделяется новой 
технологии обработки металлов и сплавов с помощью модифицирования расплава 
нанопорошками тугоплавких соединений с характерным размером частиц 
~100 нм (наномодифицирование) [1–3]. Эти частицы характеризуются высокой 
удельной поверхностью, хорошо смачиваются расплавом и могут служить актив-
ными центрами для образования твердой фазы.  

Одной из основных задач при литье металлов и их сплавов является получение 
тонкой и однородной зеренной структуры с целью уменьшения дефектов и улуч-
шения свойств отливок. Для этого можно использовать наночастицы-нуклеанты, 
которые специально вводят в расплав. На таких частицах-подложках будет  
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происходить гетерогенное зародышеобразование, протекание которого зависит от 
формы подложки, ее смачиваемости, размеров и сопряжения атомных решеток 
подложки и материала зародыша [4–7]. Для понимания механизма измельчения 
зерна в затвердевшем металле требуется изучение нуклеационной эффективности 
частиц-подложек с учетом влияния условий затвердевания. 

Существует несколько подходов к описанию процесса гетерогенной нуклеа-
ции. Прежде всего, это классический подход, основы которого были изложены 
еще Фольмером [8], развитый Тернбаллом [4] для описания гетерогенной нуклеа-
ции на плоской подложке. Гетерогенное зародышеобразование на подложках раз-
личной кривизны было в свое время подробно рассмотрено Флетчером [5] на ос-
нове классического подхода, им было показано, что геометрический фактор и 
угол смачивания играют здесь ключевую роль. В основе классического подхода к 
описанию процесса гетерогенной нуклеации лежит предположение о том, что 
критический зародыш имеет форму сферического сегмента, однако на хорошо 
смачиваемых подложках возможно использование адсорбционного механизма 
нуклеации [6]. Максвеллом и Хеллавеллом [7] была предложена модель зарожде-
ния и роста зерен в бинарных металлических сплавах, они исследовали влияние 
конкуренции между гетерогенной нуклеацией и диффузионным ростом на размер 
образующегося кристаллического зерна. Связь между размером зерна и критиче-
ским переохлаждением привела в том числе к созданию модели «свободного ро-
ста» [9]. Среди работ, опубликованных за последние 10 лет, можно проследить 
развитие всех вышеупомянутых подходов к описанию влияния процесса гетеро-
генной нуклеации на улучшение структуры сплавов, прежде всего на уменьшение 
зерна [10–17 и др.]. Однако проблема зарождения твердой фазы на наноразмер-
ных частицах-подложках, введенных в металлический расплав, по-прежнему 
остается актуальной, поскольку для прогнозирования влияния такого рода нано-
модификаторов на структуру и свойства отливки необходимо изучение особенно-
стей зарождения твердой фазы на экзогенной наночастице-подложке в зависимо-
сти от ее размерных, морфологических, капиллярных и других свойств.  

Необходимо развитие аналитических и численных моделей для описания гете-
рогенного зародышеобразования на нанозатравках и дальнейшего роста кристал-
лического зерна в наномодифицированных сплавах. Ниже на основе термодина-
мического подхода, изложенного нами ранее в [15–17], проведено численное иссле-
дование процесса гетерогенного зародышеобразования в переохлажденном распла-
ве на кубической наночастице с учетом капиллярных и размерных эффектов. 

1. Постановка задачи 

Для определения скорости гетерогенного зародышеобразования примем, что 
наночастицы-затравки имеют форму куба, грани которого характеризуются углом 
смачивания 0 ˂ θ ˂ 90. В соответствии с представлениями Ребиндера [18] туго-
плавкие наночастицы являются потенциальными центрами кристаллизации, т.е. 
являются затравками, на поверхности которых группируются отдельные класте-
ры, трасформирующиеся при определенных условиях в зародыши твердой фазы. 
Рассмотрим кинетику образования такого зародыша, считая, что он имеет форму 
сферического сегмента (рис. 1). Формирующиеся на грани кубической наночасти-
цы зародыши должны иметь диаметр контактного пятна не больше длины pl  реб-

ра кубической частицы [4, 5]: 

 p2 sin  cR l , (1) 
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где cR  – критический радиус зародыша.  
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Рис. 1 – Схема зародыша твердой фазы на плоской грани 
наночастицы: 

1 – расплав, 2 – зародыш, 3 – наночастица 

Fig. 1 – Diagram of solid phase nucleus on the flat facet of 
the nanoparticle: 

1 – melt; 2 – nucleus; 3 – nanoparticle 

Выражение для свободной энергии Гиббса образования зародыша в данном 
случае имеет вид 

 12 12 23 13 23( ) .


       с
s

T
G S S V

T
  (2) 

Здесь sT T T    – переохлаждение; sT  – температура кристаллизации; T – те-

кущая температура; ρ – плотность расплава; κ – теплота кристаллизации; 23  – 

поверхностное натяжение зародыш – подложка; 13  – поверхностное натяжение 

расплав – подложка; 12S  – площадь поверхности зародыша; сV  – его объем; 23S  – 

площадь поверхности контакта зародыша с подложкой; 12  – поверхностное 

натяжение расплав – зародыш, величина которого с учетом размерного фактора 

определяется формулой 12 12 (1 2 / )R      [19], где   – параметр Толмена, ха-

рактеризующий размер межфазного переходного слоя, равный по порядку вели-
чины диаметру атома расплава, 12  – поверхностное натяжение для плоской по-

верхности, R – радиус кривизны поверхности натяжения. 
После подстановки в (2) выражений для величин 12 , 12S , 23S , сV , пренебре-

гая членами второго порядка малости относительно величины 2δ/R ˂˂ 1, получим 

    22
12

0

2 2
1 1 cos 2 cos

3

R
G R

R R
  

         
 

. (3) 

Здесь 0 122 / ( )sR T T    – радиус критического зародыша при гомогенном за-

родышеобразовании [8]. При 02 /  0R   и 0R R  соотношение (3) принимает 

известный вид свободной энергии Гиббса для зародыша на плоской поверхности 
без учета размерных эффектов [8]. 

Критический радиус гетерогенного зародыша сR  определяется из условия  

2
2

12
0

2
(1 cos ) (2 cos ) 2 2 0

d G R
R

dR R
  

           
 

. 
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Отсюда получим при 04 /  1R  : 

 

0
0

0 0

4
1 1 1

2c
R

R R
R R

            
    

. (4) 

Тогда для критической свободной энергии Гиббса *G  с точностью до малой 
величины 0/ R  первого порядка из (3) с учетом (4) будем иметь 

    22
12 0

0

1 6
1 1 cos 2 cos

3
G R

R
   

        
 

. (5) 

Полученное выражение (5) при δ = 0 совпадает с известным выражением для 
критического значения свободной энергии сфероидального зародыша на плоской 
подложке [8]. 

Подставив (4) в условие (1), с учетом выражения для величины 0R  получим 

соотношение, связывающее переохлаждение ∆T с краевым углом смачивания θ и 
размером частицы pl , с точностью до малой величины равной p2 sin / l  : 

psinT B l   , 

где 124 / ( )  sB T . При заданных значениях θ и pl  оно определяет минималь-

ное переохлаждение для формирования зародыша на плоской грани наночасти-
цы. 

Вероятность образования критического зародыша на одной из граней наноча-

стицы пропорциональна величине *
Bexp –( )/G k T , где Bk  – константа Больцма-

на. По теореме сложения вероятностей совместимых событий число критических 
зародышей, образовавшихся на всех гранях кубической нанозатравки, определим 
по формуле 

 

6
6exp exp .f

B B

G G
n n

k T k T

      
               

 (6) 

Здесь fn  – число поверхностных атомов грани, приходящихся на единицу объема 

расплава: 

 2
p( / )f p cn n l l , (7) 

где pn  – число наночастиц-затравок в единице объема расплава; pl  – размер реб-

ра затравки; cl  – межатомное расстояние материала затравки. Величину pn  опре-

делим через массовую концентрацию затравок в расплаве pm , %, плотность ма-

териала затравок p  и плотность расплава ρ: 

 3
p/ (100 )  p p pn m l . (8) 

Пренебрегая вторым членом в квадратных скобках в (6) по сравнению с первым, 
получим 

  B6 exp / ( ) . fn n G k T  (9) 
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Скорость гетерогенного возникновения зародышей определяется следующим 
соотношением [20]: 

 .s lsI nn   (10) 

Здесь sn  – число атомов расплава, граничащих с зародышем, ls  – частота скач-

ков атомов через границу раздела жидкость – кластер. 
Для сфероидального сегмента-зародыша значение sn  определим по формуле 

[20] 

 2 22 (1 cos ) /s c an R l    , (11) 

где al  – диаметр атома расплава. Частоту скачков ls  оценим из соотношения 

 2 .ls aD l   (12) 

Здесь D – коэффициент диффузии в жидкости, определяемый уравнением Арре-
ниуса, 

  0 Bexp D D E k T , (13) 

где 0D  – эмпирическая константа; E – энергия активации процесса диффузии в 

расплаве. 
Теперь выражение для скорости гетерогенного зародышеобразования на куби-

ческой нанозатравке (10) с учетом выражений (7–9, 11–13) примет следующий 
вид: 

 
2

20
4

12 ( )
(1 cos )exp

p
p c

c Ba

lD E G
I n R

l k Tl

     
           

, (14) 

где 0 ˂ θ ˂ 90, свободная энергия Гиббса G  определяется формулой (5), а 

величина cR  – формулой (4). 

2. Результаты и обсуждение 

Численные расчеты проведены для алюминия, модифицированного нитридом 
титана, имеющего форму кристаллов, близкую к кубической. Теплофизические 
характеристики металла и исходные данные приняты следующими [21]: 

Ts = 933 K, ρ = 2600 кг/м
3
, κ = 4  10

5
 Дж/кг, D0 = 10

–7
 м

2
/с, E = 4,2  10

–20
 Дж, 

σ12
∞ = 0,093 Дж/м

2
, la = 2,86  10

–10 м, lс = 4235  10
–10 м, lp = (30…90)  10–9 м, 

mp = 0,1 % по массе, ρp = 5440 кг/м
3
, kB =1,38  10

−23
 Дж  К−1

. Значения пере-
охлаждения и угла смачивания варьировались с учетом экспериментальных дан-
ных [22].  

На рис. 2 приведены зависимости критической энергии Гиббса G  (а) и ско-
рости образования зародышей в единице объема расплава I (б) от краевого угла 

смачивания θ. В данном случае размер наночастицы составлял lp = 4,23  10
–8

 м, 
переохлаждение ∆T = 2 К, расчеты проводились при трех значениях относитель-
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ного параметра 2δ/R0 = 0; 0,007; 0,05. Из формулы (5) следует, что учет размерно-
го фактора в выражении для поверхностного натяжения должно приводить к 
уменьшению значения энергии образования гетерогенного зародыша, что, в свою 
очередь, способствует увеличению скорости образования зародышей. Графики, 
построенные для первых двух случаев, когда влияние размерного фактора на по-
верхностное натяжение на границе расплав–зародыш не учитывалось (δ = 0), либо 
когда параметр Толмена принимался равным по порядку величины диаметру ато-

ма расплава (δ = la, 2δ/R0 = 0,007), совпадают (кривые 1 на рис. 2, а и б). Таким 

образом, можно считать, что при очень малом значении 2δ/R0 < 0,01 размерный 
фактор в выражении для поверхностного натяжения практически не влияет на 
свободную энергию и скорость образования зародышей. Значение безразмерного 

параметра 2δ/R0 = 0,05 можно считать предельным, поскольку при выводе форму-
лы (4) на эту величину накладывалось условие малости 4δ/R ˂˂ 1. Кривые 2 на  
рис. 2, а и б иллюстрируют максимально возможное влияние размерного фактора 
на критическую энергию Гиббса и скорость зародышеобразования. На графиках 

видно, что наибольшие скорости зародышеобразования I >> 10
10

 с
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Рис. 2 – Зависимость энергии образования критического зародыша (a) и скорости 
зародышеобразования (б) от угла смачивания при 2δ/R0 = 0,007 – кривая 1,  
                                            2δ/R0 = 0,05 – кривая 2 

Fig. 2 – Dependences of critical Gibbs energy (a) and nucleation rate (b) on the  
            wetting angle at 2δ/R0 = 0.007 – curve 1, 2δ/R0 = 0.05 – curve 2 

Зависимость скорости зародышеобразования от размера наноподложки (рис. 3) 
также рассчитывалась при трех значениях параметра Толмена, угол смачивания 
был выбран равным θ = 10, переохлаждение ∆T = 2 К. Анализ расчетных кривых  
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Рис. 3 – Зависимость скорости зародышеобразования от размера 
наноподложки при 2δ/R0 = 0 – кривая 1, 2δ/R0 = 0,007 – кривая 2,  
                                      2δ/R0 = 0,05 – кривая 3 

Fig. 3 – Dependence of the nucleation rate on the size of nanosubstrate  
 at 2δ/R0 = 0 – curve 1, 2δ/R0 = 0.007 – curve 2, 2δ/R0 = 0.05 – curve 3 

показывает, что малый параметр Толмена (2δ/R0 < 0,01) слабо влияет на скорость 
зародышеобразования (кривые 1 и 2), а уменьшение размера кубической нанопод-
ложки при фиксированном значении массовой доли материала подложек в рас-
плаве приводит к ее росту. 

Заключение 

Предложена математическая модель гетерогенного зарождения твердой фазы 
на высокоактивированных смачиваемых нанозатравках. Получены аналитические 
выражения для критического радиуса, энергии образования и скорости зарожде-
ния центров кристаллизации на ультрадисперсных затравках (наночастицах), поз-
воляющие исследовать влияние размерных и капиллярных эффектов на процессы 
зародышеобразования в переохлажденном расплаве. Установлено, что учет раз-
мерной зависимости поверхностного натяжения на границе зародыш – расплав 
существенно влияет на процессы зародышеобразования при соотношении пара-

метра Толмена к критическому радиусу 2δ/R0 > 0,01. Увеличение дисперсности 
нанозатравок повышает скорость зарождения твердой фазы. Однако наибольшее 
влияние на эту величину оказывает смачиваемость частиц. Это обусловливает 
необходимость плакирования частиц соответствующими металлами, которые по-
вышают смачиваемость и адсорбционные свойства их поверхности. 
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A mathematical model of heterogeneous nucleation of a solid phase on highly activated wet-
ted nanosubstrates of cubic form is proposed. This model is based on the classical thermodynamic 
approach. In accordance with the classical approach to describing the process of heterogeneous 
nucleation, it is assumed that critical nuclei have the shape of a spherical segment, and can be 
located on all six faces of a cubic seed particle. In the framework of the proposed model, we have 
obtained new expressions for the energy of formation and the rate of nucleation of crystallization 
centers on cubic nanoseeds which take into account the influence of size and capillary effects. 
Numerical experiments were carried out for an aluminum melt modified with nanoparticles of 
titanium nitride (TiN). The results of calculations show that the wettability of the surface of the 
nanoparticle has the greatest influence on the process of heterogeneous nucleation. An increase in 
the dispersion of nanosubstrates increases the nucleation rate of the solid phase. Taking into ac-
count the size dependence of the surface tension at the nucleus-melt interface significantly affects 
the nucleation processes only when the ratio of the Tolmen parameter to the critical radius is 
2δ/R0 > 0.01. This study is of interest for the development of a mathematical model of heteroge-
neous crystallization describing the processes of structure formation in metals and alloys modified 
by refractory nanoparticles. 
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