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В статье исследуются свойства рассеивателей с импедансной поверхностью при смене 
направления линейной поляризации падающей электромагнитной волны. Установлено, что 
между решениями обратных задач синтеза импедансных покрытий при различных поляри-
зациях существует функциональная связь, позволяющая перейти к интегрооператорному 
уравнению для определения покрытия, двойственного к исходному. Оно отличается тем, 
что если одновременно поменять покрытия и поляризацию падающей волны, то диаграмма 
рассеяния (ДР) не изменится. Это позволяет синтезировать кроссполяризационное маски-
ровочное покрытие, при котором ДР не меняется при смене поляризации на поперечную. 
Предложен подход к построению рассеивателей, обладающих свойством кроссполяризаци-
онной эквивалентности. Преимуществом предложенных алгоритмов синтеза распределе-
ний поверхностного импеданса является то, что они не требуют применения процедур ре-
гуляризации. Исследована постановка оптимизационной задачи, которая обеспечивает 
получение покрытий в классах функций, имеющих минимальную норму. 
 

Ключевые слова: интегральное уравнение, электромагнитное рассеяние, импедансное 
покрытие, маскировка, эквивалентные рассеиватели, линейная поляризация, метод гранич-
ных элементов. 

DOI: 10.17212/1727-2769-2019-3-7-17 

Введение 

Важным разделом современной математической физики является теория ди-
фракции электромагнитных волн, применяемая к задачам вычислительной диагно-
стики и локационным задачам. Все большее значение здесь приобретают исследо-
вания обратных задач, связанных в том числе с понятием эквивалентных [1], неви-
димых [2] рассеивателей, с разработкой средств маскировки материальных объек-
тов [3, 4], включающих синтез специальных поверхностных покрытий [5, 6].  
В данной работе представлены подходы, позволяющие решать задачи определе-
ния поверхностного импеданса для маскировки рассеивателя с учетом смены по-
ляризации падающей волны. Диаграмма рассеяния, соответствующая такому по-
крытию, не меняется при смене поляризации зондирующего сигнала на попереч-
ную. Предложены алгоритмы синтеза двойственных покрытий цилиндрических 
объектов, обеспечивающих эквивалентные характеристики рассеяния при различ-
ных поляризациях падающей волны. Сформулирована и решена задача в оптими-
зационной постановке, которая позволяет получить пару двойственных покрытий, 
имеющих минимальную норму. 

1. Постановка задачи 

Рассматривается дифракция плоской электромагнитной волны на цилиндриче-
ской импедансной поверхности S. Волна имеет линейную поляризацию, когда 
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либо вектор E


 (Е-поляризация), либо вектор H


 (Н-поляризация) параллелен оси 
OZ – образующей поверхности S. Данная терминология используется, в частно-
сти, в монографии [7]. В области D, внешней для S, ненулевой компонентой поля 
является в случае Е-поляризации ( , )zu E x y , а при Н-поляризации соответ-

ственно ( , )zu H x y . 

Для функции u выполняется уравнение Гельмгольца: 

 2 0,xx yyu u k u      ( , )x y D ,  (1) 

с граничным условием [8] 

 0
0

0n
W

u u
ikW

  ,    ( , )x y S ,  (2) 

при Е-поляризации и 

 0
0

0n
W

u ik u
W

  ,   ( , )x y S , (3) 

при Н-поляризации. Здесь / 2 / ,k c       – длина волны;   – круговая ча-
стота излучения; с – скорость распространения электромагнитной волны в вакуу-
ме; W – импеданс поверхности, описывающий процессы, возникающие в поверх-
ностном слое проводника при взаимодействии с ним электромагнитного поля; 

W0 = 120 = /   – волновое сопротивление свободного пространства; ( )n  – 

дифференцирование по внешней нормали к контуру; 0u  – решение в случае иде-
ально проводящей поверхности S (W = 0). 

Кроме того, для рассеянного поля на бесконечности требуется выполнение 
асимптотического условия излучения 

 lim
s s

R
uR ikuR

    
 = 0, (4) 

1
su u u  , где 1u  – известное поле падающей волны. 

Согласно постановке обратной задачи, требуется найти комплекснозначную 
функцию W, задающую распределение поверхностного импеданса и обеспечива-
ющую приближение с достаточной точностью диаграммы рассеяния   к задан-
ным в m точках дальней зоны значениям рассеянного поля g : 

 
2

1

( , ) ( , ) min
m

i i g i i
i

J x y x y


     ,  (5) 

здесь su   , ikRRe  , 2 2 2
i iR x y   . 

2. Переход к интегральным уравнениям 

Используя фундаментальное решение (1)
0( , ) ( / 2) ( )MPg M P i H kr  , где (1)

0H  – 

функция Ханкеля нулевого порядка первого рода, перейдем от исходной диффе-
ренциальной краевой обратной задачи к интегральным уравнениям [9]: 

 ( ) 2 ( )n g
S

gv g w dS M    ,    RM S , (6) 
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 ( ) 2 ( )n
S

w gv g w dS t P     ,     P S , (7) 

где RS  – окружность достаточно большого радиуса. При разных поляризациях 

мы приходим к одной и той же системе интегральных уравнений (6, 7), но для 
разных комплексов функций ( , )v w : 

 
0 0

1

, / ( )nЕ nE E

E

v u w u W ikW

t u

 



    при Е-поляризации, (8.1) 

 
0 0

1

/ ,H H H

H

v u ikW W w u

t u

 



    при Н-поляризации. (8.2) 

Сюда входят, кроме неизвестного импеданса, также решения прямых задач nEu   

и Hu . Уравнение (7) перепишем в виде 

 2Pw Qv t   ,  (9) 

где через P и Q обозначены операторы 

n
S

P g dS     ,    
S

Q g dS   . 

Из (9) получим представление для w: 

 1( 2 )w P Qv t   , (10) 

которое при подстановке в (6) приводит к получению интегрооператорного урав-
нения для функции v: 

 1 1( ) 2 2n g n
S S

g g P Q vdS g P tdS        . (11) 

Таким образом, исходная обратная задача (1–5) сведена к решению уравне-
ния (11). В работах [9, 10] предложены и апробированы эффективные алгоритмы 
его регуляризации и численного решения методом граничных элементов. 

Перейдем к построению специальных классов обратных задач синтеза рассеи-
вателей, решение которых не потребует привлечения аппарата регуляризации 
(описанного, например, в [11]). Из соотношений двойственности (8.1) для функ-
ции w следует равенство 

0 0/ ( )nE Ew u W ikW . 

Кроме того, для w имеется представление (10), благодаря чему, с использова-
нием (8.2) для v, получаем 

 1 1
0 0 0 0/ ( ) / 2nE E H Hu W ikW P Qu ikW W P t    . (12) 

Через 0nEu  и 0Hu  обозначены решения прямых задач в случае идеально про-

водящей поверхности соответственно при Е-поляризованной и Н-поляризованной 
падающей волне. Имеют место соотношения 

 1
02 HP t u  , 1

02 nEQ t u   .  (13) 
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В результате уравнение (12) может быть записано в виде: 

 2 1
0 0 0 0( ) /E H H H nEW iku W k P Qu W u  . (14) 

Таким образом, установлено наличие функциональной связи между EW   

и HW  – решениями задач синтеза поверхностного импеданса при Е- и Н-поля-

ризациях. 

3. Кроссполяризационные маскировочные покрытия 

Ставится задача синтеза покрытия, при котором зондирующие сигналы разных 
поляризаций создают одинаковые отраженные поля. Потребуем, чтобы входящие 

в (14) функции были связаны равенством ( )m
E HW W W W s   , где s – дуговая 

координата контура. Тогда из уравнения (14) следует, что функция ( )W s  должна 

удовлетворять соотношению 

 2 1
0 0 0 0( )En H Hu k P Qu W iku W  . (15) 

Метод граничных элементов позволяет свести его к системе линейных алгеб-
раических уравнений 

 A W f , (16) 

матрица 2 1
0 0( ) ( )En HA E k E u P Q u  имеет порядок N N  (N – число панелей, 

аппроксимирующих поверхность S). Через 0 0, , , ,En HW u u P Q  обозначены 

дискретные аналоги соответствующих функций и операторов, 0 0HikWf u , а 

0 0( ), ( )En HE Eu u  являются диагональными матрицами, имеющими в качестве 

диагоналей соответствующие векторы. Решение уравнения (16) комплекснознач-
ным методом исключения Гаусса с выбором ведущего элемента позволяет опре-
делить маскировочный поверхностный импеданс. 

4. Синтез эквивалентных рассеивателей  
(с учетом смены поляризации) 

Пусть имеется рассеиватель, обладающий некоторой диаграммой рассеяния 
при исходной поляризации падающей волны и начальном распределении импе-
данса 1W . Задача состоит в нахождении двойственного покрытия 2W , при кото-

ром данный рассеиватель создает такую же диаграмму рассеяния при облучении 
электромагнитной волной с поперечной поляризацией. 

В случае, когда исходной является H-поляризация, функции 1W  и 2W  связаны 

между собой уравнением (14) 

 2 1
2 0 0 0 1 0( ) /H H nEW iku W k P Qu W u  . (17) 

Найденное отсюда двойственное распределение импеданса 2
d
EW W  обеспе-

чивает при облучении Е-поляризованной волной диаграмму рассеяния, совпада-
ющую с диаграммой рассеяния, которую создает этот же рассеиватель с поверх-

ностным импедансом 1
d
HW W  при облучении Н-поляризованной волной. 
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Частным случаем при этом является возможность реализовать маскировку под 
кроссполяризационную диаграмму рассеяния идеально проводящего рассеивателя 
( 0)HW  . Тогда из (17) следует: 

 *
2 0 0 0/E H nEW W iku W u  .  (18) 

В ситуации, когда исходной является Е- поляризация, аналогом уравнения (18) 
является функциональная зависимость 

 1 2
1 0 0 0 2 0( / ( ) / ) /nE nE HW u W ik Q Pu W k u  .  (19) 

При выводе (19) используются соотношения (13). 

Нетрудно получить, что * * 2
0E HW W W  , где *

HW  определяется из (19) при 

2 0W  . 

Если обозначить правую часть (19) через 2( )F W , то можно построить двухпа-

раметрический класс кроссполяризационно эквивалентных покрытий, введя 
функциональную связь вида 1 2( )W F aW b  . 

5. Задача оптимизации синтезированного импеданса 

Физическая реализация построенных решений может сталкиваться со значи-
тельными техническими трудностями. Одним из путей их преодоления является 
нахождение решений в классах функций, имеющих минимальную норму. Предла-
гаемый нами подход позволяет сформулировать постановку соответствующей 
оптимизационной задачи. 

При построении синтезируемого покрытия будем считать искомым веще-
ственный вектор 

11 1 11 1 21 2 21 2(Re ,.., Re , Im ,.., Im , Re ,..,Re , Im ,.., Im )N N N NZ W W W W W W W W , 

имеющий 4N компонент 1 4( ,..., )NZ Z Z . Таким образом, в уравнении (19) как 

2W , так и 1W  считаются варьируемыми. Поставим задачу минимизации нормы 

вектора Z  при дополнительном условии в виде соотношения (19). Для ее реше-
ния составим функцию Лагранжа 

4
2

1 4 1 2
1

( ,..., , ,..., )
N

N N i
i

L Z Z Z


     

    1 2 1 2
1 1

Re ( ) Im ( )
N N

j j Nj j
j j


 

      W F W W F W . (20) 

Через 2( )F W  обозначен комплекснозначный дискретный аналог оператора, 

соответствующего правой части (19). Запишем условие минимума функции L. 

 0, 1, ..., 4
i

L
i N

Z


 


,    0, 1, ..., 2

j

L
j N


 


. (21) 

Система (21) состоит из 6N линейных алгебраических уравнений. 
Вычислительную процедуру решения системы можно упростить, существенно 

понизив ее порядок. Для этого используется специальный вид уравнения (19). 
Представим вектор Z в виде 1 2( , )Z Y Y , где 
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1 11 1 11 1(Re , ..., Re , Im , ..., Im )N NY W W W W , 

2 21 2 21 2(Re , ..., Re , Im , ..., Im )N NY W W W W . 

Тогда (19) в результате дискретизации может быть записано в матричной форме: 

1 2Y BY h  . 

Здесь 1 1

1 1

Re Im

Im Re
B

 
  
 

B B

B B
, 1B  – матрица порядка N, являющаяся дискретным 

аналогом комплекснозначного оператора 1
0 0/ ( )nE HQ Pu ku , 1 1(Re , Im )h  h h , 

где 1h  – дискретный аналог функции 0 0 0/ ( )nE Hu W iku . 

С учетом этого функция Лагранжа (20) принимает следующий вид: 

2 2 2
2 2

1 2 1 2
1 1 1

( ( ) )
N N N

i i i i i i
i i i

L Y Y Y BY h
  

        . 

Система (21) позволяет исключить множители Лагранжа 22( ) 2 ,i i iBY h    

1, ..., 2i N , и перейти к уравнению 

 2( )t tE B B Y B h   . (22) 

Вещественная симметричная матрица в левой части (22) имеет порядок 2N. Набор 
компонент 1Y  затем может быть найден благодаря соотношениям: 

 1 2( ) 0, 1, ..., 2 .i i i
i

L Y BY h i N


    


  (23) 

6. Результаты вычислительного эксперимента 

1. Синтез кроссполяризационного маскировочного покрытия. В качестве при-
мера рассматривается дифракция электромагнитной волны на цилиндрическом 
рассеивателе кругового поперечного сечения с диаметром /d    . Искомое рас-
пределение поверхностного импеданса находится с помощью интегрооператорно-
го уравнения (15). Реализация его численного решения выполняется по методу 
граничных элементов и сводится к системе линейных алгебраических уравнений 
(16) c подстановкой дискретных аналогов операторов P  и Q  решений прямых 

задач для идеально проводящей поверхности данной формы при Е- и  
Н-поляризациях падающей волны. 

Графики полученных в расчетах реальной (линия 1) и мнимой (линия 2) частей 

нормированного импеданса 0/m m
HW W W  приведены на рис. 1, а. 

Соответствующая найденному распределению импеданса диаграмма рассея-
ния представлена на рис. 1, б. Расчеты по алгоритму решения прямой задачи по-
казывают, что она практически не меняется при смене поляризации зондирующе-
го сигнала. 

2. Синтез покрытий, обеспечивающих кроссполяризационную эквивалент-
ность рассеивателей. Цилиндрический рассеиватель кругового поперечного сече-
ния с комплекснозначным распределением поверхностного импеданса, удовле-
творяющим соотношению 

 0 (0,1 0,1 )d
EW kW i   , (24) 
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при облучении Е-поляризованной электромагнитной волной, имеет диаграмму 
рассеяния, показанную на рис. 2, а сплошной линией 1. 

 

 

Рис. 1 – Распределение Re mW  – линия 1, Im mW  – линия 2 (а);  
диаграмма рассеяния (б) 

Fig. 1 – Distribution Re mW  is line 1, Im mW  is line 2 (а); b – Scattering diagram 
 
 

 
                                              а                                                                    б 

Рис. 2 – Диаграммы рассеяния (а); распределение Re dW  – линия 1,  

Im dW  – линия 2 (б) 

Fig. 2 – Scattering diagrams (а); Distribution Re dW  is line 1, Im dW  is line 2 (b) 

Ставится задача синтезировать двойственное импедансное покрытие для рас-
сеивателя данной формы, такое, чтобы при локации Н- поляризованной волной он 
имел индикатрису, представленную на рис. 2, а линией 1. 

Искомое распределение импеданса 1
d
HW W  находится по формуле (19), с 

подстановкой 2
d
EW W , соответствующей зависимости (24). Найденные в расче-

тах распределения вещественной (линия 1) и мнимой (линия 2) частей нормиро-
ванного импеданса покрытия представлены на рис. 2, б. Диаграмма рассеяния, 
полученная с применением синтезированного покрытия с точностью до 1 % сов-
падает с показанной на рис. 2, а линией 1. На этом же рисунке штриховой линии 2 

                          а                                                                          б 
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соответствует исходная диаграмма рассеяния идеально проводящего объекта ука-
занной формы при Н- поляризации. 

3. Построение двойственных покрытий минимальной нормы. Для иллюстра-
ции применения метода управления свойствами синтезируемого покрытия рас-
смотрим дифракцию на рассмотренном выше цилиндрическом рассеивателе с 
круговым поперечным сечением. 

В результате численного решения полученной системы линейных алгебраиче-

ских уравнений (22) находим покрытие opt
EW  рассеивателя при Е-поляризации, 

соответствующее вектору 2Y  – линии 1, 2 на рис. 3, а. Парное маскировочное по-

крытие opt
HW , в случае облучения Н-поляризованной электромагнитной волной, 

соответствует вектору 1Y  и вычисляется с использованием соотношений (23). Оно 

представлено на рис. 3, б линиями 1, 2. 
 

 

                                         а                                                                 б 

Рис. 3 – Распределения реальной (1) и мнимой (2) части поверхностного импеданса 

Fig. 3 – Distributions of real (1) and imaginary (2) parts of surface impedance 

На рис. 4 показана диаграмма рассеяния, которая является общей как для рас-

сеивателя с покрытием opt
EW  при Е-поляризации, так и при облучении Н-поля-

ризованной волной этого рассеивателя с покрытием opt
HW . 

Для обобщенной оценки нормы пары двойственных покрытий применим сле-
дующее выражение: 

0

2 2 2 21
(0) 1 1

max max Re Im , max Re ImHi Hi Ei EiW i N i N
W W W W W

   

    
 

. 

Анализ графиков на рис. 1–3 показывает, что обобщенная норма для кросспо-

ляризационного маскировочного покрытия (0) 1,51mW , для пары двойствен-

ных покрытий из предыдущего примера (0) 1,34dW , в то время как покрытия, 

полученные при решении задачи оптимизации, имеют существенно меньшую 

обобщенную норму opt
(0) 0,71W . 
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Рис. 4 – Диаграмма рассеяния для покрытия  
минимальной нормы 

Fig. 4 – A scattering diagram to coat a minimum norm 

Конструктивно-технологические аспекты реализации синтезированных по-
крытий выходят за рамки данной статьи, но необходимо отметить следующие 
соображения. Предложенный метод дает конструктивный алгоритм построения 
приближенных решений, которые соответствуют призматическим рассеивателям 
с количеством граней, равным параметру дискретизации N и с кусочно-
постоянным распределением импеданса на гранях. В совокупности с возмож-
ностью минимизации норм это создает предпосылки для физичности и возможно-
сти технической реализации полученных решений. 

Заключение 

В работе построены вычислительные алгоритмы для решения задач кросспо-
ляризационной маскировки импедансных рассеивателей с учетом смены линей-
ной поляризации падающей волны на поперечную. Определены функциональные 
связи между поверхностными распределениями импеданса при различных поля-
ризациях, включающие операторы решения прямых задач и их обращения для 
случая идеальной проводимости. Реализован алгоритм синтеза маскировочного 
покрытия, обеспечивающего ДР, совпадающую с ДР данного объекта при облу-
чении поперечно поляризованной волной. Предложено численное решение о по-
строении кроссполяризационно эквивалентных рассеивателей. По заданному им-
педансному покрытию определяется двойственное к нему, такое, что если одно-
временно поменять покрытия и поляризацию падающей волны, то ДР не изменит-
ся. Рассмотрена задача минимизации норм полученных решений, что увеличивает 
возможность физической реализуемости таких импедансных покрытий. Прове-
денные вычислительные эксперименты показали эффективность предложенных 
подходов. Они могут быть применены для цилиндрических рассеивателей с до-
статочно произвольной формой поперечного сечения. 
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NUMERICAL SOLUTION OF MASKING AND SKATTERER 
EQUIVALENCE PROBLEMS TAKING INTO ACCOUNT  

THE CHANGE OF POLARIZATION OF THE PROBE SIGNAL 
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Novosibirsk State University of Architecture and Civil Engineering (SibStrin), 

Novosibirsk, Russian Federation 

The article investigates the properties of scatterers with an impedance surface when the direc-
tion of linear polarization of the incident electromagnetic wave changes. It has been established 
that between the solutions of inverse problems of the synthesis of impedance coatings with diffe-
rent polarizations, there is a functional relationship that allows us to get to the integrooperator 
equation to determine the coating dual to the original one. It differs in the fact that if you simulta-
neously change the coating and the polarization of the incident wave, the scattering diagram (SD) 
will not change. This allows you to synthesize a cross-polarization masking coating, in which the 
SD does not change when polarization changes to a transverse polarization. An approach to the 
construction of scatterers with the property of cross-polarization equivalence is proposed. The 
advantage of the proposed algorithms for the synthesis of surface impedance distributions is that 
they do not require the use of regularization procedures. The formulation of an optimization prob-
lem that provides coatings in classes of functions with a minimum norm is studied. 
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