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Методами группового анализа исследуется имеющее ненулевой обобщенный инвари-

ант Лапласа и допускающее группу движений максимального порядка уравнение двумер-
ной модели акустики в вертикально стратифицированной слоистой среде. Получены все 
существенно различные подмодели математической модели, задаваемой этим уравнением. 
Найдены простейшие существенно различные (не связанные обратимыми точечными пре-
образованиями) инвариантные решения этого уравнения.  Применение к этим решениям 
полученных формул производства решений дает 28-параметрическое множество суще-
ственно различных точных решений уравнения. Применение к этим решениям инфините-
зимальных формул производства решений  дает счетное множество его точных решений. 
Линейная оболочка этого множества образует бесконечномерное векторное пространство 
(со счетным базисом)  точных решений уравнения. Тем самым создана база данных его 
точных решений. Из вида инвариантных решений следует, что характер решения уравне-
ния существенно зависит от волнового числа. При низкочастотных колебаниях решение 
полиномиально зависит от переменной, определяющей слоистость среды. При высокоча-
стотных колебаниях решение является с точностью до весового множителя периодиче-
ским. Методом удвоения допускаемой группы найдено фундаментальное решение этого 
уравнения, что делает возможным построение формул Грина и получение обобщенных 
формул Пуассона решений краевых задач. Полученные результаты, в частности, могут 
быть использованы при расчетах, связанных с  проведением геофизической разведки нефти 
и газа в слоистых средах и в гидроакустике. 

Ключевые слова: акустические волны, слоистая среда, инвариантные решения, форму-
лы производства решений. 

Введение 

Рассматривается двумерная модель стационарного (гармонического по време-
ни) распространения акустических волн  в слоистой среде специального вида [1], 

для которой коэффициент сопротивления сжимаемости среды   2,x y y  . Зву-

ковое давление ( )p p x при этом описывается уравнением [1]: 

 
2

2
[ ] 0xx yyM p p p p

y



    ,  (1) 

где 2( , )= x y Rx ,   – волновое число, пропорциональное частоте.  

 
 

                                                           
 Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки РФ, 

по государственному заданию № 2014/138, проект № 435; гранта № НШ-2133.2014.1  
в рамках Программы Президента РФ по поддержке ведущих научных школ, гранта РФФИ  
№ 12-01-00648. 
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1. Точные решения  

Уравнение (1) ввиду линейности допускает бесконечную группу Ли преобра-
зований с нормальным делителем, порождаемым операторами ( , ) pP x y  , где 

( , )p P x y  – произвольное решение уравнения (1), фактор-группа по которому 

порождается операторами [2–4]: 

  2 2
1 2 3 4, , 2 , .x x y x y pY Y x y Y y x xy Y p              (2)  

Алгебра Ли 3L  с базисом 1 2 3, ,Y Y Y  является алгеброй Ли группы движений мак-

симального порядка в ассоциированным с уравнением римановом пространстве 
[2–4]. Оператор 4Y  – центр алгебры  Ли с базисом (2). 

В силу теоремы Ли [4, 5] операторы (2) порождают четырехпараметрическую 
группу Ли преобразований, допускаемых уравнением (1). Эти преобразования 
порождают зависящие от четырех произвольных вещественных постоянных ве-
щественные формулы производства («размножения») решений уравнения (1). 

Ввиду линейности уравнения (1) для любого его решения  ,p p x y , являющего-

ся  комплекснозначной функцией, решениями этого  уравнения являются также 

функции    Re , , Im ,p x y p x y . Это позволяет обобщить вещественные формулы 

производства решений этого уравнения. В результате получаются следующие фор-

мулы производства решений: для любого решения  ,p x y  уравнения (1) и для лю-

бых вещественных постоянных       2 2, 1, 2,3, 4; 0 2,4k k m mk m         

решениями уравнения (1), записанного для переменных , ,x y p   , являются 

функции: 
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 (3)  
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                 
              

                                

 (4) 

где  3, 4m m ma i m     . 

Кроме формул производства решений  (3) и (4) из группового свойства (2) сле-
дуют инфинитезимальные формулы производства решений уравнения (1).  
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А именно, если  ,p P x y  – произвольное гладкое решение уравнения (1), то 

решениями этого уравнения являются функции: 

 
     

     2 2

, , , , ,

, 2 , .

x x y

x y

p P x y p xP x y yP x y

p y x P x y xyP x y

  

  
  (5) 

Для классификации инвариантных решений уравнения (1) строится оптималь-
ная система одномерных и двумерных подалгебр алгебры Ли 4L  с базисом (2). 

Действие на эту алгебру Ли группы ее внутренних автоморфизмов разбивает ее на 
непересекающиеся классы подобных подалгебр. Выбор простейшего представи-
теля в каждом таком классе приводит к оптимальной системе неподобных  подал-
гебр алгебры Ли 4L  и, следовательно, к оптимальной системе неподобных под-

групп основной группы Ли преобразований уравнения (1). Применение критерия 
инвариантности [4, 5] позволяет найти универсальные инварианты этих подгрупп 

в пространстве  3 , , .R x y p  Результаты приведены в табл. 1 и 2, в которых 

, , ,    , так же как и входящие во все последующие формулы величины 

 1, 2,...,18kc k  , суть  произвольные вещественные постоянные. 

Универсальные инварианты  всех подгрупп  в таблицах 1 и 2  позволяют полу-
чить простейшие представители всех существенно различных (не связанных то-
чечными преобразованиями) инвариантных  решений уравнения (1).  

Для подгрупп  1.7 2., 2, 3, 5, 6k k    не выполнены необходимые условия  

[4, 5] существования инвариантного решения. 
Неособые [4, 5] инвариантные H -решения ранга 0 уравнения (1) суть реше-

ния, инвариантные относительно подгрупп    2. 1, 4kH k   . Далее речь идет 

только о ненулевых решениях. 

Инвариантное 2.1 -решение существует только при 21
1 1 4

2
      
 

 и 

имеет вид 

 1p c y .  (6) 

Инвариантное 2.4 -решение существует только при  2 1     . В этом слу-

чае оно определяется по формуле 

 

2 1

2 2 2

y
p c

x y

 
 

    
.  (7) 

Неособые [4, 5] инвариантные H -решения ранга 1 уравнения (1) суть решения, 

инвариантные относительно подгрупп    1. 1, 2, ..., 6kH k   . 

Инвариантное 1.1 -решение выражается через функцию Уиттекера 

  2 2
0,

1

4
W z

    
 

 [6]: 

      3 0, 4 0,2 2xp e c W iy c W iy    . (8) 
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Таблица 1 
Однопараметрические подгруппы 1.k  

k  Базис подалгебры Универсальный инвариант 

1 1 4Y Y   , expy x p  

2 1Y  ,y p  

3 2 4Y Y   ,
x

y p
y

  

4 
 

3 4Y Y  ,
2 2

2 2
expx y x py x y

 
 
  
 

 


 

5 
 

3Y  

2 2
,

x y
p

y


 

6 

 
 

21 3 4Y Y Y     
2 2 2 21 1

, exp arcsin
2 22 2 21 4

x y x y
p

y
x y y

 
 

     
    
 

  

7 4Y  ,x y  

 

Таблица 2 

Двухпараметрические подгруппы 2.k  

k Базис подалгебры Универсальный инвариант 

1 1Y  2 4Y Y   y p  

2 1Y  4Y  y  

3 2Y  4Y  y

x
 

4 2 4Y Y   3Y  
2 2

y
p

x y

 
 
  

 

5 3Y  4Y  
2 2x y

y


 

6 1 3Y Y  4Y  
2 2 1x y

y

 
 

 
Инвариантное 1.2 -решение таково: 

 

    2 2
5 6

2 2
5 6

2
5 6

1
cos ln cos ln при 0;

4
1

при 0;
4
1

ln при .
4

b b

c b y c b y b

p y c y c y b

c c y



     



    



  

 (9) 
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Инвариантное 1.3 -решение является обобщенным автомодельным решением 

(при 0   – автомодельным решением): 

  , x
p y q

y
    . 

При 0, 1, 2,...     оно выражается через гипергеометрическую функцию 

 , , ;F a b c  : 

  

 

2 2

7

2 2

8

1 1 4 1 1 4
, ; 1 ;

2 2 2

1 1 4 1 1 4
, ; 1 ; .

2 2 2

y ix
p c y F

y

y ix
c y ix F

y





            
 
 

           
 

 

 (10) 

При 1   инвариантное 1.3 -решение выражается через функции Лежандра  

    21
, 1 1 4

2
P z Q z 

           
 первого и второго рода: 

 9 1 10 1
ix ix ix ix ix ix

p c y P P c y Q Q
y y y y y y   

          
             

          
. (11) 

При 21
1 1 4

2
      
 

 инвариантное 1.3 -решение определяется с помощью 

квадратуры 

  
0

12
11 121

x

y

p y с d с


 
 

     
 
 

.  (12) 

Инвариантное 1.4 -решение выражается через цилиндрические функции  Бес-

селя     21
, 1 4

2
J z N z 

      
 

 первого и второго рода:  

 13 142 2 2 2 2 2 2 2
exp

y x y y
p c J c N

x y x y x y x y
 

      
                        

. (13) 

Инвариантное 1.5 -решение определяется по формуле 

 

2 2
15 16

2 2 2
15 16

1
при 0;

4
1

ln при .
4

b bc c b
y

p
x y c c

       
     



  (14)  
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Инвариантное 1.6 -решение имеет вид  

 
 

2 2 2 2

22 2 2

1 1
exp arcsin ,

2
1 4

x y x y
p q

y
x y y

 
         
 

   
 

. 

Фактор-уравнение для функции  q   приводится к гипергеометрическому урав-

нению Гаусса, решение которого выражается через гипергеометрическую функ-
цию и при 0  определяется по формуле 

  

 

 

2 22 22 2

17

22

18

11
1 , ; 1 ;

2 4

1
, ; 1 ; ,

4

i

x yx y
q c F a b i

y y

x y
c F a i b i i

y


                           

          
 

 

 (15) 

где 

2 21 1
1 1 4 , 1 1 4

2 2
a b             

   
. 

2. Фундаментальное решение  

Группа Ли 3G , порождаемая операторами 1 2 3, ,Y Y Y , является  не дважды 

транзитивной подгруппой основной  группы уравнения (1). Фундаментальное ре-
шение уравнения (1) ищется в классе решений, инвариантных относительно удво-
ения группы 3G . Из критерия инвариантности [4, 5] следует, что в качестве базиса 

инвариантов этого удвоения в пространстве  6 , , ,R p qx  можно взять функции:  

 
2

; ;
4

p q
y

 
    


x

x, , 

где    , , ,x y    x . Фундаментальное решение уравнения (1) в полуплоско-

сти  2 2( , ) : 0R x y R y    x  ищется в виде 

    p U     x, x, . 

Подстановка в уравнение (1) приводит к уравнению  

    21 2 1 0U U U          . 
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Решение  ,p   x  должно иметь в силу оператора M особенность типа  

 -функции в точке  x . Отсюда следует, что фундаментальное решение урав-

нения (1) в полуплоскости 2R  имеет вид 

 

   

     
     

        
1

, ; 1; ln

1 , , 2 1 2 1 ,
2!

k k

k

F

k k
f k f k k

k





        

    
          

   


x,

 (16) 

где      ,f n n       ,  z  – пси-функция Эйлера [6],  z  – гамма-

функция Эйлера  [6], 2 21 1
1 1 4 , 1 1 4

2 2
               
   

. 

Заключение 

1. Получены все существенно различные подмодели математической модели, 
задаваемой уравнением (1), описывающим распространение акустических  
волн в слоистой среде с коэффициентом сопротивления сжимаемости среды 

  2,x y y  .  

2. Найденные инвариантные решения (6)–(15) являются простейшими пред-
ставителями существенно различных (не связанных обратимыми точечными пре-
образованиями) точных решений уравнения (1). Они зависят от 20 произвольных 
вещественных постоянных 1 2 3 18, , , , ...c c c c  . Применение к этим решениям 

формул (3) и (4) производства решений, зависящих от восьми произвольных ве-
щественных постоянных  , 1, 2, 3, 4k k k   , дает 28-параметрическое множе-

ство существенно различных точных решений этого уравнения. Применение к 
этим решениям инфинитезимальных формул производства решений (5) дает счет-
ное множество точных решений. Линейная оболочка этого множества образует 
бесконечномерное векторное пространство (со счетным базисом) точных решений 
уравнения (1). Тем самым создана база данных точных решений этого уравнения, 
которые, в частности, можно  использовать при расчетах, связанных с проведени-
ем геофизической разведки нефти и газа в слоистых средах и в гидроакустике.  

2. Из вида инвариантных решений (6)–(15) следует, что характер решения 

уравнения (1) существенно зависит от волнового числа  . Волновое число 
1

4
   

для рассматриваемой модели  является собственной частотой  и определяет усло-
вие резонанса. При низкочастотных колебаниях решение полиномиально зависит 
от переменной, определяющей слоистость среды. При высокочастотных колеба-
ниях решение является с точностью до весового множителя периодическим, в 
связи с чем, как показано в работе [7], при некоторых дополнительных условиях в 
данной слоистой среде существуют локальные неоднородности (области), для 
которых отсутствует рассеянное поле, возникающее при падении на неоднород-
ность высокочастотного поля, создаваемого внешними компактно распределен-
ными источниками. 

3. Фундаментальное решение (16) делает возможным построение формул Гри-
на и получение обобщенных формул Пуассона решений краевых задач Дирихле и 
Неймана для уравнения (1). 
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EXACT SOLUTIONS OF A 2-D ACOUSTICS MODEL EQUATION  

IN A STRATIFIED MEDIUM ADMITTING  
MAXIMAL ORDER MOTION GROUPS  

Chirkunov Yu.A., Stupin A.V. 
 Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia 

 
The equation with a nonzero generalized Laplace invariant which admits the maximal order 

motion group of a two-dimensional acoustics model in a vertically stratified medium is investi-
gated by group analysis methods. All essentially different submodels of the mathematical model 
defined by this equation have been obtained. The simplest essentially different, i.e. non-connected 
by reversible point transformations, invariant solutions of this equation have been found. The use 
of the derived solution production formulas to these invariant solutions gives an independent 28-
parametric set of essentially different exact solutions of the equation. The use of infinitesimal 
solution production formulas to these invariant solutions gives a denumerable set of exact solu-
tions. A linear span of this set forms an infinite dimensional vector space (with a denumerable 
basis) of exact solutions. Thus, a database of exact solutions of this equation has been created. 
The form of the invariant solutions shows that the character of solutions of the equation depends 
strongly on the wave number. For low frequency vibrations solutions polynomially depend on the 
variable that defines the stratification of a medium. For high frequency vibrations solutions are 
periodic with an accuracy of the weighting factor. A fundamental solution of the equation is 
found by the method of doubling the admitted group, which makes it possible to construct Green's 
formulas and to obtain a generalized solution of the Poisson boundary value problem. The results 
obtained can be used in calculations related to geophysical exploration of oil and gas in stratified 
media and hydroacoustics. 

Keywords: acoustic waves; stratified medium; invariant solutions; formulas of solution pro-
duction. 
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