
ДОКЛАДЫ АН ВШ РФ 
2020 январь–июнь № 1-2 (46-47) 

 ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ 
НАУКИ 

 
  

 

©  2020  В.Я. Рудяк, А.А. Белкин 

УДК 539.21; 519.62  

О ДИНАМИЧЕСКОМ ХАОСЕ ФАЗОВЫХ ТРАЕКТОРИЙ СИСТЕМЫ 
АТОМОВ КРИСТАЛЛА  

В.Я. Рудяк1,2, А.А. Белкин1  
1Новосибирский государственный архитектурно-строительный университет  

(Сибстрин) 
2Новосибирский государственный университет  

 
 

В статье методом молекулярной динамики изучена устойчивость фазовых траекторий 
ионов кристалла NaCl относительно возмущения начальных данных. Показано, что имеет 
место локальная неустойчивость возмущений фазовых траекторий системы и в конфигура-
ционном пространстве, и в пространстве скоростей. На начальной стадии малые возмуще-
ния растут экспоненциально, инкременты роста в том и другом случае одинаковы, они 
зависят от структуры кристалла и его температуры. С увеличением температуры инкре-
менты роста увеличиваются. Далее рост возмущений замедляется, и они достигают «пла-
тового» значения, характерный размер которого в конфигурационном пространстве сопо-
ставим с размером области локализации иона, а в пространстве скоростей – с его макси-
мальной скоростью. Кроме того, установлено, что автокорреляционная функция скоростей 
всех ионов затухает до нуля, т. е. в системе помимо локальной неустойчивости фазовых 
траекторий наблюдается их перемешивание. Таким образом, в системе атомов кристалли-
ческого вещества имеет место динамический хаос. 
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Введение 

Метод молекулярной динамики (МД) сегодня является мощным средством 
моделирования самых разных физических явлений (см. [1] и цитируемую там ли-
тературу). Он с успехом используется при решении различных задач химии, био-
логии, медицины.  Идея этого метода, сформулированная для частного случая еще 
в [2, 3], чрезвычайно проста и сводится к решению уравнений Ньютона (если мо-
делируются классические системы), описывающих динамику рассматриваемой 
молекулярной системы. В результате получаются фазовые переменные (коорди-
наты и скорости) всех молекул системы в последовательные моменты времени. 
Используя затем методы неравновесной статистической механики, с помощью 
этой информации можно рассчитать все наблюдаемые характеристики системы 
(плотность, давление, температуру, коэффициенты переноса и т. п.).  

Поскольку при использовании метода МД речь практически всегда идет об 
изучении динамики большого числа частиц, то ясно, что численное решение 
большого числа уравнений приводит к систематическим ошибкам. Это ошибки, 
связанные с округлением чисел, конечным размером ячейки моделирования, ко-
нечным числом используемых частиц, схемами интегрирования уравнений Нью-
тона. В результате для газов и жидкостей было установлено, что при моделирова-
нии методом МД имеет место локальная неустойчивость фазовых траекторий и 
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В начальный момент времени ионы в количестве 2000N   размещались в 
ячейке моделирования кубической формы строго в узлах кристаллической решетки. 
По требуемой температуре им случайным образом задавались начальные скорости, 
скорость центра масс системы при этом равнялась нулю. Для моделирования объ-
емных свойств кристалла использовались периодические граничные условия.  

Динамика ионов рассматриваемого кристалла описывается системой уравне-
ний Ньютона 

 

i
i

d

dt


r
v ,   i i

i

d

dt m


v F
,    1,..., ,i N   (1) 

где im , ir , iv  – масса, радиус-вектор и вектор скорости i-го иона; iF  – действу-

ющая на него равнодействующая сила. В результате решения уравнений (1) в по-
следовательные моменты времени находится полный набор динамических пере-
менных системы: 

 1 2 1 1( ) ( ), ( ), ..., ( ) ( ), ( ), ..., ( ), ( )N N Nt t t t t t t t x x x x r v r v . (2) 

Постановка задачи устойчивости относительно изменения начальных условий 
сводится к изучению эволюции векторов (2) для двух различных начальных усло-
вий. Итак, пусть заданы начальные условия  

 0 0( )t x x , (3) 

и 

 0 0 0( ) .t   x x x δ    (4) 

Решая уравнения (1) при начальных условиях (3) и (4), получим две фазовые 
траектории  и ( )tx . Будем дальше считать, что начальное возмущение δ  мало. 

Тогда фазовая траектория ( )tx называется устойчивой по Ляпунову, если для лю-

бых 0t  и  0ε  существует зависящая от 0t  и ε , но не зависящая от времени t  

величина δ , такая, что для всех 0t t  выполняется условие  

 
( ) ( )t t   x x ε .  (5) 

Таким образом, изучение устойчивости фазовых траекторий требует система-
тического вычисления эволюции функции  . Вообще говоря, можно изучать 
устойчивость фазовых траекторий отдельно в физическом пространстве 

( ) ( )r t t  r r  и в пространстве скоростей ( ) ( )v t t  v v , где 1( ) ( ), ...,t tr r  
( )N tr , 1( ) ( ), ..., ( )Nt t tv v v . Эти функции в расчетах определяются соотноше-

ниями: 
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(см. [6, 8, 9]). В кристалле такое замедление кажется очень естественным, по-
скольку пространства конфигураций и скоростей ограничены, в первом случае 
подвижностью иона, а во втором – температурой кристалла. На самом деле ситуа-
ция несколько более тонкая. Она становится совершенно прозрачной, если при 
анализе динамики возмущений перейти в Фурье-представление. Тогда выяснится, 
что имеет место спектр неустойчивых возмущений, среди которых есть наиболее 
неустойчивое. Именно его нарастание и определяет экспоненциальный рост воз-
мущений. Затем, когда возмущение достигает некоторой амплитуды, включаются 
нелинейные взаимодействия различных мод, что и приводит к замедлению нарас-
тания возмущений.  

В заключение отметим, что в данной работе изучались фазовые траектории 
некоторой специфической системы – кристалла NaCl. Однако ясно, что все уста-
новленные качественные закономерности не зависят от того, какое кристалличе-
ское вещество рассматривается. Изменение типа решетки, расстояния между 
ионами, потенциала взаимодействия приведет лишь к количественным изменени-
ям. Замена ионов на нейтральные атомы также непринципиальна с точки зрения 
особенностей неустойчивости фазовых траекторий. 
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ON THE DYNAMIC CHAOS OF PHASE TRAJECTORIES  
OF THE SYSTEM OF CRYSTAL ATOMS  
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The molecular dynamics method is used to study the stability of phase trajectories of ions of a 
NaCl crystal to the perturbation of the initial data. It is shown that there is a local instability of 
perturbations of the phase trajectories of the system both in the configuration space and in the 
velocity space. At the initial stage, small perturbations grow exponentially, growth increments are 
the same in both cases, and they depend on the structure of the crystal and its temperature. With 
increasing the temperature, growth increments increase too. Further, the growth of perturbations 
slows down, and they reach a “plateau” value, the characteristic size of which in the configuration 
space is comparable with the size of the ion localization region, and in the velocity space with its 
maximum velocity. In addition, it was found that the velocity autocorrelation function of all ions 
decays to zero, i.e., their mixing takes place in the system in addition to the local instability of 
phase trajectories. Thus, a dynamic chaos takes place in the system of atoms of crystalline matter.  

 

Keywords: phase trajectory, local instability, mixing, dynamic chaos, crystal, molecular dy-
namics. 
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