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Задача геометрического покрытия является частным случаем задачи оптимального про-

ектирования и принадлежит к классу задач «раскроя и упаковки». Задача заключается в 
том, что требуется расположить некоторые геометрические объекты на покрываемой по-
верхности таким образом, чтобы вся поверхность была покрыта целиком. Сложность рас-
сматриваемых задач обусловлена их принадлежностью к классу NP-трудных задач, что 
исключает возможность их решения точными методами и требует построения приближен-
ных оптимизационных методов и алгоритмов. В данной статье рассматривается задача 
геометрического покрытия области кругами из заданного набора радиусов. Для решения 
задачи геометрического покрытия используется метод покрытия гексагональной сеткой с 
оптимизацией метаэвристическим алгоритмом. В качестве такого алгоритма выступает 
вороний алгоритм поиска, который является относительно новым метаэвристическим ал-
горитмом, основанным на интеллектуальном поведении ворон в стае. Вороний алгоритм 
поиска включает в себя два регулирующих параметра: вероятность осведомленности и 
длина полета. Для исследования метода решения и проверки эффективности была смоде-
лирована задача на основе реального проекта систем автоматического полива, а также при-
ведены результаты экспериментов с различными значениями регулирующих параметров. 
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Введение 

Задача геометрического покрытия относится к классу задач «раскроя и упа-
ковки». Научное начало исследованию данной проблематики было заложено  
Л.В. Канторовичем, В. А. Залгаллером, работа которых была опубликована в 
1951 году и переиздана в 2012 [1]. Развитие методов раскроя-упаковки получило 
в работах И.В. Романовского, Э.А. Мухачевой, Ю.Г. Стояна и других. Актуаль-
ность задачи геометрического покрытия обусловлена ее принадлежностью к клас-
су NP-трудных задач с дискретно-непрерывной структурой. Область применения 
описанной задачи велика и включает системы безопасности, противопожарные 
системы, агротехнические системы полива, воздушное и космическое наблюде-
ние, химию, разработку компьютерных игр и прочие. Все известные точные мето-
ды для решения подобных задач имеют экспоненциальную вычислительную слож-
ность. В результате возникает проблема разработки приближенных и эвристических 
методов, позволяющих находить субоптимальные решения. Метаэвристические 
алгоритмы объединяют один или более эвристических методов и основаны на по-
исковой стратегии высокого уровня. Использование метаэвристических алгоритмов 
является эффективным решением данной проблемы [2, 3]. 

На сегодняшний день задача геометрического покрытия все еще остается ма-
лоизученной. С каждым годом интерес к данной задаче возрастает с появлением 
новых алгоритмов, призванных эффективно решать данный класс задач и нахо-
дить оптимальное решение с минимальными временными затратами. 
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1. Постановка задачи исследования 

Рассматривается задача геометрического покрытия, математическая постанов-
ка которой формулируется следующим образом. Дана область A ширины W и 
длины L. На области A определено множество точек 1 2{ , , , }  nP P P P , где n – 

количество точек, , ,  i i
i x yP p p  1, , i n , i

xp  и i
yp  – координаты точки. 

Множество точек P формирует на области A запретные участки. Требуется по-
крыть область \A P  наименьшим числом кругов из заданного множества радиу-
сов 1{ , , } nr r . Решение будет являться допустимым, если вся область \A P  по-
крыта кругами, центры кругов располагаются внутри области A, но ни один центр 
круга не располагается внутри множества точек P. 

2. Методы решения 

Для решения задачи покрытия используется метод покрытия гексагональной 
сеткой с оптимизацией метаэвристическим алгоритмом. Вычисление решения 
происходит в три шага. 

1. Построение гексагональной сетки кругами с максимальным радиусом из 
множества 1{ , , } nr r  без учета запретных участков множества P. 

2. Определение и удаление кругов, если координаты центра круга находятся в 
запретных участках множества P. 

3. Покрытие случайным образом оставшихся участков области A кругами с 
радиусами из множества 1{ , , } nr r , использование подходящих кругов в порядке 
убывания их радиусов и нахождение оптимального варианта покрытия при помо-
щи метаэвристики. 

Также в решении используется регулируемый коэффициент пересечений кру-
гов coef , где с помощью расстояния между центрами кругов и их радиусами 
определяется степень их пересечения. Допустимое расстояние между кругами 
определяется неравенством (1) 

 2 2 1 2
1 2 1 2

( )
( )( ) ,


   

R R
X X Y Y

coef
 (1) 

где ,X Y   – координаты кругов; R – их радиусы. 
В экспериментах значение коэффициента пересечений равно 1,7. Данное зна-

чение было подобрано таким образом, чтобы соблюсти баланс между числом ис-
пользуемых кругов в покрытии и общей занимаемой площадью покрытия. 

Поскольку задача геометрического покрытия является NP-трудной задачей, 
для нахождения оптимального решения могут использоваться метаэвристические 
алгоритмы. Одним из таких алгоритмов является crow search algorithm (CSA), ко-
торый был первоначально предложен Askarzadeh [4]. Далее в статье будет исполь-
зоваться русский вариант названия «вороний алгоритм поиска». Вороний алго-
ритм поиска (ВАП) имитирует социальный интеллект стаи ворон и их процесс 
сбора пищи и в конечном итоге может использоваться как альтернативный метод 
для решения сложных инженерных задач оптимизации. Это относительно новый 
и малоизученный метаэвристический алгоритм, который имеет некоторую схо-
жесть с методом роя частиц (МРЧ), но при этом обладает некоторыми преимуще-
ствами по сравнению с остальными метаэвристическими алгоритмами. 

В природе вороны имеют тенденцию проникать в пищевые запасы других ви-
дов, включая других ворон в стае. Фактически, каждая ворона пытается скрыть 
свою избыточную пищу в укрытии, чтобы достать спрятанную пищу при необхо-
димости. Другие члены стаи, у которых есть свои собственные места для хране-
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ния пищи, пытаются следить друг за другом, чтобы найти чужие укрытия и раз-
грабить запасы. Тем не менее если ворона почувствует, что ее преследуют другие 
члены стаи, чтобы сбросить слежку и обмануть грабителя, она маневрирует своим 
путем в ложное укрытие [5]. Из этого следуют основные принципы ВАП, в кото-
рых каждая ворона исследует пространство решений для укрытий с лучшими 
продовольственными ресурсами, т. е. глобальные оптимумы с точки зрения опти-
мизации. Таким образом, движение каждой вороны представлено двумя основ-
ными особенностями. 

1. Обнаружение мест укрытия других членов стаи. 
2. Защита своих собственных укрытий. 
Так как любой эффективный алгоритм оптимизации должен быть совместим с 

произвольными размерами и каждый произвольный размер представляет собой 
переменную решения, для пространства поиска предполагается d-мерная среда. 
Первоначально предполагается, что N ворон занимают позицию в d-мерном про-
странстве случайным образом. Положение вороны i на итерации t в пространстве 

поиска представлено t
ix , которое фактически является допустимым массивом пе-

ременных решения. Кроме того, каждая ворона может запоминать местоположе-
ние наиболее подходящего места укрытия. На итерации t позиция укрытия воро-

ны i представлена t
im , являющейся наилучшей позицией, которую пока заметила 

ворона. 
В стандартном ВАП стая ворон распространяется и ведет поиск по всему про-

странству решений для поиска идеальных мест укрытия. Также эффективный ме-
таэвристический алгоритм должен обеспечивать хороший баланс между диверси-
фикацией и интенсификацией. В ВАП интенсификация и диверсификация в 
основном контролируются двумя параметрами: длина полета fl и вероятность 
осведомленности AP. Уменьшая вероятность осведомленности, вероятность обна-
ружения мест укрытия членами вороньей стаи будет увеличиваться. В результате 
ВАП имеет тенденцию фокусировать поиск по окрестностям укрытий. Таким обра-
зом, можно предположить, что меньшие значения AP будут усиливать аспект ин-
тенсификации. С другой стороны, увеличивая AP, стая ворон, скорее всего, будет 
искать пространство для принятия решений случайным образом, поскольку такое 
действие уменьшит вероятность обнаружения настоящих укрытий со стороны гра-
бителей. В результате большее значение AP усилило бы аспект диверсификации. 

Для эффективной реализации метаэвристического алгоритма также необходи-
мо правильно настроить параметры алгоритма. Однако установка параметров – 
это трудоемкий процесс. Таким образом, алгоритмы с ограниченным числом па-
раметров легче реализовать в различных задачах оптимизации. Вышеупомянутое 
относится к одному из основных преимуществ ВАП по сравнению со многими 
традиционными метаэвристическими алгоритмами. Для ВАП требуется только 
два основных параметра, требующих настройки: длина полета и вероятность 
осведомленности. После настройки параметров также устанавливаются размер 
стаи N и максимальное количество итераций T. 

Первый шаг – разместить случайным образом N ворон в d-мерном простран-
стве решений. Оптимизация достигается путем поиска оптимального значения 
начального положения ( ,  )x y  для построения. Пространство решений ВАП пред-

ставляет собой квадрат со стороной max
2

r
, где maxr  – максимальный радиус кру-

га из множества 1{ , , } nr r . 
Так как вороны не имеют опыта на начальной итерации, предполагается, что 

они спрятали свои запасы в своих начальных положениях. После первого шага 
алгоритм перемещает каждую ворону, к примеру ворону , следующим образом: 
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Проведенные исследования и результаты вычислительных экспериментов по-
казали, что ВАП по числу кругов улучшил результаты по сравнению с неоптими-
зированным покрытием в среднем на 30,81% при AP = 0,3 и fl = 0,7. В остальных 
случаях, при различных значениях AP и fl, ВАП показывает улучшение до 
27,87 %. На сегодняшний день существует не так много работ с применением 
ВАП для решения задач геометрического покрытия, поэтому может быть целесо-
образным проведение дальнейших исследований эффективности алгоритма в ре-
шении задач геометрического покрытия, более детальное изучение воздействия 
коэффициентов AP и fl на результаты для подбора наиболее оптимальной комби-
нации, а также нахождение способов модификации ВАП для увеличения его эф-
фективности, к примеру: создание гибридных алгоритмов, алгоритмов с самообу-
чением и т. д. 
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proximate optimization methods and algorithms. This article discusses the problem of geometric 
covering of an area with circles from a given set of radii. To solve the problem of geometric cov-
ering, a hexagonal grid coverage method with optimization by a metaheuristic algorithm is used. 
The crow search algorithm is such an algorithm, which is a relatively new metaheuristic algorithm 
based on the intelligent behavior of crows in a flock. The crow search algorithm includes two 
control parameters: the awareness probability and the flight length. To study the solution method 
and check the efficiency, a problem was modeled on the basis of a real design of automatic irriga-
tion systems, and the results of experiments with different values of control parameters were pre-
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