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В статье задачи определения и контроля параметров антенн, решаемые с помощью из-

мерений ближнего поля, представлены в единой формулировке, соответствующей обоб-
щенной обратной задаче излучения в виде интегрального уравнения первого рода. В рам-
ках численного подхода к решению уравнение дискретизируется, затем решение ищется 
приближенно как решение нормальной системы уравнений. Показано, что приближенное 
решение дискретизированной задачи, удовлетворяющее нормальной системе, также явля-
ется решением уравнения с ортогональным проектором в его правой части. На основе 
представленной формулировки предложен новый итерационный метод. Работоспособность 
метода продемонстрирована на примере решения задачи восстановления диаграммы направ-
ленности рупорной антенны из данных ближнего поля, рассчитанных для электродинамиче-
ской модели антенны в программе HFSS. Результаты предложенного метода сопоставляются 
с результатами решения задачи методом разложения по сингулярным числам. 
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Введение 

Ряд актуальных задач в области антенных измерений, проводимых в ближней 
зоне, в частности восстановление диаграммы направленности (ДН) [1], обнаруже-
ние неисправных элементов в антенных решетках [2, 3], диагностика рефлектор-
ных антенн [4] и другие, может быть сформулирован по типу обратной задачи  
[5, 6] и решен с помощью соответствующих численных методов. Преимуществом 
такого подхода является не только его универсальность, но и повышенная точ-
ность по сравнению с методами модального разложения [7, 8]. 

Единая формулировка задач достигается с помощью теоремы эквивалентности 

[9], согласно которой электромагнитное поле ( )E r
 

, ( )H r
 

 вне области V  , содер-

жащей источники излучения – антенны, полностью определяется эквивалентными 

поверхностными токами э
экJ


, м
экJ


, «текущими» по поверхности V  , ограничи-

вающей область V  . При выборе в качестве фиктивной поверхности V   поверх-
ность, совпадающую с геометрией антенны, информации о распределении экви-

валентных токов э
экJ


, м
экJ


 на этой поверхности оказывается достаточным, чтобы 

решить любую из вышеназванных задач. В свою очередь эквивалентные токи, 
можно определить по измеренным значениям поля в ближней зоне антенны  
[10, 11], т. е. тем самым решить обратную задачу, представленную линейным опе-
раторным уравнением первого рода  

  э м
эк эк( ) ( ), ( )E r J r J r

    
 , (1) 
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где r


 – вектор произвольной точки наблюдения; r


 – вектор, определяющий по-

ложение точки на поверхности V  ; ,э м
эк экJ J
 

 – эквивалентные электрический  

и магнитный токи соответственно;   – линейный интегро-дифференциальный 
оператор, включающий функцию Грина для свободного пространства. 

Численный подход к решению (1) требует, чтобы уравнение было дискретизи-
ровано, т.е. выражено в терминах конечного числа неизвестных. Для этого, преж-
де всего, используют алгоритмы, основанные на методе моментов [12], в котором 
эквивалентные токи аппроксимируются конечной суммой токов, определенных  
на каждой из подобластей разбиения поверхности и выраженных в виде некото-
рой базисной функции mf  с неизвестным комплексным коэффициентом mс .  

Затем уравнение (1) взвешивается с помощью множества дельта-функций 

изм{ ( ) | }r r V 
 

, где измV  – поверхность, расположенная в ближнем поле ан-

тенны, вдоль которой производятся измерения электромагнитного поля. Это при-
водит к матричной форме операторного уравнения, которое абстрактно можно 
записать в виде 

 ,Ax b  (2) 

где m nA   – матрица, коэффициенты которой представляют взаимодействие 

между датчиком и каждым из участков тока; nx  – вектор неизвестных ком-

плексных коэффициентов разложения эквивалентных токов э м
эк эк,J J
 

; mb  – 

вектор, компоненты которого представляют значения измеренного электрическо-

го поля ( )E r
 

. 

Методы решения систем алгебраических уравнений (2) в принципе позволяют 
получать решения с максимально возможной точностью, однако при этом следует 
учитывать некорректную природу обратной задачи [13], а именно тот факт, что 
любое возмущение в исходном уравнении (1) может привести к отсутствию,  
неединственности, а также нестабильности решения его дискретного представле-
ния (2). Такие возмущения неизбежны и, как правило, связаны с шумами, присут-
ствующими при измерениях ближнего поля, поэтому решение дискретизирован-

ной обратной задачи (2) ищут приближенно в виде некоторого вектора ˆ nx , 
«наименее уклоняющегося» от решения (2) в смысле  

  ˆ|| || min || ||: nAx b Ax b x    , (3) 

где || ||  – среднеквадратичная норма. 

Для построения устойчивого приближенного решения обратной задачи (2) 
наряду с основной формулировкой (3) до сих пор находила применение только 
система нормальных уравнений, которая позволяла применять различные эффек-
тивные методы вычисления. Так, например, в работах [14–16] решение достига-
лось путем вычисления псевдообратной матрицы Мура–Пенроуза методом раз-
ложения по сингулярным числам (SVD). В последних публикациях вычислитель-
но трудоемкий метод SVD заменен итерационными методами, такими как раз-
личные типы сопряженных градиентов (CG) [17, 18].  

В этой работе представлен новый подход к построению приближенного реше-
ния дискретизированной задачи (2). Для этого система нормальных уравнений 
заменяется эквивалентным уравнением с ортогональным проектором в правой 
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части, которое решается в два шага, при этом матрица A  рассматривается как 
линейный оператор, действующий на конечномерных унитарных пространствах. 
На первом шаге с помощью подпространственных проекций и теоремы Неймана-
Гальперина строится ортогональный проектор, вычисляющий вектор, лежащий  
в образе оператора A . Затем полученная непротиворечивая система уравнений 
решается алгоритмом Качмарца [19], адаптированным для поставленной задачи.  
В частности, с помощью теории операторов показано, что гиперплоскости, на ко-
торые последовательно осуществляется проецирование результата текущего шага 
алгоритма Качмарца, формируются векторами, комплексно-сопряженными  
исходным векторам-строкам матрицы A . Практическое применение представ-
ленного подхода проиллюстрировано на примере решения обратной задачи вос-
становления ДН.  Результаты, полученные проекционным методом, сравниваются 
с решением задачи методом разложения по сингулярным числам. Показано, что 
предложенный метод сходится по норме к этому решению. Также обсуждается 
вопрос точности восстановления ДН путем сравнения результатов с ДН электро-
динамической модели исследуемой антенны.  

1. Проекционный метод 

Будем рассматривать комплекснозначную матрицу A  как линейное отображение, 

действующее на  унитарных конечномерных пространствах : (A)n mA R   , 

где ( )R A  – образ пространства отображения (матрицы) A . ( )R A   будет обозна-

чать ортогональное дополнение к ( )R A . *A  – сопряженный оператор. При этом 

для конечномерных унитарных пространств ( ) ( )m R A R A   . Скалярное про-

изведение в d  обозначим , dx y 


 и определим естественным образом как  

1
, d

d

i i
i

x y y x


   
, 

где ix , iy  – i-я компонента вектора x  и вектора y , комплексно сопряженного  

с y , соответственно. Среднеквадратичная норма вектора nx  определятся 

следующим выражением  

2|| || , nx x x  . 

Пусть исходное операторное уравнение (1), соответствующее обратной задаче, 
сведено к системе линейных алгебраических уравнений в форме (2), будем искать 
приближенное решение поставленной задачи. Рассмотрим систему нормальных 
уравнений  

 * * .A Ax A b  (4) 

Пусть вектор x̂  является решением этого уравнения, тогда вектор 

ˆ ( )Ax b R A   . Взяв проекцию этого вектора на образ пространства операто- 

ра ( )R A , имеем 

( ) ( )ˆ ˆ0 ( )R A R AP Ax b Ax P b    , 
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где ( ) : ( ) ( )m
R AP R A R A   – ортогональный проектор на образ оператора A , 

совпадающий с его замыканием ( )R A . 

Значит, искомый вектор x̂  помимо уравнения (4) также является решением 
уравнения 

 ( )R AAx P b . (5) 

Выберем в пространстве n  n -векторов 1 (1, 0, ,0);u    2 (0, 1, ,0);u    ;  

(0, 0, ,1)nu   , тогда ( 1,..., )iAu i n  формирует в пространстве m  векторы ia , 

соответствующие i-му вектору-столбцу матрицы A , при этом ( )ia R A . Для 

каждого вектора ia  определим проекцию некоторого вектора u  на подпростран-

ство ( )i m
iM L a   , образованное его линейной оболочкой: 

 
2
2

,
( )

|| ||i

i
i

M i

u a
P u a

a

 
     ( 1, , )i n  . (6) 

Тогда проекция на ортогональное дополнение iM   определяется как 

 
2
2

,
( )

|| ||i

i
i

iM

u a
P u u a

a


 
       ( 1, , )i n  . (7) 

Принимая во внимание тот факт, что 1 ( )k
i iM R A 
  , теорема Неймана–

Гальперина [20] позволяет вычислить проекцию вектора b  на ортогональное  

дополнение ( )R A   линейного оператора A  как предел последовательности  

итераций вида 

   1 1

1 ( )
n n

k k
M M M

y P P P y  


    
 

 , (8) 

где 0y b . Обозначая конечный результат  (8) как y , проекция вектора b  

на ( )R A  определяется из выражения  

 ( )  R Ay P b b y   . (9) 

Тем самым задача сведена к непротиворечивой системе уравнений 

  Ax y , (10) 

где ( )y R A . 

Для решения (10) алгоритмом Качмарца необходимо выбрать произвольное 

начальное приближение 0x  и определить гиперплоскости, на которые будет осу-
ществляться проецирование на каждом шаге алгоритма. Из теории операторов 

[21] известно, что для любых векторов nu    и  mv   выполняется 

 *, ,m nAx y x A y    
 

. (11) 
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Пусть x̂  является решением уравнения (10),  выберем в пространстве m   
m- векторов 1 2(1,0, ,0); (0,1, ,0); ; (0,0, ,1)mv v v      , тогда  

 ˆ, ,m mi i iAx v y v y     
 

. (12) 

При этом * ( 1,..., )iA v i n  порождает векторы, соответствующие столбцу  

матрицы, отождествленной с сопряженным оператором, беря во внимание то, что 
эта матрица в унитарных пространствах является эрмитово-сопряженной к мат-
рице A , имеем 

 *
i iA v a , (13) 

где ia  – вектор, соответствующий i-му комплексно-сопряженному вектору-строке 

матрицы A . 
Тогда, подставляя (12) и (13) в выражение (11), получим m  гиперплоскостей iH , 

точка пересечения которых является приближенным решением задачи. 

 , ( 1, 2, , )ni ix a y i m    


. (14) 

Легко показать эквивалентность (14) и (10), определив проекцию P
iH  на ги-

перплоскость iH  следующим образом  

 
2
2

,
( )

|| ||i
i i

H i
i

x a y
P x x a

a

  
        ( 1, , )i n  .  (15) 

За шаг алгоритма Качмарца примем композицию проекций   

    1
1 1( ) ,k k

m mx P P P x
   (16) 

предел последовательности, которых сходится к решению задачи (2). 

2. Результаты численного моделирования 

Работоспособность проекционного метода продемонстрирована на примере 
задачи восстановления ДН рупорной антенны с размерами раскрыва 4020 мм, 
работающей на частоте 10 ГГц.  

Дискретизированная форма интегрального уравнения (1) была получена  
с помощью метода моментов. Для этого в качестве фиктивной поверхности 
была выбрана бесконечная плоскость, совпадающая с раскрывом рупора, кото-
рая усечена до размеров раскрыва и разбита на 1000 прямоугольных подобла-
стей. Эквивалентные токи разложены по пульс-базису. Данные ближнего поля 
антенны получены путем строгого расчета модели рупорной антенны (рис. 1)  
в программном пакете HFSS для точек плоскости размером 990990 мм, отсто-
ящей на расстоянии 90 мм от раскрыва с шагом 10 мм вдоль осей X  и Y  вве-
денной декартовой системы координат. Размер итоговой матрицы составил 
98014000 элементов. 

На рис. 2 показано, что решение предложенным проекционным методом схо-
дится по норме (3) к решению методом разложения по сингулярным числам.  
Об этом также свидетельствует полное совпадение ДН, рассчитанной из результа-
тов дискретизированной обратной задачи рис. 3. 
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Рис. 1 – Модель рупорной антенны  и расположение плоскости  
расчета значений ближнего поля 

Fig. 1 – A horn antenna model and location of the near-field  
calculation plane  

 

 

Рис. 2 – Зависимость среднеквадратичной ошибки от количества итераций  
проекционного алгоритма 

Fig. 2 – Dependence of the mean square error on the number of iterations  
of the projection algorithm  
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Рис. 3 – Сравнение диаграмм направленности  рупорной антенны,  
рассчитанной в HFSS, и восстановленных из ближнего поля  

Fig. 3 – Comparison of the radiation pattern of a horn antenna calculated in HFSS  
and reconstructed from the near field  

Восстановленные диаграммы хорошо согласуются с эталонной ДН, рассчи-
танной с помощью электродинамической модели в HFSS. При этом относительная 
среднеквадратичная ошибка восстановления ДН с использованием проекционного 
метода  составила менее 5 % для сектора –90° ≤ θ ≤ 90° и менее 2 % для сектора  
–80° ≤ θ ≤ 80°. 

Заключение 

Математический аппарат теории обратных задач, совмещающий в себе уни-
версальность теории операторов, а также эффективные методы вычислительной 
математики позволяют решить ряд задач антенных измерений в рамках единого 
подхода. Формулировка этих задач в виде операторного уравнения первого рода и 
его последующая дискретизация, рассмотренная как линейное преобразование 
между унитарными конечномерными пространствами совместно с введенным 
понятием о решении задачи, как наилучшего решения в среднеквадратичном 
смысле, дало толчок к разработке проекционного метода. Так, положенное  
в основу метода уравнение с ортогональным проектором в правой части гаранти-
рует существование и единственность решения. Для отыскания этого решения 
ключевым явилось введение понятия проекции на подпространство и проекции на 
гиперплоскости. В частности введение первого понятия совместно с теоремой 
Неймана–Гальперина приводит к конструктивному построению ортогонального 
проектора и сведению задачи к непротиворечивой системе алгебраических урав-
нений, к которой затем применяется адаптированный метод Качмарца, использу-
ющий последовательное проецирование некоторой начальной точки на гипер-
плоскости, образованной уравнениями с коэффициентами, комплексно-сопряжен-
ными к коэффициентам непротиворечивой системы уравнений. Приведенное  
теоретическое обоснование, а также результаты численного моделирования, по-
лученные для задачи определения ДН по измеренной информации в ближней 
зоне, подтверждают работоспособность проекционного метода для решения задач 
в области антенных измерений, представимых по типу обратных.    
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In the article, the problems of determining and monitoring antenna parameters, solved using 

measurements in the near field, are presented in a unified formulation corresponding to the gene-
ralized inverse radiation problem in the form of an integral equation of the first kind. Within the 
framework of the numerical approach to the solution, the equation is discretized, and then the 
solution is sought approximately as a solution to the normal system of equations. It is shown that 
an approximate solution to the discretized problem that satisfies the normal system is also a solu-
tion to an equation with an orthogonal projector on its right-hand side. On the basis of this formu-
lation, a new method of iterative projections is proposed. The efficiency of the method is demon-
strated by the example of solving the problem of reconstructing the radiation pattern of a horn 
antenna from near-field data calculated for the electrodynamic model of the antenna in the HFSS 
program. The results of the proposed method are compared with the results of solving the prob-
lem by the method of decomposition in singular numbers.  
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