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В статье рассматривается задача различения неортогональных сигналов с многопози-

ционной фазовой и амплитудно-фазовой модуляцией на фоне гауссовских помех. В каче-
стве решающего правила выбран критерий максимального правдоподобия. При теоретиче-
ском анализе вероятностей ошибок решающего правила возникают многомерные 
нормальные интегралы с вырожденной корреляционной матрицей. Поскольку вычисление 
таких интегралов не разработано, на практике применяются или оценки вероятности оши-
бок в виде границ сверху, или эвристические приемы для некоторых частных случаев. 
Применение метода Монте-Карло для нахождения вероятностей ошибок в этом случае 
является нетривиальной задачей, поскольку формирование многомерных нормальных век-
торов, использующее разложение Холецкого вырожденной корреляционной матрицы, не-
возможно. В данной работе предложен способ вычисления многомерных нормальных  
интегралов с вырожденной корреляционной матрицей. Расчеты основаны на методе воз-
мущения корреляционной матрицы системы сигналов и интегрировании обобщенных 
функций. Эта процедура может производиться путем возмущения собственных значений 
корреляционной матрицы или путем возмущения созвездия сигналов. Метод возмущений 
вырожденной корреляционной матрицы позволяет вычислять многократные нормальные 
интегралы любой кратности. Результатом расчетов могут быть как точные аналитические 
формулы, так и первые приближения быстро сходящихся рядов. В качестве примера для 
систем с 2- и 4-позиционной фазовой модуляцией получены точные аналитические выра-
жения для вероятностей ошибок, совпадающие с выражениями, полученными другими 
методами. 

Ключевые слова: многомерный нормальный интеграл, вырожденная корреляционная 
матрица, многопозиционная фазовая модуляция, вероятности ошибок, метод возмущений. 

Введение 

Современные телекоммуникационные системы для увеличения скорости пере-
дачи информации широко используют сигналы с многопозиционной фазовой и 
амплитудно-фазовой модуляцией. Исследование помехоустойчивости таких си-
стем представляет собой важную задачу. Однако при теоретическом анализе ве-
роятностей ошибок возникают многомерные нормальные интегралы (МНИ) с вы-
рожденной корреляционной матрицей. Поскольку вычисление таких МНИ не 
разработано, на практике применяются или оценки вероятности ошибок в виде 
границ сверху [1, 2], или эвристические приемы для некоторых частных случаев 
(например, анализ ошибок для ФМ-2, ФМ-4). Применение метода Монте-Карло 
для нахождения вероятностей ошибок также становится нетривиальной задачей. 
Это связано с тем, что формирование многомерных нормальных векторов, ис-
пользующее разложение Холецкого вырожденной корреляционной матрицы, не-
возможно [3]. 

Таким образом, становится необходимой разработка способа точного вычис-
ления МНИ с вырожденной корреляционной матрицей. В данной работе предло-
жен аналитический метод вычисления МНИ с вырожденной корреляционной  
матрицей. На примере ФМ-2, ФМ-4 показаны возможности этого метода, уста-
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новлено совпадение вычисленных вероятностей ошибок с полученными другим 
путем. Указаны способы вычисления МНИ при использовании многопозицион-
ной модуляции любой кратности. 

1. Постановка задачи 

Пусть в течение интервала времени [0, ]T  наблюдается смесь ( ) ( ) ( )it s t tξ = + η  
одного из M  возможных сигналов ( )is t  и белого гауссовского шума ( )tη  со 
спектральной плотностью 0 / 2N .  

Здесь ( )0( ) ( ) cosi i is t A f t t= ω + ψ , 1... ,=i M  – детерминированный сигнал с из-
вестными параметрами и законом амплитудно-фазовой модуляции. Энергии сиг-

налов 2

0
( )

T

i iE s t dt= ∫ . Логарифм функционала отношения правдоподобия (ЛФОП) 

для сигнала ( )is t  может быть записан как 

 0
0

(1/ ) 2 ( ) ( )
T

i i iL N t s t dt E
 

= ξ − 
  

∫ . (1) 

Оптимальным является байесовское правило принятия решения [4]. При неко-
торых предположениях относительно априорных вероятностей присутствия сиг-
налов и вида матрицы потерь байесовское правило преобразуется в алгоритмы 
максимума апостериорной вероятности и максимального правдоподобия.  
В [4] доказано, что при увеличении отношения сигнал/шум 02 /iE N → ∞  асимп-
тотически байесовским является алгоритм максимального правдоподобия, инва-
риантный к априорным распределениям и виду матрицы потерь. 

Согласно этому алгоритму при различении сигналов выносится решение в 
пользу сигнала ( )js t , если выполняется условие j iL L> , 1...=i M , i j≠ . При 

наличии на входе i-го приемного устройства  сигнала ( )js t   

( ) 2
0 0

0
( ) (2 / ) ( ) ( ) ( ) / 0,5

T

i j j i i i j ji i i iL s N s t t s t dt E N q q R q n q= + η − = + −∫ . 

Здесь 2
02 /i iq E N=  – энергетическое отношение сигнал/шум для сигнала ( )is t , 

,
0

( ) ( )
T

j i j i i jR s t s t dt E E
 
 =
 
 
∫  – элементы нормированной корреляционной мат-

рицы системы сигналов, 1iiR = , 0
0

2 / ( ) ( )
T

i i in E N t s t dt= η∫  – гауссовская случай-

ная величина с нулевым средним, единичной дисперсией ( ) 1iD n = . Гауссовский 
вектор i i iN q n= , 1... ,=i M  имеет элементы корреляционной матрицы 

j i j i jiN N q q R< >= . В дальнейшем будем оперировать со случайными величинами 

( )2( | ) 0,5 j
i j ji i i iiL i j q q R q N m N= − + = + . 
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Тогда решение в пользу сигнала ( )js t  по критерию максимального правдопо-
добия записывается в виде 

( ) ( )L j j L i j> , 1..i M= , i j≠ . 

Условная вероятность правильного решения записывается как 

 [ ] ( )1
1..

( | ) ( | ) .. ,..
j j

i j

z z

jj j M i
i M

P P L j j L i j dz W z z dz

≠

∞

=−∞ −∞ −∞

= > = ∏∫ ∫ ∫ . (2) 

С учетом статистических свойств случайных величин ( )L i j  получаем их  
распределение в виде многомерной нормальной плотности вероятности 

 
( ) 1 ( )1 ( ) ( )( ) exp

2(2 ) det( )

j T j

M
W

− − − = − 
 π  

z m K z mz
K

. (3) 

Здесь 1( .. )T
Mz z=z  – вектор–столбец аргументов плотности вероятности, 

( ) 20.5j
j i ji iq q R q = − m , 1... ,=i M  – вектор-столбец условных математических 

ожиданий статистик ( )L i j , [ ]k i kiq q R=K , , 1... ,k i M=  – корреляционная матри-

ца случайного вектора [ ]iN=N . 
Средняя вероятность ошибочных решений  

 
1

1
M

e j jj
j

P p P
=

= − ∑ , (4) 

где jp  – вероятность наличия сигнала ( )js t . Выражения (2), (3), (4) справедливы 
для любой системы сигналов с амплитудно-фазовой манипуляцией. Для систем 
связи обычно выполняется условие 1/jp p M= = . Кроме того для системы сиг-

налов с эквидистантной фазовой манипуляцией 2 ( 1) /i i Mψ = π − , iA A=  имеют 
место соотношения ,i iE E q q= =  и ( )jjP P q=  не зависят от номера сигнала. 

Для любого созвездия сигналов, задаваемого координатами ( , )i iA ψ , 1... ,=i M  
или на плоскости ( , )I Q  ( )cos( ), sin( )i i i i i iI A Q A= ψ = ψ , нетрудно убедиться 
прямым расчетом, что det( ) 0=K . Это является следствием того факта, что любой 
вектор ( , )i iA ψ может быть представлен комбинацией двух ортогональных векто-
ров, т. е. элементы строки (столбца) матрицы K  являются комбинацией других 
элементов. Следовательно, прямой расчет интегралов вида (2) с плотностью веро-
ятности (3) невозможен. 

2. Принцип метода возмущений для расчета МНИ 

Вырожденная корреляционная матрица K для любого созвездия сигналов с 
амплитудно-фазовой манипуляцией имеет только два ненулевых собственных 

значения 1 2,λ λ , где 2
1 2

1

M
i

i
q

=
λ + λ = ∑ . (Для ФМ-2 только 1λ ). Если созвездия сиг-

налов с фазовой или амплитудно-фазовой манипуляцией имеют эквидистантную 
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по углу 2 ( 1) /i i Mψ = π −  геометрию, то 1 2λ = λ . Соответственно, для М-кратной 

ФМ 2
1 2 / 2Mqλ = λ = , для квадратурной амплитудно-фазовой манипуляции 

(КАМ) величины 1 2,λ λ зависят от геометрии созвездия сигналов. Например, для 
КАМ-8 с квадратурными координатами сигналов {( , ) (1,0), (1,1), (0,1), (1,1),I Q =  

}( 1,0), ( 1, 1), (0, 1), (1, 1)− − − − −  значения 2
1 2 16qλ = λ = . Для данной геометрии со-

звездия 2 2 2 2
1 3 5 7q q q q= = = , 2 2 2 2 2

2 4 6 8 12q q q q q= = = = . 

При ортогональном разложении матрицы T= ΛK T T , где T -ортогональная 
матрица, diag ( ), 1...i i MΛ = λ =  – диагональная матрица из собственных значе-
ний, квадратичная форма в плотности вероятностей (3) преобразуется к виду 

 ( ) ( ) ( )1 1( )T T− −− − = − Λ − =z m K z m T(z m) T(z m)  

 1 1 2

1
.

M
T

i i
i

y− −

=
= Λ = λ∑Y Y   (5) 

Как следует из (5), преобразованные статистики ( )

1
( | )

M
j

iki
k

U T L k j
=

= ∑  являются 

независимыми гауссовскими случайными величинами. При этом только две слу-
чайные величины 1 2,U U , соответствующие 1 2,λ λ , имеют невырожденное гаус-
совское распределение. Однако в (5), как и в исходной плотности вероятности (3), 
проблема нулевых собственных значений и бесконечных подынтегральных функ-
ций в (2) остается. 

Метод расчета многомерных нормальных интегралов базируется на возмуще-
нии матрицы d→K K  или dΛ → Λ  таким образом, чтобы det( ) 0d ≠K  или 
det( ) 0dΛ ≠ . Затем эти возмущения устремляются к нулю таким образом, чтобы в 

совместной плотности вероятности статистик ( | )L i j  или ( )j
jU  присутствовали 

две невырожденные одномерные гауссовские плотности вероятности и  
δ-образные компоненты. Универсальным является возмущение вида dΛ = Λ + εI , 
где I  – единичная матрица, ε→0 определяет возмущение. Технической труд-
ностью при таком подходе является необходимость вычисления многократных 
интегралов от δ-функций со сложными аргументами по многомерным областям. 
Другим вариантом является возмущение созвездия сигналов, приводящее матрицу 

dK  к распределениям необходимого вида. При этом области интегрирования не 
меняются. Однако обращение блочной матрицы dK  большой размерности стано-
вится трудоемким. Общим для обоих подходов к возмущению матриц является 
необходимость корректных вычислений интегралов от δ-функций. 

3. Применение метода возмущения корреляционной матрицы  

Рассмотрим вычисление интегралов вида (2) на основе возмущения созвездия 
сигналов. В качестве примера вычислим вероятности eP  для ФМ-2, ФМ-4, по-
скольку для них имеются аналитические выражения, полученные на основе иных 
подходов. Для упрощения вычислений перейдем к статистикам 
( )2( | ) 0,5 ji iL i j q q qR n+ = + . Здесь учтено, что iq q=  – не зависит от j. 
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Сначала получим вероятность 11P  для системы сигналов ФМ-2. Для этого рас-
смотрим возмущенную систему сигналов с фазами: 1( ) 0tψ = , 2 ( )tψ = π + ε . Тогда 

11 22 1R R= = , ( )12 21 cos cos( )R R= = π + ε = − ε ≡ ρ .  То есть возмущенная корреля-
ционная матрица становится невырожденной. Здесь 0ε →  – возмущение фазово-
го угла сигнала 2 ( )s t . При 0ε →  величина 1ρ → − .  

Двумерную плотность вероятности для расчета МНИ перепишем в виде 

2
1 1 1 1 2 2 2 2

2

1 2 2 2

( ) 2 ( )( ) ( )
exp

2(1 )
( , )

(2 ) (1 )

z m z m z m z m

W z z

  − − ρ − − + −  − 
− ρ  = =

π − ρ
 

2 2
1 1 1 1

2 2 2

1 2 1 2

( ) ( )exp exp (
2 2(1 )

( ) ( )
2 2 (1 )

z m z mz m

W z W z z

   − ρ −   − − − −   
− ρ      = = ⋅

π π − ρ
. 

Здесь 1m q= , 2 cos( )= − ε = ⋅ρm q q . Выражение для условной плотности вероят-

ности 2 1( )W z z  при 1ρ → −  сходится к δ-функции ( )2 1 2 1
1

lim ( )W z z z z
ρ→−

=δ + . 

Учтем, что 

 
1 1

2 1 2 0 1 1

1

0, 0,
( ) ( ) 0,5, 0,

1, 0.−∞

<
δ + = == =
 >

∫
z z

z z dz U z z
z

 (6) 

Тогда 

 
1

11 1 1 2 1 2( ) ( )
z

P W z dz W z z dz
∞

−∞ −∞

= =∫ ∫
2

1
0 1 1

( )1 exp ( )
22

z q U z dz
∞

−∞

 −
− =  π  

∫  

 
2

1
1

0

( )1 exp ( ).
22

z q dz q
∞

+

 −
= − = Φ  π  

∫   (7) 

Здесь ( ) 2( ) 1/ 2 exp ( / 2)
x

x t dt
−∞

Φ = π −∫  – интеграл вероятности [5]. Выражение (7) 

совпадает с известным выражением для правильного различения двух противопо-
ложных сигналов [2, 5]. Соответственно 1 ( )eP q= − Φ . 

Выполним теперь расчеты для ФМ-4 на основе аналогичного подхода. Исход-
ная система сигналов имеет фазовые углы ( ) 2 ( 1) /i t i Mψ = π − , 1...=i M . Разобь-
ем созвездие сигналов на две группы сигналов 

(1)

(2)

( )
( )

( )

t
t

t

 
 =
  

S
S

S
, 

(1)
1(1)

(1)
2

( )
( )

( )

s t
t

s t

 
 =
  

S , 
(2)

1(2)
(2)

2

( )
( )

( )

s t
t

s t

 
 =
  

S . 
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Здесь (1)
11 ( ) ( )s t s t= , (1)

22 ( ) ( )s t s t= , (2)
31 ( ) ( )s t s t= , (2)

42 ( ) ( )s t s t= . Верхний индекс 
относится к номеру группы, нижний индекс к номеру сигнала в группе. Соответ-
ственно шумовой вектор также можно разбить на блоки 

 
(1)

(2)

 
 =
  

n
n

n
, 

(1)
(1) 1

(1)
2

n

n

 
 =
  

n , 
(2)

(2) 1
(2)
2

n

n

 
 =
  

n . (4) 

В (8) ( ) ( )
0

0
2 / ( ) ( )

T

k kn EN t s t dtν ν= η∫ , 1, 2,ν =  – номер группы, 1,2,=k  – номер 

сигнала в группе. Корреляционная матрица блочного вектора n  имеет вид 

11 12

21 22

T  
= =  

 

K K
K nn

K K
, 

где  
(1) (1) (1) (1)

1 1 1 2(1) (1)
11 (1) (1) (1) (1)

2 1 2 2

T n n n n

n n n n

 
 = =
  

K n n , 

(1) (2) (1) (2)
1 1 1 2(1) (2)

12 (1) (2) (1) (2)
2 1 2 2

T n n n n

n n n n

 
 = =
  

K n n ,          21 12=K K , 

(2) (2) (2) (2)
1 1 1 2(2) (2)

22 (2) (2) (2) (2)
2 1 2 2

T n n n n

n n n n

 
 = =
  

K n n . 

Совместная плотность вероятности блочного вектора n  имеет вид 

 
( )

1 (1)
11 12(1) (2)

(2)21 22(1) (2)
2

1exp
2

( , )
2 det

T T

W

−

ν

       −         =
π

K K Z
Z Z

K K Z
Z Z

K
. (5) 

Здесь (1)Z , (2)Z  – векторные аргументы, от-
носящиеся к распределению векторов (1)n , 

(2)n . Внесем фазовое возмущение в систему 
сигналов (2)S , аналогично случаю ФМ-2: 

(2)
31 ,ψ = ψ + ε  (2)

42ψ = ψ + ε . Обозначим 
cos( )ρ = − ε , sin( )γ = ε . Структура возмущен-

ного созвездия приведена на рисунке.  
Тогда возмущенные блоки матрицы dK  

11 22
1 0
0 1

 
= = =  

 
K K I , 

12 21
1 /
/ 1

ρ −γ −γ ρ   
= = = ρ   γ ρ γ ρ   

K K . 

 
Структура возмущенного созвездия 

Perturbed constellation structure 
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При 0ε →  0γ ≈ ε → . Соответственно матрицы 12K , 21K  сходятся к еди-
ничным матрицам размером 2×2. Для расчетов будем считать 12 21= = ρK K I , 
перейдя в окончательном выражении к значению 1ρ = . С учетом вышесказанного 
и правилами обращения блочных матриц можно записать: 

11 121

21 22
d

−  
= =  

 

B B
K B

B B
, 

11
11 11 12 22 21 2

1
(1 )

−− = − →  − ρ
B K K K K I , 

11
22 22 21 11 12 2

1
(1 )

−− = − →  − ρ
B K K K K I , 

11 1
12 11 12 21 11 12 22 2(1 )

−− − ρ = − → −  − ρ
B K K K K K K I , 

11 1
21 21 11 12 22 12 11 2(1 )

−− − ρ = − → −  − ρ
B K K K K K K I . 

Многомерную плотность (9) с учетом асимптотики обратной корреляционной 
матрицы B  можно записать следующим образом: 

 

(1) (1) (1) (2) (2) (2)
2

(1) (2)
4 2 2

1exp 2
2(1 )

( , )
(2 ) (1 )

TT T

W

   − − ρ +   − ρ  =
π − ρ

Z Z Z Z Z Z
Z Z .  (10) 

Учитывая, что (2) (1) (2) (1) (1)( ) ( , ) / ( )=Z Z Z Z ZW W W , условную плотность ве-

роятности можно записать как  

 
( ) ( )(2) (1) (2) (1)

2
(2) (1)

2 2 2

1exp
2(1 )

( )
(2 ) (1 )

T

W

   − − ρ − ρ  − ρ    =
π − ρ

Z Z Z Z
Z Z . (11) 

При наличии во входной смеси сигнала (1)
1 ( )s t  в (10) и (11) делаем замену (2)Z  

на (21)(2) −Z m  и (1)Z  на (11)(1) −Z m . Здесь [ ](11) 1 0 Tq=m , [ ](21) Tq= ρ γm  – 
векторы условных математических ожиданий выходных статистик. Очевидно, что 

 ( )(1) (1)(1)
1 2( ) ,≡ =ZW W z z  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2(1) (1)
(1) (1) 1 2
1 2

1 exp
2 2

 
− + = = − 

π  
 

z q z
W z W z . (12) 

При 0ε →  и соответственно 1ρ → − , 0,γ →    

( ) ( ) ( )(2) (1) (2) (1)(2) (1)
1 1 2 20

lim
ε→

= δ + δ +Z ZW z z z z . 



98 Ю.С. Радченко, М.С. Кондаков 

Тогда 

 ( ) ( )( ) ( )
(1) (1)
1 1

(1) (1) (1)(2) (1) (2)
0 01 1 20

lim 2
ε→ −∞ −∞

= +∫ ∫ Z Z Z
z z

W d U z U z z . (13) 

Подставляя (12), (13) в (2), получаем 

( ) ( ) ( )
(1)
1

(1)
1

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
11 0 01 1 1 2 2 1 2(

∞

−∞ −

= + =∫ ∫
z

z

P W z U z dz W z U z z dz  

( ) ( )
2 2

0

1 ( )exp 2 ( ) 1 ( / 2)
22

t q t dt q
∞  −

= − Φ − = Φ  π  
∫ . 

Здесь использован табличный интеграл [6] 

( ) ( ) ( )2

0
exp 1 / 2

4
erf az az dz erf

a

∞ π   − − β = + β    ∫ , 

где ( ) ( )2

0
( ) 2 / exp

x
erf x t dt= π −∫  и учтено, что ( ) 2 ( 2) 1erf x x= Φ − . Нетрудно 

увидеть, что при 0q →  11 1/ 4P → , а при q → ∞  11 1P → .  

Соответственно ( ) 2
1 / 2Pe q = − Φ  . Данное выражение совпадает с извест-

ным [2], полученным на основании того факта, что система ФМ-4 может быть 
сведена к ортогональной системе двух противоположных сигналов ФМ-2. Необ-
ходимо только учесть, что в [2] выражение 11P  при ФМ-4 получено для двух ин-
формационных битов, т. е. эквивалентно символу с удвоенной энергией. 

Для расчета характеристик различения числа сигналов 4M >  необходимо 
матрицу K  разбить на блоки 2×2, аналогично разбиению при анализе ФМ-4. За-
тем внести возмущение в созвездие сигналов для создания матрицы dK с необхо-
димыми свойствами. Ввиду громоздкости вычислений в данной статье расчеты не 
приводятся. Метод возмущений собственных значений матрицы Λ + εI  можно 
использовать для вычисления МНИ с вырожденной корреляционной матрицей 
любой кратности. 

Заключение 

Предлагаемая методика вычисления МНИ с вырожденной корреляционной 
матрицей может быть использована для различных приложений, математическая 
формализация которых приводит к указанным интегралам. Результатом расчетов 
могут быть как точные аналитические формулы, так и выражения в виде быстро 
сходящихся рядов, удобные для практического применения. 

Методика вычисления многомерных нормальных интегралов (МНИ) с вы-
рожденной корреляционной матрицей использована для вычисления помехо-
устойчивости системы сигналов с многопозиционной модуляцией. Для случая 
ФМ-2 и ФМ-4 точные выражения для вероятностей ошибок, полученные на 
основе предлагаемой методики, совпадают с известными, что подтверждает кор-
ректность выполненных расчетов.  
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DISTINGUISHING CHARACTERISTICS OF SIGNAL SYSTEMS WITH 

SINGULAR CORRELATION MATRIX 

Radchenko Yu.S., Kondakov M.S. 
Voronezh State University, Voronezh, Russia 

 
The problem of distinguishing non-orthogonal signals with multiposition phase and ampli-

tude-phase modulation in the Gaussian noise is considered. The maximum likelihood criterion is 
used as a decision rule. Multivariate normal integrals with a singular correlation matrix occur in 
the theoretical analysis of the decision rule error probabilities. In practice instead of calculating 
these integrals the upper boundaries estimates of error probabilities are used as well as heuristic 
techniques for some special cases. The application of the Monte Carlo method for finding the 
probability of errors in this case also becomes a non-trivial task, since the formation of multivari-
ate normal vectors requires the Cholesky decomposition of the singular correlation matrix.  
A method of calculating the multivariate normal integrals with a singular correlation matrix is 
proposed in the paper. The method is based on the perturbation of the correlation matrix of the 
system of signals and the integration of generalized functions. The procedure can be implemented 
by the perturbation of eigenvalues of the correlation matrix or signals constellation perturbation. 
The correlation matrix perturbation approach makes it possible to calculate multivariate normal 
integrals of any multiplicity. The calculation results can be represented in the form of exact ana-
lytical expressions as well as first approximations of rapidly converging series. For illustration 
exact analytical expressions for the error probabilities are obtained for systems with 2- and 4-
positional phase modulation which coincides with the expressions obtained by known methods. 

Keywords: multivariate normal integral, singular correlation matrix, multiposition phase 
modulation, error probability, the perturbation method. 
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