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Исследуется устойчивость спирального течения в каналах различной ширины между 
соосными цилиндрами, возникающего из-за осевого перепада давления и вращения внут-
реннего цилиндра. Показано, что устойчивость течения определяется двумя независимыми 
числами Рейнольдса, соответствующими течению в осевом и в азимутальном направлени-
ях. В широком диапазоне изменения параметров течений построены кривые нейтральной 
устойчивости и найдены зависимости коэффициентов усиления возмущений от волнового 
числа. Установлено, что в зависимости от условий наиболее неустойчивыми могут быть 
моды с различными азимутальными волновыми числами. Изучена зависимость характери-
стик устойчивости течения от азимутального числа Рейнольдса. Обнаружен режим не-
устойчивости спирального течения, соответствующий неустойчивости Рэлея–Тейлора, 
характерный для цилиндрического течения Куэтта. Этот тип неустойчивости подавляется 
при увеличении осевого числа Рейнольдса. Проведено сопоставление данных расчетов с 
известными экспериментальными результатами и установлено их хорошее согласование.  
Наконец, показано, что при определенных условиях возникают режимы ветвления кривых 
нейтральной устойчивости. Определены диапазоны изменения чисел Рейнольдса, в кото-
рых такое ветвление фиксируется. 
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Введение 

Задача устойчивости спирального течения в канале между концентрическими 
цилиндрами является одной из немногих модельных задач классической теории 
гидродинамической устойчивости все еще полностью не решенной. Сложность 
состоит в том, что спиральное течение фактически является суперпозицией двух 
достаточно разнородных течений в цилиндрическом канале: напорного и течения 
Куэтта.  

Задача устойчивости напорного течения в цилиндрическом канале, т. е. тече-
ния, возникающего при покоящемся внутреннем цилиндре, имеет два предельных 
случая: плоское течение Пуазейля и течение Хагена–Пуазейля в трубе. Характе-
ристики устойчивости течений в этих двух предельных случаях существенно раз-
личные. В частности, согласно линейной теории плоское течение Пуазейля не-
устойчиво, а течение в трубе устойчиво. С другой стороны, напорное течение в 
цилиндрическом канале (цилиндрическое течение Пуазейля) неустойчиво уже 
относительно бесконечно малых возмущений. Впервые это было установлено в 
работе [1], где для осесимметричных возмущений численно были построены  
кривые нейтральной устойчивости для течений в зазорах различной ширины. 
Представленный здесь же асимптотический анализ, однако, указывал и на суще-
ствование других неустойчивых мод возмущений. Численные исследования 
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устойчивости различных мод возмущений течения Пуазейля в зазоре удалось за-
вершить сравнительно недавно. В работе [2] приведены критические значения 
чисел Рейнольдса и азимутальных волновых чисел. Установлено, что приципи-
альное отличие течения Пуазейля в цилиндрическом канале от плоского проявля-
ется, если относительная ширина зазора i oR R  менее 0,8   (здесь iR , oR  

радиус внутреннего и внешнего цилиндра соответственно). Для таких течений 
наиболее неустойчивыми становятся неосесимметричные моды возмущений. Ис-
черпывающе, однако, они не изучены до сих пор. 

История раннего периода изучения течения Куэтта, относящегося к первой 
половине XX века, описана в работе [3], полученные здесь экспериментальные 
результаты в значительной мере определили проблематику исследований этого 
течения на несколько последующих десятилетий. В  частности, установлено мно-
жество возможных типов ламинарно-турбулентного перехода и найдены границы 
области неустойчивости Тейлора, соответствующие вращению внутреннего и 
внешнего цилиндров. Позднее тем же автором исследовано влияние граничных 
эффектов, вызванных конечным осевым размером цилиндров, и эксцентриситета 
вращающихся цилиндров [4]. Установлено, что эффекты влияния конечной длины 
цилиндров сохраняются в установках с длиной цилиндров, превышающих десять 
размеров зазора между цилиндрами, а устойчивость течения возрастает с увели-
чением эксцентриситета.  

Теоретический анализ, проведенный в [5], позволил объяснить эксперимен-
тальные данные [3]. Систематическое численное исследование устойчивости те-
чения Куэтта между концентрическими цилиндрами для течений в зазорах раз-
личной ширины представлено в работе [6]. Здесь получены критические значения 
азимутального числа Рейнольдса и осевого волнового числа для течений в цилин-
дрических каналах различной ширины. Показано, что течение становится не-
устойчивым при числах Рейнольдса, достаточно малых по сравнению с напорны-
ми течениями. В работах [7, 8] представлены кривые нейтральной устойчивости. 
Наконец, в экспериментах [9] наблюдалась последовательность изменений не-
устойчивых состояний течения в закритической области. 

Идеологически близкой является задача о цилиндрическом течении стока 
жидкости с закруткой, экспериментально изученная в работе [10]. Одновременно 
с помощью моделирования кольцевого слоя сдвига системой гауссовских вихрей 
[11] была исследована как линейная, так и нелинейная стадия устойчивости дан-
ных течений. Были установлены различные каналы развития неустойчивости, ко-
торые приводили к образованию в течении двух, трех и т.д. вихревых жгутов [10, 
12, 13] (см. также [14]). 

Весьма полное экспериментальное исследование устойчивости спирального 
течения в цилиндрическом канале с отношением радиусов цилиндров 0,5    

выполнено в [15]. Здесь для осевых чисел Рейнольдса Rez  в диапазоне 

Re 1 150z    были найдены критические значения азимутального числа Рей-

нольдса и критические волновые числа. Установлено, что неустойчивыми могут 
быть различные азимутальные моды, в том числе возмущения с азимутальным 
волновым числом равным нулю. Критические азимутальные числа Рейнольдса 
Re  при этом не превышали двухсот. 

Практически одновременно появилось достаточно систематическое численное 
исследование спирального течения [16], здесь изучены течения при 0,77   и 

0,95  . Рассматривалась устойчивость течения как по отношению к осесиммет-
ричным, так и к неосесимметричным возмущениям. Для серии значений числа 
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Тейлора построены кривые нейтральной устойчивости. В недавней работе [2] 
численно изучена устойчивость спирального течения. Здесь получены кривые 
нейтральной устойчивости при заданном осевом числе Рейнольдса Re 100z  , 

при этом были обнаружены замкнутые области неустойчивости, разрывы и обра-
зование отдельных ветвей на кривых нейтральной устойчивости.  

Численное исследование механизмов неустойчивости спирального течения и 
похожего течения, возникающего при скольжении внутреннего цилиндра в 
направлении оси предпринималось в работах [17, 18]. Построены поверхности 
нейтральной устойчивости в переменных (Re , Re )z . Известные эксперимен-

тальные результаты [15] качественно соответствуют найденным в [17, 18] грани-
цам области неустойчивости. Тем не менее критические числа Рейнольдса, полу-
ченные по результатам расчетов в [17, 18] существенно отличаются от 
критических чисел Рейнольдса, найденных в эксперименте. 

Подводя итог этому краткому обзору, следует отметить, что систематические 
данные относительно устойчивости спирального течения все еще отсутствуют. 
Вместе с тем данная задача имеет высокую практическую мотивацию. Такие те-
чения  реализуются в различных технических устройствах: в теплообменниках, 
подшипниках скольжения, центрифугах, буровых колоннах, ротационных виско-
зиметрах и т. д. Численно они достаточно хорошо исследованы и в ламинарном 
[19–22], и в турбулентном режимах течения [23]. 

Тем не менее данных о ламинарно-турбулентном переходе в таких течениях все 
еще недостаточно для практического применения. Систематическое численное изу-
чение устойчивости спирального течения и является целью данной работы. 

1. Постановка задачи 

Рассматривается стационарное течение в канале между внутренним цилин-
дром с радиусом iR  и внешним цилиндром, радиус которого равен oR . Уравне-

ния Навье–Стокса в цилиндрических координатах , ,r z  имеют вид: 
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Здесь 
2 2 2
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  
,   – коэффициент кинематической вязкости, 

  – плотность жидкости. В силу симметрии стационарного спирального течения 

(суперпозиции цилиндрических течений Пуазейля и Куэтта) между вращающи-
мися концентрическими цилиндрами относительно сдвига и поворота вокруг оси 
течения профиль скорости не зависит от азимутальной координаты   и осевой 
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координаты z . В этом случае уравнения (1)–(4) существенно упрощаются.  
В частности, из уравнения неразрывности (1) и условий непроницаемости на гра-
ницах цилиндра следует, что радиальная компонента скорости равна нулю 
( 0)U  . Уравнение (2) тогда сводится к условию баланса центробежных сил 

инерции и радиального распределения давления: 2( / ) /V r P r    . Уравнение 

(3) приводит к уравнению относительно азимутальной компоненты скорости: 

 
2

2 2
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, (5) 

из (4) следует уравнение для определения осевой компоненты скорости:  
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Уравнение (5) совместно с условиями непроницаемости и прилипания на внут-
реннем цилиндре, вращающемся с угловой скоростью  , ( )i iV R R  , и непо-

движном внешнем цилиндре ( ) 0oV R  , приводят к известному решению [24]: 
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Уравнение (6) с условиями ( ) ( ) 0i oW R W R   дает решение, описывающее 

цилиндрическое течение Пуазейля [25, гл. X, § 89] при постоянном перепаде дав-
ления ( / )p P z     :  
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Линейная задача устойчивости получается в результате подстановки в уравне-
ния Навье–Стокса (2)–(4) и уравнение неразрывности (1) возмущенного решения 

 0 0( , , , ), ( ) ( , , , ), ( ) ( , , , )u r z t V r v r z t W r w r z t         и последующего разло-

жения по амплитуде возмущений  . Решение полученных таким образом лине-
аризованных уравнений представляется в виде нормальных волн:  

     ( , , , ), ( , , , ), ( , , , ) ( ) ( ) ( ) expu r z t v r z t w r z t u r , v r , w r i z in i t        ,  

здесь   и n  – осевое и азимутальное волновое число соответственно,   – ком-
плексная частота возмущений. В результате получаются следующие уравнения 
для амплитуд возмущений:  

 0ru u r inv r i w     , (9) 

     2
02Re 2 riW L u V v r u inv r p      , (10) 

       2
0 0Re 2iW L v V V r u v inu r in p r        , (11) 

   0ReziW L w W u i p     , (12) 
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здесь 2 1 2 2 2
r rL r n r      ; 0 0Re RezW W n V r   ; осевое число 

Рейнольдса равно maxRez W d  , а азимутальное: 2Re d    ; maxW  – мак-

симальная азимутальная скорость;   2o id R R  .  

Однородная краевая задача для уравнений (9)–(12) приводит к задаче на соб-
ственные значения   при заданных значениях осевого и азимутального чисел 
Рейнольдса, осевого и азимутального волновых чисел. Решение задачи на соб-
ственные значения представляется кривыми нейтрального роста возмущений 
(нейтральными кривыми). Частные задачи устойчивости для течения Пуазейля и 
течения Куэтта могут быть получены из уравнений (9)–(12) в предположениях 
Re 0   и Re 0z   соответственно. 

В настоящей работе задача устойчивости решалась численно с использовани-
ем метода Галеркина, основанного на построении бездивергентного набора ба-
зисных функций, являющихся комбинациями полиномов Чебышева [26–28].  

2. Результаты расчетов устойчивости спирального течения 

На рис. 1 и в табл. 1 приведены результаты расчетов и критические числа Рей-
нольдса, полученные для течения в зазоре с 0,5  . Точками на рисунке показа-
ны критические числа Рейнольдса, полу-
ченные в экспериментах [15]. Расчеты 
проводились при фиксированных значе-
ниях азимутальных чисел Рейнольдса, 
соответствовавших условиям экспери-
ментов. В расчетах определялись кривые 
нейтральной устойчивости в плоскости 

 Re ,z  , по кривым нейтральной устой-

чивости определялись критические осе-

вые числа Рейнольдса *Rez .  

Вид кривых нейтральной устойчиво-
сти позволяет сделать вывод, что в дан-
ном диапазоне осевых чисел Рейнольдса 
происходит изменение типа неустойчи-
вости. Неустойчивости типа Толлмина–
Шлихтинга соответствует кривая 1.  
Однако в отличие от плоского течения здесь она наблюдается на азимутальной 
моде с волновым числом 5n  . Кривые 3, 4, 5, 6 демонстрируют тенденцию к 
неустойчивости течения при малых осевых числах Рейнольдса и стабилизацию 
течения с увеличением осевого числа Рейнольдса. Вид этих кривых позволяет 
сделать вывод о возникновении рэлей-тэйлоровской неустойчивости течения  
Куэтта. При этом неустойчивыми оказываются различные азимутальные моды 
возмущений. Кривые 3, 4 получены для первой азимутальной моды, а 5, 6 – для 
осесимметричных возмущений. Замкнутая область неустойчивости, ограниченная 
кривой 2, может рассматриваться как переходное состояние между двумя различ-
ными типами неустойчивости. 

Экспериментальные данные [15] интерпретировались ранее в работе [18], при 
этом были получены фрагменты кривых нейтральной устойчивости, которые не 
позволяли увидеть какого-либо систематического поведения в эксперименталь-
ных данных. Предположение о рэлей-тэйлоровском механизме неустойчивости, 

 

Рис. 1 –  Кривые нейтральной устойчиво-
             сти спирального течения 

Fig. 1 – Spiral flow neutral stability curves 
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приводящем к появлению кривых нейтральной устойчивости 3–6 на рис. 1, требу-
ет дополнительной аргументации. Необходимо получить дополнительную ин-
формацию о характере неустойчивости в рассматриваемом диапазоне чисел Рей-
нольдса. Прежде всего могут быть рассмотрены зависимости коэффициентов 
усиления от азимутальных волновых чисел и от азимутальных чисел Рейнольдса. 

                                                                                Таблица 1 / Table 1 

Критические осевые числа Рейнольдса для спирального течения 
Critical azimutal Reynolds numbers in spiral flow 

Кривая на рис. 1 *Rez  Re  n  

1 60,0 51,0 5 
2 44,95 52,0 3 
3 30,15 48,50 1 
4 21,91 43,0 1 
5 15,07 38,92 0 
6 7,52 35,33 0 

 
На рис. 2 представлены зависимости коэффициента усиления от волнового 

числа, полученные при фиксированных осевых числах Рейнольдса. Зависимости, 
представленные на рис. 2, а, соответствуют вертикальному сечению области не-
устойчивости, ограниченной кривой 1 на рис. 1. Видно, что моды, соответствую-
щие азимутальным волновым числам 5n  , являются затухающими, причем 
начиная с 1n   максимальное значение коэффициентов усиления монотонно воз-
растает с увеличением n . Мода 5n  , для которой получена кривая нейтральной 
устойчивости 1 на рис. 1, оказывается младшей неустойчивой модой при данном 
значении азимутального числа Рейнольдса Re 51  . 

 

        
                                     а                                                                               б 

Рис. 2 – Зависимости коэффициента усиления возмущений от волнового числа: 

а) Re 100z  , Re 51  ; б) Re 2z   

Fig. 2 – Temporal growth increment dependencies on wave number: 

а) Re 100z  , Re 51  ; b) Re 2z   

Кривая нейтральной устойчивости 6 на рис. 1 получена для азимутальной  
моды 0n  , поэтому изменение устойчивости может быть связано только с вари-
ацией азимутального волнового числа Re . Зависимости коэффициентов усиле-

ния на рис. 2, б демонстрируют монотонную дестабилизацию течения с увеличе-



О РЕЖИМАХ УСТОЙЧИВОСТИ ТЕЧЕНИЯ В КАНАЛАХ… 13 

 

нием Re . Видно также, что значение азимутального числа Рейнольдса, при ко-

тором получена кривая 6 на рис. 1, близко к критическому. 
В условиях эксперимента труднопреодолимым препятствием является кон-

троль азимутального волнового числа неустойчивой моды, поэтому представляет 
интерес исследование устойчивости отдельных азимутальных мод в возможно 
более широком диапазоне изменения азимутального числа Рейнольдса. 

На рис. 3 приведены кривые нейтральной устойчивости, полученные для воз-
мущений с азимутальным волновым числом 0n   для серии значений азимуталь-
ного числа Рейнольдса (табл. 2), расширенной по сравнению с исследованными  
в [18]. Нейтральной кривой 6 на рис. 1 здесь соответствует нейтральная кривая 1 
рис. 3. Рис. 3 позволяет увидеть проявление типичного режима неустойчивости, 
связанного с вращением внутреннего цилиндра, характеризуемого азимутальным 
числом Рейнольдса Re , которое стабилизируется с увеличением осевого числа 

Рейнольдса Rez . 

 

 

Рис. 3 – Кривые нейтральной устойчивости возму- 
             щений с n = 0 течения в канале  = 0,5 
Fig. 3 – Neutral stability curves for the disturbances  
           flow n = 0 in middle width channel  = 0,5 

Таблица 2 / Table 2 

Значения азимутального числа Рейнольдса для кривых нейтральной устойчивости  
на рис. 3 

Azimuthal Reynolds numbers correspondence to curves on fig. 3 

Номер 
кривой 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

Re 35,33 40 50,425 75 100 120 140 160 180 200 220 
 

Сопоставление диапазона азимутальных волновых чисел, в котором имеет ме-
сто неустойчивость спирального течения в пределе Re 0z   с кривыми 

нейтральной устойчивости течения Куэтта в плоскости (Re , )  , представленны-

ми на рис. 4, позволяет сделать вывод о том, что при достаточно малых осевых 



14 Е.Г. Борд, В.Я. Рудяк 

 

числах Рейнольдса неустойчивость спирального течения соответствует рэлей-
тейлоровской неустойчивости течения Куэтта, вызванного вращением внутренне-
го цилиндра. 

 

     

Рис. 4 – Кривые нейтральной устойчивости течения Куэтта, вызванного вращением  
внутреннего цилиндра в каналах различной ширины 

Fig. 4 – Couette flow neutral stability curves with various channel width 

Следует отметить также появление ветвления на кривых нейтральной устой-
чивости 8, 9 на рис. 3, связанного с изменением осевого числа Рейнольдса. Диапа-
зон параметров, при которых наблюдается ветвление, ограничен, при этом пове-
дение нижней части кривых нейтральной устойчивости основной моды 
возмущений остается непрерывным по параметру Re . 

Эксперименты [15] проводились в канале средней ширины 0,5  . В работе 
[2] отмечалось, в частности, что изменение ширины канала может существенно 
влиять на характеристики устойчивости течения Пуазейля. Представляет интерес 
исследование возможности возникновения рэлей-тейлоровской неустойчивости в 
спиральном течении в каналах различной ширины. Кривые нейтральной устойчи-
вости для течений в узком 0,8   и широком 0, 2   каналах представлены на 
рис. 5. Значения азимутального числа Рейнольдса для нейтральных кривых на 
этих рисунках приведены в табл. 3. 

Вид кривых нейтральной устойчивости на рис. 5 позволяет сделать вывод, что 
линейная неустойчивость спирального течения, соответствующая неустойчивости 
Рэлея–Тейлора течения Куэтта, является типичной для течений между коаксиаль-
ными цилиндрами независимо от ширины канала. Диапазон волновых чисел, при 
которых течение становится неустойчивым, соответствует диапазону неустойчи-
вости течения Куэтта, которое возникает когда Re 0z  . Увеличение азимуталь-

ного числа Рейнольдса приводит к дестабилизации течения. Зависимость характе-
ристик устойчивости от азимутального числа Рейнольдса в спиральном течении 
оказывается немонотонной. На рис. 5, а выделяются нейтральные кривые 6, 7, 
которые в случае узкого канала явно свидетельствуют о ветвлении решения, ана-
логичного ветвлению решения задачи устойчивости в канале средней ширины 

0,5  . Границы диапазона азимутальных чисел Рейнольдса, в котором возника-
ет ветвление решения в узком канале, оказываются заметно смещены в сторону 
увеличения по сравнению с соответствующим диапазоном в канале средней ши-
рины.  
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                                      а                                                                    б 

Рис. 5 – Кривые нейтральной устойчивости для спиральных течений в широком  
и узком  канале: 

а) узкий канал  = 0,8; б) широкий канал  = 0,2 

Fig. 5 – Neutral stability curves for the spiral flows in wide and narrow channels: 

a) narrow channel  = 0,8; b) wide channel   = 0,2 
 

Таблица 3 / Table 3 

Значения азимутального числа Рейнольдса для кривых нейтральной устойчивости  
на рис. 5, а, б 

Azimuthal Reynolds numbers correspondence to curves on fig. 5, a, b 

Номер кривой  1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Re (рис. 5, а) 100 120 150 180 220 250 300   
Re (рис. 5, б) 50 60 80 100 120 150 180 220 250 

 
Для течения в широком канале 0, 2   рис. 5, б тенденция, связанная с появ-

лением ветвления решения, наблюдается в диапазоне азимутальных чисел Рей-
нольдса, близком к диапазону ветвления в канале средней ширины, при этом соб-
ственно ветвления решения для течения в широком канале не обнаружено. 
Эффект, связанный с возможным ветвлением решения, проявляется в искажении 
формы верхних ветвей кривых нейтральной устойчивости 6 и 7.  

Заключение  

Результаты проведенных систематических расчетов позволяют прийти к за-
ключению о сохранении при определенных условиях рэлей-тейлоровского меха-
низма неустойчивости, известного для течения Куэтта, и в спиральном течении. 
Построенные кривые нейтральной устойчивости дают возможность систематиза-
ции описания известных экспериментальных данных [15]. Установлено, что нали-
чие осевой составляющей скорости в спиральном течении приводит к подавлению 
при достаточно больших осевых числах Рейнольдса рэлей-тейлоровской неустой-
чивости. С другой стороны, при определенных условиях в спиральном течении 
рэлей-тейлоровская неустойчивость может приводить к ветвлению решения. 

Просматривается качественное и прямое количественное соответствие между 
отдельными режимами неустойчивости в спиральном течении и линейной не-
устойчивостью течения Куэтта между вращающимися цилиндрами. Это обстоя-
тельство может служить основанием для привлечения внимания к проблеме 
устойчивости спиральных течений. Хорошо известно особое место, которое зани-
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мает задача устойчивости течения Куэтта в теории гидродинамической устойчи-
вости. Известно также (см., например, работу [9]), что и для течения Куэтта еди-
ный общий подход к описанию различных режимов неустойчивости до сих пор не 
сформулирован в полном объеме. С одной стороны, установленная выше прямая 
связь между режимами неустойчивости спирального течения и течения Куэтта 
представляется простым отражением свойства регулярности задачи в пределе 
Re 0z  , а с другой стороны, именно это обстоятельство должно служить стиму-

лом для исследования сохранения или трансформации многочисленных, накоп-
ленных за десятилетия, фактов об устойчивости течения Куэтта в задаче устойчи-
вости спирального течения. 
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ON STABILITY REGIMES OF THE FLOW IN THE CHANNEL 

BETWEEN COAXIAL CYLINDERS 

Bord E.G., Rudyak V.Ya. 
Novosibirsk State University of Architecture and Civil Engineering, 

 Novosibirsk, Russia 
 
The stability of a spiral flow arising due to a combined axial pressure drop and rotation of the 

inner cylinder in channels of different width between coaxial cylinders is considered. The flow 
stability is determined by two independent Reynolds numbers corresponding to the flow in the 
axial and azimuthal directions. Neutral stability curves are built and dependencies of perturbation 
increments on the wave number are found in a wide range of flows. It is established that depen-
ding on the flow conditions the most unstable modes can have different azimuthal wavenumbers. 
The dependence of the flow stability characteristics on the azimuthal Reynolds number is studied. 
The flow instability regime which corresponds to the Rayleigh-Taylor-type instability of the cy-
lindrical Couette flow is revealed. This type of instability is suppressed with increasing the axial 
Reynolds number. It is shown that the data obtained agree well with the experimental results. 
Finally, it is found that there are bifurcations of neutral stability curves in some flow regimes. The 
ranges of corresponding Reynolds numbers are also determined in the paper. 

Keywords: hydrodynamic stability, spiral flows, Rayleigh-Taylor instability, laminar-
turbulent transition, neutral stability curves. 
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