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В процессе затвердевания магматического расплава, заполняющего интрузивную каме-

ру, находящуюся на некоторой глубине под поверхностью земли или морского дна, воз-
можно развитие флюидопотока, направленного вверх к дневной поверхности. Когда 
надкритический магматический флюид фильтруется от такого «источника» по порам и 
трещинам вмещающих пород, ранее отложившиеся на их стенках минералы могут перехо-
дить в газовую фазу и захватываться потоком флюида, который будет перемещать их к 
более высоким горизонтам. В дальнейшем при изменении условий по температуре и дав-
лению во флюидопотоке эти минералы могут вновь осаждаться на стенках трещинных 
каналов, образуя рудоотложения. В представленной работе предложена нестационарная 
одномерная физико-математическая модель процесса сублимирования минеральной плен-
ки, находящейся на стенках плоских трещин во вмещающей породе, в поток магматическо-
го флюида. Математическая постановка задачи аналогична той, которая была нами ранее 
использована при описании процесса сублимации твердых металлоорганических прекур-
соров, что соответствует первому этапу процесса химического осаждения из паровой (газо-
вой) фазы (CVD-технологии). Процессы сублимации базитовых и ультрабазитовых пород 
под воздействием магматических флюидов количественно исследованы весьма слабо, а 
имеющихся данных по теплофизическим и термодинамическим характеристикам таких 
соединений недостаточно. По этим причинам при расчетах были использованы средние 
для данного класса веществ значения параметров, соответствующие «разумным» диапазо-
нам, а для численного решения исходная система уравнений была приведена к безразмер-
ному виду. Решение задачи динамики сублимирования пород литосферы в безразмерных 
величинах дало возможность проанализировать влияние критериев Нуссельта и Шервуда, 
характеризующих интенсивность конвективного тепломассообмена, на температуру, тол-
щину минеральной пленки, линейную и массовую скорости сублимации. Полученные зна-
чения времени полного «растворения» минеральной пленки, расхода и суммарной массы 
сублимированного вещества, переносимого магматическим флюидом по трещинам вме-
щающих пород, позволяют оценить масштабы эндогенного рудообразования, обусловлен-
ного сублимационным механизмом.  
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Введение 

Процессы сублимирования базитовых и ультрабазитовых пород с образовани-
ем открытых полостей, явления частичного плавления и отложения минералов из 
газовой фазы наиболее активно исследуются в толще литосферы над магматиче-
скими очагами [1–4]. Когда надкритический флюид отделяется от затвердевающе-
го магматического расплава и далее фильтруется от своего «источника» вверх по 
порам и трещинам вмещающих пород, то ранее отложившиеся на их стенках  
минералы могут переходить в газовую фазу и захватываться потоком флюида, 
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который будет перемещать их к более высоким горизонтам. В дальнейшем при 
изменении условий по температуре и давлению во флюидопотоке эти минералы 
могут вновь осаждаться на стенках трещин, образуя рудоотложения.  

В этом контексте интерес представляет построение нестационарной математи-
ческой модели, позволяющей получить количественные оценки процесса тепло-
массопереноса при сублимации минералов в однородном газовом потоке. Вообще 
говоря, аналогичный процесс наблюдается при испарении (сублимации) твердых 
металлорганических прекурсоров, что соответствует первому этапу процесса  
химического осаждения из паровой (газовой) фазы (CVD-технологии), и их даль-
нейшей транспортировке в зону осаждения. Поскольку в отношении металлоорга-
нических соединений имеется значительно большее количество фактических данных, 
нежели в отношении природных систем, предлагаемая модель была ранее успешно 
протестирована для процесса перехода в газовую фазу прекурсоров в CVD-тех-
нологии [5, 6]. Кроме того, качественная реалистичность такого подхода [7] была 
подтверждена экспериментально при воздействии потоков восстановленных газов 
на ультрабазитовые породы в проточном реакторе [8]. В представленной работе 
предложенная ранее модель используется для описания динамики неизотермиче-
ской сублимации магматических пород и оценки масштабов эндогенного рудооб-
разования, обусловленного сублимационным механизмом. 

1. Постановка задачи и решение 

Рассмотрим процесс сублимации летучего соединения из минеральной пленки 
на стенках плоских трещин во вмещающей породе в поток фильтрующегося маг-
матического флюида. Будем считать, что трещины имеют форму плоских парал-
лельных щелевых каналов, распределенных однородно в породе. Ширина канала 
много больше толщины пленки, так что ее изменением в процессе испарения ле-
тучего соединения можно пренебречь. Поскольку ожидаемое время полного «рас-
творения» пленки мало по сравнению со временем жизни «источника» флюида, 
можно рассматривать его только в надкритическом состоянии и считать, что дви-
жущийся вдоль трещин флюидопоток имеет постоянные, средние по сечению ка-
нала значения скорости fv и температуры fT . Скорость движения эндогенного 

флюида fv  сквозь пористую породу в нашем случае может составлять от 10–4 м/с 
до 10–3 м/с, что обеспечивает ламинарный режим течения. В этом случае при вы-

полнении условия Pe 1f
D

v L
D

=  , где PeD  – диффузионное число Пекле, L  – 

характерный размер, D  – коэффициент диффузии паров вещества пленки в пото-
ке флюида, можно считать, что диффузионный перенос вещества мал по сравне-
нию с конвективным. Это позволяет не решать отдельно диффузионную задачу и 
учесть конвективный массообмен на самой поверхности сублимации. 

Выберем систему декартовых координат ( x , z ) с осью x , проходящей через 
середину щели, и осью z , перпендикулярной ее стенкам. Направление оси x  
совпадает с направлением потока флюида (рис. 1). В силу принятого допущения 
об однородности распределения трещин и пленок рассмотрим процесс сублима-
ции в полуячейке канала, образованной плоскостью, проходящей через ось x  и 
через середину слоя вмещающей породы, разделяющего соседние каналы.  

Систему уравнений и краевые условия, определяющие процесс сублимации, 
запишем в виде 
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Рис. 1 – Схема расчетной области: 

sz  – координата фронта сублимации, kz  – координата контакта 

пленки и породы, 0z  – координата середины ячейки (1 – флюид;  

2 – пленка; 3 – вмещающая порода; fv  – скорость флюидопотока) 

Fig. 1 – The computational domain: 

sz – coordinate of sublimation front, kz  – coordinate of film and 

rock contact surface, 0z  – cell’s middle coordinate (1 – fluid;  

          2 – film; 3 – enclosing rocks; fv  – velocity of fluid flow) 
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Здесь T  – температура, t  – время, , ,ρ λs s sc  – теплоемкость, плотность и тепло-
проводность вещества пленки, , ,ρ λr r rc  – теплоемкость, плотность и теплопро-
водность породы, ( )sz t  – координата фронта сублимации, kz  – координата ниж-
ней поверхности пленки, 0z  – координата середины ячейки, 0sz  – начальная ко-
ордината фронта сублимации, ( )sT t  – температура на поверхности сублимации, 

0T  – исходная температура пленки, αs  – коэффициент теплоотдачи от флюида к 

сублимирующейся поверхности, κs  – удельная теплота сублимации, = ρ

s sM z  – 
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массовая скорость сублимации вещества с единицы площади поверхности, точка 
означает производную по времени.  

Уравнение (3) определяет баланс тепла на поверхности сублимации. Величина 
αs  определяется выражением 

0

Nu
4

f
s

sz
λ

α = , 

где λ f  – теплопроводность флюида, Nu – число Нуссельта. Здесь в качестве 
определяющего размера используется удвоенная ширина плоского канала [9]. 

К уравнениям (1)–(6) добавим соотношение, описывающее конвективный мас-
сообмен между флюидом и пленкой ( = sz z ):  

 = βµ sM C . (7) 

Здесь β  – коэффициент конвективного массообмена, µs  – молярная масса веще-

ства пленки, = s

s

P
C

RT
 – молярная концентрация паров вещества пленки, связан-

ная с давлением насыщения sP  и температурой сублимации sT . С учетом допу-
щения Pe 1D   полагаем, что пары полностью уносятся от поверхности потоком 
флюида, и их концентрацией в его объеме можно пренебречь. Считая, что в дан-
ном случае к парам вещества пленки применимо уравнение состояния идеального 
газа, из уравнения Клапейрона–Клаузиуса [10] получим следующее выражение: 

 1 1exp
  κ

= − −  
   

smT

s s T

PC
RT R T T

, (8) 

где R  – универсальная газовая постоянная, ,T TP T  – давление и температура 
насыщения паров в тройной точке, κsm  – молярная теплота сублимации 
( κ = κ µsm s s ). 

Подставив (7) с учетом (8) в (3), получим 

 ( ) 1 1exp .
s

smT
s s f s s s

s s Tz

PT T T
z RT R T T

  κ∂
−λ = α − − κ βµ − −  ∂    

 (9) 

Перейдем далее к безразмерным величинам, выбрав в качестве характерных 
параметров fT , 0 0δ = −k sz z , 2

0 0 /= δ st a , где / ( )= λ ρs s s sa c  – температуропро-
водность вещества пленки. После преобразований из (1)–(2), (4)–(6) и (9) получим: 
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 1 1exp
  

= −κ −  θ θ θ   
 s sm

s s T

AH , (13) 

 
00 +−

∂θ∂θ
= λ

∂ ξ∂ ξ r
HH kk

,       0 0− +θ = θ
k kH H ,  (14) 

 
0

0∂θ
=

∂ ξ H
, (15) 

 0 00 0
,τ= τ=

θ = θ = ssH H , (16) 

где /θ = fT T , 0/ξ = δz , 0/τ = t t , 0/= δs sH z , 0/= δk kH z , 0 0 0/= δH z , 

0Bi Nu= δ λs f  – число Био, sSt / ( )= κ s fc T  – число Стефана, 0 0 0/ (4 )δ = δ sz , 

/ ( )κ = κsm sm fRT , /=r r sa a a , /λ = λ λr r s , /λ = λ λf f s . В формулах (12), (13) 

и далее точка означает производную по безразмерному времени τ , 0 /= δ

s s sH z a . 
Предэкспоненциальный множитель А в формуле (13) имеет следующий вид: 

0Sh Le s f TA P= δ µ ρ . 

Здесь Le / sD a=  – число Льюиса, 0Sh 4 /sz D= β  – число Шервуда, /µ = µ µs s f , 

/ρ = ρ ρf f s , /=T T fP P P , /= ρ µf f f fP RT , ρ f  и µ f  – плотность и молярная 
масса флюида соответственно. 

При решении задачи (10) – (16) воспользуемся методом интегрального баланса 
[11]. Для этого проинтегрируем уравнения (10) и (11) по ξ  от sH  до kH  и от kH  
до 0H  соответственно с учетом граничных условий. В результате получим 

0−

∂ ∂θ ∂θ
θ ξ + θ = −

∂τ ∂ξ ∂ξ∫ 

k

k ss

H

s s
H HH

d H , 

0

0 0+

∂ ∂θ ∂θ
θ ξ = −

∂τ ∂ξ ∂ξ∫
kk

H

H HH
d . 

Введем следующие аппроксимирующие функции для температур в сублими-
рующейся пленке и во вмещающей породе: 

2

1 2( ) ( )
 ξ − ξ −

θ = θ + τ + τ  − − 
s s

s
k s k s

H H
a a

H H H H
,        ≤ ξ ≤s kH H , 

2

1 2
0 0

( ) ( )
 ξ − ξ −

θ = θ + τ + τ  − − 
k k

k
k k

H H
b b

H H H H
,         0< ξ ≤kH H , 

где θk  – безразмерная температура на контакте пленки с породой, коэффициенты 1a , 
2a , 1b , 2b  определяются из условий баланса тепла на границах (12), (14) и (15). 
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После соответствующих преобразований получим следующую систему урав-
нений для определения положения фронта сублимации sH  и температуры по-
верхности сублимации θs  и температуры на контакте пленки с породой θk :  
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1

6 ( ) ( )
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 1 1exp
  

= −κ −  θ θ θ   
 s sm

s s T

AH , (19) 

 00τ=θ = θs s ,        00τ=θ = θk k ,             00τ=
= ssH H . (20) 

Здесь  

1
1 1Bi St exps sm

s sm
s s T

B A
  θ − κ

= − −κ −  θ θ θ   
, 

2
1 1Bi (1 ) St exp

  
= − θ − −κ −  θ θ θ   

s s sm
s s T

AB ,     2 2 ( )= θ − θ + −k s k sa B H H , 

0 2
1

2 ( )
2

−  = θ − θ + − λ −  
k

k s k s
r k s

H H Bb H H
H H

. 

Система дифференциальных уравнений (17) – (19) решалась численно BDF-
методом с начальными условиями (20). 

2. Анализ результатов 

К сожалению, процессы сублимации базитовых и ультрабазитовых пород 
под воздействием магматических флюидов количественно исследованы весьма 
слабо. Имеющихся данных по теплофизическим и термодинамическим характе-
ристикам таких соединений недостаточно. По этим причинам при расчетах бы-
ли использованы средние для данного класса веществ значения параметров, со-
ответствующие «разумным» диапазонам: 7 610 ...10− −=sa  м2/с, 3000ρ =s  кг/м3, 

71,5 10−ν = ⋅f  м2/с, 4 310 ...10− −=fv  м/с, 9,8κ =sm , 16µ =s , 0,02=TP , 0,8θ =T , 

0,02ρ =f , 0,1λ =f , 1=ra , 1λ =r , St 0,2= , Le 0,1= . Для числа Нуссельта в 

предложенной постановке задачи был выбран диапазон значений Nu 1...3= .  
Исходя из аналогии процессов тепло- и массообмена и считая движение потока 
флюида в данной задаче близким к течению в плоском канале, можно полагать, 
что 0,33Nu / Sh Le=  [12]. Тогда для числа Шервуда можно использовать следую-
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щее соотношение: Sh 2Nu≈ . Численные эксперименты проводились при началь-
ных условиях: 4

0 10−δ =  м, 0 0,001=sz  м, 0 0,002=z  м, 0 0,4θ =s , 0 0,39θ =k . 
Результаты расчетов для некоторых основных динамических параметров 

приведены на рис. 2–7. В качестве примера рассмотрим два варианта со 
значениями чисел Нуссельта и Шервуда: Nu 1,5= , Sh 3= , что соответствует 
малым коэффициентам теплоотдачи и массообмена, Nu 2,5=  и Sh 5=  при более 
интенсивном тепломассообмене. Счет производился до момента полного 
испарения (сублимации) пленки.  

 

 

Рис. 2 – Изменение безразмерной толщины  
                    пленки со временем: 

1 – Nu 1,5= , Sh 3= ; 2 – Nu 2,5= , Sh 5=  

Fig. 2 – Changing the dimensionless film thick- 
                         ness with time: 

1 – Nu 1,5= , Sh 3= ; 2 – Nu 2,5= , Sh 5=  

 
 

 

Рис. 3 – Зависимость времени полного «рас-
творения» минеральной пленки толщиной  
                      0,1 мм от числа Sh 
Fig. 3 – Dependence of complete "dissolution"  
  time of mineral film 0,1 mm thickness on Sh 
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На рис. 2 можно увидеть, как меняется безразмерная толщина пленки 
∆ = −k sH H  со временем при различной интенсивности тепло- и массообмена. 
Общий характер кривых при этом не зависит от чисел Шервуда и Нуссельта, 
однако длительность процесса сублимации существенно меняется. 

Зависимость времени полного «испарения» пленки от интенсивности 
конвективного тепломассообмена иллюстрирует рис. 3. Увеличение чисел 
Шервуда и Нуссельта в 3 раза приводит к трехкратному уменьшению времени 
полного испарения пленки.  

Безразмерная массовая скорость сублимации определяется отношением 

0/=  M M M , где в качестве характерного масштаба массовой скорости сублима-
ции использована величина 0 0/= ρ δ s sM a . Выразив массовую скорость M через 
скорость поверхности сублимации sz , а ее в свою очередь – через безразмерную 

скорость поверхности  sH , придем к соотношению =  sM H . Следующий график 
иллюстрирует зависимость (рис. 4) безразмерной скорости движения поверхности 
сублимации и безразмерной массовой скорости от безразмерной температуры 
пленки. Кривые, построенные в полулогарифмическом масштабе при двух 
значениях чисел Нуссельта и Шервуда, являются эквидистантными. Это можно 
рассматривать как аргумент в пользу критериального описания сублимационных 
процессов в природных условиях. 
 

 

Рис. 4 – Изменение безразмерной скорости 
сублимации в зависимости от безразмерной  
                            температуры:  

1 – Nu 1,5= , Sh 3= ; 2 – Nu 2,5= , Sh 5=  

Fig. 4 – Dependence of dimensionless sublimation 
surface velocity and rate on dimensionless tempe- 
                                   rature:  

1 – Nu 1,5= , Sh 3= ; 2 – Nu 2,5= , Sh 5=  

Рис. 5 иллюстрирует зависимость скорости движения поверхности сублимации 
от времени при различных значениях чисел Нуссельта и Шервуда. Сопоставив эти 
графики с расчетными кривыми, представленными на рис. 2, можно видеть, что 
на начальном этапе прогрева пленки скорость движения сублимирующейся 
поверхности увеличивается достаточно медленно, далее скорость растет почти 
линейно со временем (см. рис. 5), а толщина пленки быстро убывает (см. рис. 2).  
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Рис. 5 – Зависимость скорости движения поверх- 
                ности сублимации от времени: 

1 – Nu 1,5= , Sh 3= ; 2 – Nu 2, 5= , Sh 5=  

Fig. 5 – Time dependence of sublimation surface  
                                     velocity:  

1 – Nu 1, 5= , Sh 3= ; 2 – Nu 2, 5= , Sh 5=  
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Рис. 6 – Зависимость массовой скорости  
                   сублимации от времени: 

1 – Nu 1, 5= , Sh 3= ; 2 – Nu 2, 5= , Sh 5=  

Fig. 6 – Time dependence of mass rate of sublime- 
                                    tion: 

1 – Nu 1, 5= , Sh 3= ; 2 – Nu 2, 5= , Sh 5=  

Характер изменения массовой скорости со временем (рис. 6) аналогичен 
предыдущим зависимостям (рис. 5). При этом зависимость массовой скорости 
сублимации от числа Шервуда, характеризующего интенсивность конвективного 
массообмена, имеет линейный характер (см. рис. 7). 

Таким образом, количественные оценки времени полного «испарения» пленки 
газового конденсата и массовой скорости сублимации позволяют определить 
расход и суммарную массу сублимированного вещества, захватываемого потоком 
флюида. Построенные по результатам расчетов графики свидетельствует о том, 
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что на сублимацию существенным образом влияют коэффициенты конвективной 
теплоотдачи и массообмена. Однако их значения зачастую можно определить 
только по порядку величины, поэтому использование при моделировании данного 
процесса безразмерных величин и оценивании влияния различных параметров 
через критерии представляется наиболее оптимальным методом исследования 
сублимации в недрах земли. 
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Рис. 7 – Зависимость массовой скорости  
сублимации от числа Sh 

Fig. 7 – The dependence of mass rate  
of sublimation on Sh 

Заключение 

Предложена нестационарная модель и алгоритм численно-аналитического ре-
шения уравнений конвективного тепломассопереноса при сублимации минералов 
в однородном флюидопотоке. Решение задачи динамики сублимирования пород 
литосферы в безразмерных величинах дало возможность проанализировать влия-
ние критериев Нуссельта и Шервуда, характеризующих интенсивность конвек-
тивного тепломассообмена, на температуру, толщину пленки газового конденсата, 
линейную и массовую скорости сублимации. Полученные значения времени пол-
ного «растворения» пленки конденсата, расхода и суммарной массы сублимиро-
ванного вещества, переносимого магматическим флюидом по трещинам вмеща-
ющих пород, позволяют оценить масштабы эндогенного рудообразования, обу-
словленного сублимационным механизмом. Анализ полученных результатов по-
казал, что «геологические» времена протекания процесса сублимации весьма не-
продолжительны. 
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MODEL OF NONSTATIONARY HEAT AND MASS TRANSFER DURING 
MINERAL FILMS SUBLIMATION IN ENDOGENOUS FLUID FLOW 

Cherepanova V.K.1,2, Cherepanov A.N.2 
1Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russian Federation 
2Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics SB RAS, 

 Novosibirsk, Russian Federation 
 

The generation of fluid flow upward to the surface is possible during solidification of mag-
matic melt filling intrusive camera located below the earth’s or seabed’s surface. When super-
critical magmatic fluid filtered from this "source" through pores and cracks of enclosing rocks the 
minerals previously deposited on the walls can transform to the gas phase and be carried upward 
by fluid flow. Subsequently as the thermal and pressure conditions of fluid flow change these 
minerals can again be deposited on the crack's walls to form ore depositions. In the present paper 
we propose a non-stationary one-dimensional physical and mathematical model for sublimation of 
mineral film located on the crack's walls in magmatic fluid flow. The mathematical formulation 
of the problem is similar to the one that was previously used for sublimation of solid metallorga-
nic precursors, which corresponds to the first stage of chemical vapor deposition (CVD). Subli-
mation processes of basite and ultrabasite rocks under the influence of magmatic fluids quantita-
tively studied very little and the available data on thermophysical and thermodynamic characteris-
tics of these compounds is not enough. For these reasons the simulations used the average param-
eter values for this class of substances corresponding to the "reasonable" range and the original 
equations were reduced to dimensionless form. Solution of this problem with  dimensionless vari-
ables given the opportunity to analyze influence of Nusselt and Sherwood numbers characterizing 
the intensity of convective heat and mass transfer on temperature, mineral film thickness, subli-
mation surface velocity and mass rate. The calculated values of the full-time "dissolution" of min-
eral film, flow rate and the total mass of sublimated substance carried by magmatic fluids through 
cracks enclosing rocks allow us to estimate the extent of endogenous ore formation due to subli-
mation mechanism. 

 

Keywords: sublimation, mathematical model, magmatic fluids, basite rocks, endogenous ore 
formation, mineral film, cracked rocks. 
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