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В 1967 году был открыт метод точного интегрирования нелинейных дифференциаль-

ных уравнений – метод обратной задачи рассеяния (МОЗР). Ключевой идеей МОЗР являет-
ся сопоставление интегрируемому нелинейному уравнению линейных вспомогательных 
задач, интегрируемое нелинейное уравнение при этом представляется как условие сов-
местности соответствующих линейных вспомогательных задач. Первоначально МОЗР был 
применен к интегрированию одномерных нелинейных эволюционных уравнений с времен-
ной и одной пространственной переменными. Сфера применимости МОЗР стремительно 
расширилась, помимо одномерных интегрируемых нелинейных дифференциальных урав-
нений оказались интегрируемыми и некоторые двумерные нелинейные эволюционные 
дифференциальные уравнения с временной и двумя пространственными переменными, 
такие как уравнение Кадомцева-Петвиашвили, уравнение Дэви–Стюардсона, уравнения 
Нижника–Веселова–Новикова и т. д. В настоящее время нелокальная проблема Римана–

Гильберта, -проблема  и более общий метод -одевания  Захарова–Манакова, использу-
ющие современные методы теории функции комплексного переменного, являются основ-
ными инструментами для построения точных решений (2+1)-мерных интегрируемых нели-

нейных эволюционных уравнений. В данной работе метод -одевания  Захарова–Манакова 
применен к построению новых классов точных решений двумерного интегририруемого 
обобщения нелинейного уравнения Савады–Котера (2DСК). Уравнение 2DСК является 
специальной редукцией более общей системы нелинейных уравнений для некоторых поле-
вых переменных. Показано, как эта редукция может быть выполнена с помощью удовле-
творения нелинейных ограничений на коэффициенты разложения волновой функции   
линейных вспомогательных задач. Получены новые классы точных решений с функцио-
нальными параметрами уравнения 2DСК, содержащие в виде подклассов солитонные и 
периодические решения. На примере уравнения 2DСК продемонстрирована принципиаль-
ная возможность построения точных периодических решений двумерных нелинейных 

уравнений в рамках метода -одевания  Захарова–Манакова.  
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Введение 

За последние тридцать пять лет метод обратной задачи рассеяния (МОЗР) был 
обобщен и успешно применен к различным 2+1-мерным нелинейным эволюцион-
ным уравнениям, таким как уравнения Кадомцева–Петвиашвили, Дэви–Стюард-
сона, Нижника–Веселова–Новикова (НВН), система Захарова–Манакова, уравне-
ние Ишимори, двумерное обобщение уравнения Синус–Гордон и к некоторым 
другим уравнениям (см. книги [6–9] и обзоры [15–17]). В настоящее время нело-

кальная проблема Римана–Гильберта [10], -проблема  [11] и более общий метод 
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-одевания  Захарова–Манакова [12–14] являются основными инструментами для 
построения точных решений 2+1-мерных интегрируемых нелинейных эволюци-
онных уравнений. 

В данной статье, представляющей результаты второй части нашей работы, ме-
тод -одевания  применяется к построению новых классов точных решений с 
функциональными параметрами и их частных подклассов, солитонных и перио-
дических решений двумерного интегрируемого обобщения уравнения Савады–
Котера (2DСК) [18],  

25 5 5 5t xxxxx x xx xxx x xxyu u u u uu u u u       

 1 15 5 5 = 0.x yy y x x yu uu u u       (1) 

Уравнение 2DСК было установлено в статье Конопельченко и Дубровского 
[18]. Это уравнение известно также как член BKP иерархии [19]. Уравнение 2DСК 
может быть представлено как условие совместности в форме Лакса 

1 2[ , ] = 0L L линейных операторов вспомогательных задач, ему соответствуют сле-

дующие две линейные вспомогательные задачи [18]: 

 

3
1

5 3 2 2 1
2

= ( ) = 0,

= [ 9 15 15 (10 5 5 ) ] = 0.

x x y

t x x x x xx x y x

L u

L u u u u u

      

             
 (2) 

Здесь и ниже / ,x x      и 1
x
  – оператор обратный x . 

Первая вспомогательная задача в (2) является линейным дифференциальным 
уравнением третьего порядка по x , содержащим лишь одну полевую перемен-

ную. В общем же положении эта задача содержат несколько переменных коэффи-
циентов (полевых переменных) при различных степенях x . Уравнение 2DСК (1) 

возникает из некоторой системы нелинейных уравнений для полевых переменных 
при специальных редукциях на эти переменные. Удовлетворение этих редукций 
является наиболее трудной частью при построении точных решений рассматрива-
емого уравнения. 

Схема построения точных решений с функциональными параметрами для 2+1-
мерных интегрируемых уравнений была развита в известных работах Захарова и 
Шабата [2], [20] (см. также книгу [5]); где авторы применили свой вариант метода 
одевания для построения решений с функциональными параметрами уравнения КП. 

Настоящая работа является естественным продолжением статей [21] и [24], в 
[21] метод -одевания  был впервые применен для построения многосолитонных 
решений, а в [24] были анонсированы первые результаты по решениям с функци-
ональными параметрами уравнений 2DКК (двумерного интегрируемого обобще-
ния уравнения Каупа Купершмидта) и 2DСК (1), здесь же приводятся достаточно 
подробные вычисления для случая уравнения 2DСК (1). Частные точные решения 
рассматриваемого уравнения были построены ранее и в рамках других подходов 
(см., например, [13]). Применение метода -одевания  в нестандартных ситуаци-
ях, когда приходится удовлетворять редукциям на полевые переменные, а в ко-
нечном счете определенным нелинейным дифференциальным ограничениям (см. 
[21] и ниже) на коэффициенты разложения волновой функции по спектральному 
параметру, по нашему мнению, представляет значительный интерес для развития 
данного метода. 
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Статья организована следующим образом. Во втором разделе приводятся для 
удобства основные формулы метода -одевания  для уравнения 2DСК (1). В тре-
тьем разделе представлены новые классы точных решений с функциональными 
параметрами, вычисленные в данной работе для уравнения 2DСК (1). В разделе 4 
рассмотрены частные случаи построенных решений с функциональными пара-
метрами – периодические решения уравнения 2DСК (1). 

1. Основные формулы метода -одевания  для уравнений 2DСК 

В этом разделе приведены некоторые важные для дальнейшего изложения 
формулы метода -одевания  для уравнения 2DСК (1) (см. детали в [21]), отме-
тим, что формулы (3)–(10), приведенные ниже, справедливы и для уравнения 
2DКК (см. [21]). 

Сначала постулируется нелокальная -проблема  [12–14] для волновой фун-

ции  :  

 
( , )

= ( )( , ) = ( , ) ( , ; , ) ,
C

R R d d
  

            
   (3) 

где   и R , в рассматриваемом случае, скалярные комплексные функции. Ис-

пользуется решение -проблемы  с канонической нормировкой, 1   при 

  , эквивалентное решению следующего сингулярного интегрального урав-
нения:  

 
'

( ) = 1 ( , ) ( , ; , ) .
2 ( )C C

d d
R d d

i

                
      (4) 

Зависимость ядра R  -проблемы  от пространственных и временных пере-

менных , ,x y t  для уравнения 2DСК (1) имеет вид [21]:  

 
( ) ( )

0

3 5

( , ; , ; , , ) = ( , ; , ) ;

( ) : = ( 9 ).

F FR x y t R e

F i x y t

         

     
 (5) 

Далее рассматриваемому нелинейному уравнению сопоставляются линейные 
вспомогательные задачи, которые имеют вид: 

 

3
1 0

5 3 2
2 3 2 1 0

= ( ) = 0,

= ( 9 ) = 0,

y x x

t x x x x

L u u

L w w w w

       

           
 (6) 

а волновая функция   связана с волновой функцией   соотношением 

 ; , ,: F x y te     [21]. 

Формулы реконструкции выражают полевые переменные вспомогательных 
задач (6) через коэффициенты разложений волновой функции   в ряды в окрест-

ностях точек 0   и    : 

 2 1 2
0 1 2 2

= 0 : = ; = : = . 


 
                

 
    (7) 

Так, например, для полевых переменных первой вспомогательной задачи форму-
лы реконструкции имеют вид [21] 
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 0 1 2 1 1 1= 3 3 3 ; = 3 ,xx x x xu i u i              (8) 

где коэффициенты 1  и 2  разложений (7), даются выражениями 

 1 = ( , ) ( , ; , ) ,
2C C

d d
R d d

i
  

           
     (9) 

 2 = ( , ) ( , ; , ) .
2C C

d d
R d d

i
   

           
     (10) 

Как было показано в статье [18], уравнению 2DСК (1) соответствует редукция:  

 0 = 0.u  (11) 

(Отметим, что уравнению 2DКК соответствует редукция 0
1

2 xu u , см. [21].) 

В терминах волновой функции   редукция (11) с учетом (8) может  

быть представлена как нелинейное дифференциальное соотношение на коэффи-
циенты 1  и 2  [21]: 

 2 1 1 1 = 0.x xx xi         (12) 

Формулы реконструкции для полевых переменных второй вспомогательной 
задачи из (6), с учетом (8) и редукции (11), для уравнения 2DСК (3) имеют  
вид [21]:  

 
1 2

1

2 3 0

= 10 5 5 ,

= 15 , = 15 , = 0.

xx x y

x

w u u u

w u w u w

   

 
 (13) 

При построении точных решений уравнения 2DСК (1) необходимо удовлетво-
рить условиям редукций (11) или (12) и вещественности u u . Условие веще-
ственности решений u  рассматриваемого нелинейного уравнения, в силу (9) и 
(10), в пределе слабых полей приводит к следующим ограничениям на ядро 0R  

-проблемы  (4) [21]:  

 0 0 0 0( , ; , ) = ( , ; , ); ( , ; , ) = ( , ; , ).R R R R                 (14) 

Решениям с функциональными параметрами соответствуют вырожденные яд-

ра 0R   -проблемы (3), т. е. ядра вида  

 0
=1

( , , , ) = ( , ) ( , ),
N

n n
n

R f g          (15) 

представляющие собой сумму произведений двух функций ( , )nf    и ( , )ng    

спектральных переменных   и  . Эти функции называются функциональными 

параметрами в спектральном представлении.  
При выборе вырожденного ядра в виде (15) из (9) и (10) получаются следую-

щие компактные формулы для коэффициентов 1 2,    разложения волновой 

функции  :  

 1 1
1 2

, =1 , =1

1 1
= , =

2 2

N N

kl l k kl l k x
l k l k

A A
i

 
          , (16) 
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где матрица A  дается выражением 

 11

2ln ln x l nA      .  (17) 

Здесь функции ( , , ),l x y t  ( , , )l x y t , известные как функциональные параметры в 

координатном представлении, даются формулами 

 

( )

( )

( , , ) ( , ) ;

( , , ) ( , ) .

F
l l

C

F
l l

C

x y t f e d d

x y t g e d d



 

     

     








  (18) 

Вследствие (5) и своих определений (18) функциональные параметры n  и n  

для случая уравнения 2DСК (1) удовлетворяют линейным уравнениям:  

 1= 0, 5 5 = 0,n y n xxx nt n xxxxx n xxy x n yy
           (19) 

 1= 0, 5 5 = 0.n y nxxx nt n xxxxx nxxy x n yy
          (20) 

Приведем полезные для дальнейшего детерминантные формулы для невырож-
денной матрицы A  и вырожденной матрицы B  с рангом единица:  

 1 1 det( )
tr = ln(det ), tr( ) = 1, 1 tr = det(1 )

det

A A B
A A BA B B

x x A
          

, (21) 

очевидно, матрица 1BA  в (21), как и ,B  является вырожденной с рангом едини-

ца. С использованием первой формулы из (21) находим из (16) для 1  выраже-

ние:  

 1 1 1
1

, =1 , =1

1
= = tr = (ln det )

2

N N
ln

kl l k nl x
l k n l

A A
A i A i A i A

i x x
  


           

  . (22) 

Далее из формулы реконструкции для u  (8) и из (22) получаем общую детер-
минантную формулу для построения решений уравнения 2DСК с функциональ-
ными параметрами:  

 2( , , ) = 3 ln det .xu x y t A  (23) 

Общая детерминантная формула (23) для точных решений очень проста. Основ-
ная проблема в конструировании точных решений уравнения 2DСК заключается в 
удовлетворении условий редукции (11), (12) и вещественности (14). Эта проблема 
решается в следующих разделах данной статьи при построении новых классов 
точных решений рассматриваемого уравнения. 

2. Решения с функциональными параметрами уравнения 2DСК 

В этом разделе строится новый класс решений с функциональными парамет-
рами уравнения 2DCК (1). В качестве частного случая указанного класса будут 
рассмотрены солитонные решения уравнения 2DCК, часть из которых была по-
строена ранее в работе [21]. 

Уравнению 2DCК соответствует условие редукции (12), отличное от условия 
редукции для уравнения 2DКК. Представим данное условие редукции в детерми-
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нантной форме, более удобной для дальнейших вычислений. Подставляя выраже-
ния для коэффициентов 1  и 2  из (16) в условие редукции (12), получим  

 

2
1 1

, =1 , =1
( ) = 0.

N N
lk

lx k kl kl
k l k l

A
A A

x
  

   
  

   (24) 

Вводя вырожденную матрицу V  с элементами =lk lx kV   , для которой 

rank = 1V , перепишем соотношение (24) в виде 

 
2

1 1tr( ) tr = 0.
A

V A A
x

         
 (25) 

Используя тождества из (21), перепишем (25) в детерминантной форме:  

 2( ) = 0,xT S T T   (26) 

здесь = detT A  и = det( )S A V . 

Условия вещественности (14) и редукции (12), (26) накладывают определен-
ные ограничения на функциональные параметры. Для того, чтобы удовлетворить 
эти условия, попарно сгруппируем слагаемые в ядре 0R  (15):  

 

2

0
=1

=1

( , , , ) = ( , ) ( , ) =

[ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )].

N

k k
k

N

k k k k
k

R f g

p q p q

        

          



  

 (27) 

Определим с помощью (27) наборы f  и g  функций kf  и kg , = 1 2k N ,  

 
1 2 1 1

1 2 1 1

:= ( , , ) = ( ( , ), , ( , ); ( , ), , ( , )),

:= ( , , ) = ( ( , ), , ( , ); ( , ), , ( , )).

N N N

N N N

f f f p p p p

g g g q q q q

       

       

   

   
 (28) 

В случае = 1N , т. е. одной пары слагаемых в ядре (27), можно легко показать, 
что условие редукции (12) или (26) выполняется при выборе функциональных 

параметров в виде 1 1
2 1 1= ,xic    2 1 1= xic  , здесь 1c  – произвольная ком-

плексная константа. В терминах функциональных параметров в спектральном 
представлении (18) последнее соотношение переписывается в виде 

1 1
1 1 1( , ) = ( , )p c q      , 1 1 1( , ) = ( , )q c p     . C использованием компью-

терного пакета символических вычислений – «Maple» было проверено, что усло-
вие редукции удовлетворяется при выполнении подобных соотношений между 
функциональными параметрами и в случае двух пар слагаемых ядра 0R  (27). 

Обобщая последнее наблюдение на более общий случай > 2N  пар слагаемых в 
ядре (27), заключаем, что условие редукции (12) или (26) выполняется при следу-
ющих соотношениях на функциональные параметры в координатном и спек-
тральном представлениях:  

 
1 1

1 1

= , = , = 1, , ,

( , ) = ( , ), ( , ) = ( , ),

k N k x k k N k kx

k k k k k k

ic ic k N

p c q q c p

 
 

 

    

         



 
 (29) 
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где ( = 1, , )kc k N  – некоторые комплексные константы, и индекс k  нумерует 

пары в ядре 0R . 

Таким образом, в силу (29) условия редукции (12) или (26) удовлетворяются 

при выборе ядра 0R  (27) -проблемы  (3) в виде  

 

2

0
=1

=1

( , , , ) = ( , ) ( , ) =

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .

N

k k
k

N

k k k k
k

R f g

p q q p

        

 
            




 (30) 

В соответствии с (30) наборы f  и g  функции kf , kg , = 1, , 2k N  даются 

выражениями:  

 

 

1 2 1 1

1 2 1 1

1 1
( ,.., ) ( , ),.., ( , ); ( , ),.., ( , ) ,

( ,.., ) ( , ),.., ( , ); ( , ),.., ( , ) .

N N N

N N N

f f f p p q q

g g g q q p p

 
            

             

 (31) 

Первое условие вещественности из (14) удовлетворяется при наложении на 
каждую пару суммы (30) следующих соотношений:  

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) =

= ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).

k k k k

k k k k

p q q p

p q q p


        




        



 (32) 

Из равенства (32) следуют два случая удовлетворения условия вещественности:  

 . ( , ) ( , ) = ( , ) ( , ),k k k kA p q p q         (33) 

 . ( , ) ( , ) = ( , ) ( , ).k k k kB p q q p


       


 (34) 

Разделяя переменные в случае A  –  

 
( , ) ( , )

= =
( , )( , )

k k
k

kk

p q
v

qp

   

  
 (35) 

с некоторыми комплексными константами kv  ( = 1, , )k N , получаем следующие 

ограничения на функции ( , )kp    и ( , )kq   :  

 1 2( , ) = ( , ), ( , ) = ( , ), | | = 1.k k k k k k kp v p q v q v         (36) 

Разделяя переменные в случае B  –  

 
( , ) ( , )

= =
( , )( , )

k k
k

kk

p p
v

qq

     

  
 (37) 
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с некоторыми комплексными константами kv  ( = 1, , )k N , получаем ограниче-

ния на функции ( , )kq   :  

 0( , ) = ( , ), = = .kk k k k
k

q p v v v
v


     (38) 

Второе условие вещественности из (14) может быть удовлетворено путем 
наложения на каждую пару суммы (30) следующих ограничений:  

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) =

= ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).

k k k k

k k k k

p q q p

p q q p


        




        



 (39) 

Из равенства (39) следуют два возможных случая:  

 

. ( , ) ( , ) = ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) = ( , ) ( , ).

k k k k

k k k k

A p q p q

q p q p

        

 
       

 

 (40) 

  

. ( , ) ( , ) = ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) = ( , ) ( , ).

k k k k

k k k k

B p q q p

q p p q

        



       



 (41) 

Для первого случая A  (40), разделяя переменные, получаем следующие соот-
ношения:  

 
( , ) ( , )

= = ,
( , )( , )

k k
k

kk

p p
v

qq

   

  
 (42) 

 
2 2( , ) ( , )

= = ,
( , )( , )

k k
k

kk

p p
v

qq

     

  
  (43) 

где kv  и kv  ( = 1, , )k N  – некоторые комплексные константы. Заметим, что из 

(43) и (42) следует соотношение 2 2= =k k kv v v   , которому невозможно удовле-

творить при произвольном выборе ,  . Во втором случае B  из (41), разделяя 

переменные, получим следующие равенства:  

 
( , ) ( , )

= = ,
( , )( , )

k k
k

kk

p q
v

qp

   

    
 (44) 

  
( , ) ( , )

= = ,
( , ) ( , )

k k
k

k k

q p
v

q p

     

   
  (45) 

где kv  и kv  ( = 1, , )k N  – некоторые комплексные константы. Из (44) и (45), 

снова получаем соотношение 2 =k kv v    которое не выполняется при произволь-
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ных  . Таким образом, показано, что случаи A  и B  приводят к противоречиям, 

поэтому ниже рассматриваются только случаи A  и B , определенные соотноше-
ниями (33) и (34). 

В случае A  (33) ядро 0R , которое приводит к удовлетворению условий веще-

ственности (14) и редукции (12) или (26), имеет вид (30), где для функции 

( , )kp    и ( , )kq    выполняются соотношения (36). Используя определения (18), 

получаем из (29), (36) соотношения между различными функциональными пара-
метрами в координатном представлении:  

 

( )

( )

:= ( , ) = ,

:= ( , ) = ,

F
k k k k k

C

F
kk k k k

C

v p e d d v

v q e d d v



 

       

       

 

 
 (46) 

 

1 ( ) 1 1

( )

1
:= ( , ) = ,

:= ( , ) = ,

F
k N k k k x k

C

F
k N k k k kx

C

c q e d d ic

c p e d d ic

   


 


       


       

 

 
 (47) 

где 2| | = 1kv  и ( = 1, , )k N . Наборы функциональных параметров k  и k , в 

силу (46) и (47), имеют следующую структуру:  

 1 1 1 1
1 2 1 1 1( , , ) := ( , , ; , , ),N N x N x Nic ic              (48) 

 1 2 1 1 1( , , ) := ( , , ; , , ),N N x N Nxic ic         (49) 

таким образом, оба набора выражаются через 2N  независимых комплексных па-
раметров 1( , , )N   и 1( , , )N  , для которых выполняются соотношения (46). 

Класс точных решений с функциональными параметрами, соответствующий 
ядру 0R  вида (30), дается общей формулой (23) с функциональными параметра-

ми, определенными в (48) и (49). Построенные решения, таким образом, зависят 
только от 2N  функциональных параметров 1( , , )N   и 1( , , )N  . 

В простейшем случае = 1N  вследствие (46), (48) и (49) определитель матрицы 
A  (17) дается следующим выражением:  

 
2

1 1 2
1 1 1 1

1 1
det = 1 = .

4 2x xA            
 

 (50) 

Соответствующее решение u  вычисляется с помощью формулы реконструк-
ции (23) и имеет вид 

    21 1
1 1 1 1 1 1 1 12

3 1
= .

42
x xx x x xu   

            
 

 (51) 

Из выражения (50) для det A  следует, что построенное решение (51) является 
несингулярным при выборе функциональных параметров 1 1,  , удовлетворяю-

щих неравенству 1 1
1 1 1 1

1 1
> 0

4 2x x
         . 
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Выбор дельта-функционных функциональных параметров в спектральном 

представлении в виде 0( , ) = ( )k k kp A i      , 0( , ) = ( )k k kq B i      , 

= 1, ,k N , удовлетворяющих условиям (29) и (36), где в соответствии с (36) 

= kk kA v A , = kk kB v B  и 0k , 0k  – некоторые вещественные параметры, приво-

дит к многосолитонным решениям уравнения 2DСК. Соответствующие функцио-
нальные параметры в координатном представлении (18) имеют вид 

    0 0= 2 , = 2 .
F i F ik k

k k k kiA e iB e
  

     (52) 

В простейшем случае = 1N  из (50), (51) и с учетом (52) получаем, при усло-

вии 10 10 0
1 1

10 10 10
= > 0

( )
A B e

  
  

, точное несингулярное линейное односолитон-

ное решение уравнения 2DСК вида  

 
2

10 10

02

3( )
( , , ) = ,

2cosh
2

u x y t
 

  
 
 

 (53) 

где 10 10= ( ) ( )F i F i    . Это решение было ранее вычислено в работе [21].  

В случае = 2N  получаем точное двухсолитонное решение уравнения 2DСК. 
В случае B  (34) условия вещественности (14) и редукции (12) или (26), в силу 

(29), (30) и (38) будут удовлетворены при выборе ядра 0R  вида  

 1 1
0

=1
( , , , ) = [ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )],

N

k k k k k k
k

R v p p v p p                   (54) 

где 0=k kv v  – произвольные вещественные константы. Используя (54), определя-

ем наборы f  и g  функций kf , kg , = 1, , 2 ,k N  

1 2:= ( , , ) =Nf f f  

  1 1
1 1 1( , ), , ( , ); ( , ), , ( , ) ,N N Np p v p v p              (55) 

1 2:= ( , , )Ng g g   

  1 1
1 1 1 1( , , ), , ( , , ); ( , ), , ( , ) .N Nv p v p p p                (56) 

С помощью определений (18) получаем из (55) и (56) соотношения между 
функциональными параметрами в координатном представлении:  

 1 ( ) 1:= ( , , ) = , = 1, , ,F
k xk k k k

C

v p e d d iv k N               (57) 

 

1 ( ) 1

( )

:= ( , ) = ,

:= ( , ) = ,

F
kk N k k k

C

F
k N k kx

C

v p e d d v

p e d d i

  


 


       

       

 

 
 (58) 
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где 0=k kv v  – произвольные вещественные константы. Из (57), (58) получаем 
наборы функциональных параметров в координатном представлении:  

 1 1
11 2 1 1( , , ) := ( , , ; , , ),NN N Nv v          (59) 

  1 1
11 2 1 1( , , ) := ( , , ; , , ),x NxN N x Nxiv iv i i            (60) 

таким образом, оба набора выражаются через N  независимых комплексных 
функциональных параметров 1( , , )N  . 

Общая детерминантная формула (23), в рассматриваемом случае ядра 0R  (56), 
с функциональными параметрами, определенными в (59) и (60), приводит к клас-
су точных решений с функциональными параметрами уравнения 2DСК (1). По-
строенные решения зависят только от N  комплексных функциональных пара-
метров 1( , , )N  . 

В простейшем случае = 1N , в силу (59) и (60) определитель матрицы A  (17) 
дается выражением 

 
2

1 2
1 11 1

1
det = 1 ( ) = .

4
xx x

i
A

v
        

 
 (61) 

Соответствующее решение u  вычисляется с помощью формулы реконструк-
ции (23) и с учетом (61) имеет вид 

    21 1 1 11 1 1 12
11

3 1
= .

42
xx xxx xu i

vv

 
          

  
 (62) 

Из выражения (61) следует, что построенное решение (62) несингулярно при вы-
боре функционального параметра 1 , удовлетворяющего неравенству 

1
1 11 1

1
( ) > 0

4
xx x

i

v
     . 

При выборе дельта-функционных функциональных параметров вида 

( , ) = ( ),k k kp A      = 1, ,k N , функциональные параметры k  (18) в коор-
динатном представлении имеют вид 

  = 2 .
F k

k kiA e
   (63) 

Указанный выбор функциональных параметров приводит к многосолитонным 
решениям. 

В простейшем случае = 1N  из (61), (62) с учетом (63) при выполнении усло-

вия 
2

1 1 0

1 1

| |
= > 0R

I

A
e

v



 получаем точное несингулярное односолитонное реше-

ние уравнения 2DСК:  

 
2
1

02

6
( , , ) = ,

cosh
2

Iu x y t

  

 
 

 (64) 

где 1 1= ( ) ( )F F    . Полученное решение было вычислено ранее в работе [21]. 

Аналогичные, достаточно простые выражения приводят к двухсолитонному ре-
шению уравнения 2DСК. 
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3. Простые периодические решения уравнения 2DСК 

В настоящем разделе строится подкласс решений с функциональными пара-
метрами для уравнения 2DСК (2) – простые периодические решения. Такие реше-
ния строятся следующим образом. Сначала с помощью общей детерминантной 
формулы (23) строится комплексное решение, удовлетворяющее лишь условию 
редукции (12) или (26).  

Простые периодические решения уравнения 2DСК вычисляются аналогично 
случаю уравнения 2DКК. Сначала ищется решение ,u  удовлетворяющее только 
условию редукции (12) или (26), в случае = 1N  в (30) это решение имеет вид (23), 
где определитель матрицы A , в силу (17) и (29), дается выражением  

 
2

1 1 2
1 1 1 1

1 1
det = 1 = .

4 2x xA            
 

 (65) 

Выбирая дельта-функционные функциональные параметры 1 1 1:= ( )f A     и 

1 1 1:= ( )g B     в спектральном представлении, получаем с помощью (18) функ-

циональные параметры  1
1 1= 2

F
iA e

   и  1
1 1= 2

F
iB e

    в координатном 

представлении.  
Далее с помощью общей детерминантной формулы (23) строится решение, удо-

влетворяющее только условию редукции. В рассматриваемом случае получаем  

 
2 2

( , , )1 1

1

6 ( )
( , , ) = ,

det
x y ta

u x y t e
A

  


  (66) 

где 1 1:=a iA B , 1 1= ( ) ( )F F     и  

 
2

( , , )1 1

1 1 1
det = 1 .

( )
x y tA a e

   
    

 (67) 

Условие вещественности ( =u u ), налагаемое на решение (66) и требование 

мнимости фазы = = i    приводят к следующим ограничениям на параметры:  

 10 10 10
1 1 10 1 1 10

10 10

( )
= = , = = , =| | = .i ia aa a e e    

     
  

 (68) 

Подставляя формулы (68) в (66), получаем простое сингулярное периодическое 
решение уравнения 2DСК:  

 
2

10 10 10 10 10

10 102

3( ) ( )
( , , ) = , при > 0

2cos
2

a
u x y t

     
     

 
 

 (69) 

и  

 
2

10 10 10 10 10

10 102

3( ) ( )
( , , ) = , при < 0,

2sin
2

a
u x y t

     
     

 
 

 (70) 

здесь 3 3 5 5
10 10 10 10 10 10= ( ) ( ) 9( )x y t          и a  – произвольная веще-

ственная константа. 
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К другой возможности удовлетворения условия вещественности =u u  реше-

ния (66) и требования мнимости фазы = = i    приводят следующие ограни-

чения на параметры:  

 1
1 11

1
= , =| | = | | .i iRa a

I
a a e e 

  


 (71) 

Налагая на решение u  (66) эти ограничения, получаем еще одно простое син-
гулярное периодическое решение уравнения 2DСК (1):  

 

2
1 1

12

2
1 1

12

6
( , , ) = , при > 0,

cos
2

6
( , , ) = , при < 0,

sin
2

R R

a I

R R

a I

u x y t

u x y t

  
   

 
 

  
   

 
 

 (72) 

здесь 3 3 5 5
1 1 1 1 1 1= ( ) ( ) ( )x y t          и a  – произвольная вещественная 

константа. 

Заключение 

Уравнение 2DCК возникает как специальная редукция (11) ( 0 0u  ) более об-

щей системы нелинейных уравнений для некоторых полевых переменных, напом-

ним, что уравнению 2DКК соответствует редукция 0
1

2 xu u , см. [21]. Такие ре-

дукции приводят к определенным нелинейным ограничениям на коэффициенты 
разложения волновой функции   линейных вспомогательных задач.  

В данной статье показано, как можно удовлетворить этим нелинейным огра-
ничениям, с помощью метода -одевания.  В результате для уравнения 2DСК (1) 
были построены новые классы точных решений с функциональными параметрами 
и рассмотрены частные случаи таких решений – периодические решения.  

Отметим, что в статье [23] была дана калибровочная формулировка интегри-
руемой 2DКК-2DСК системы нелинейных уравнений. Там было показано, что 
уравнения 2DКК и 2DСК (1) допускают калибровочно-инвариантную формули-
ровку, но эти уравнения не являются калибровочно инвариантными друг другу. 

Именно поэтому удовлетворение редукций (u0 = 0 и 0
1

2 xu u  для указанных 

уравнений выполняется заметно различным образом. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Дрюма В.С. Об аналитическом решении двумерного уравнения Кортевега-Де Вриза 
(КДВ) // Письма в ЖЭТФ. – 1974. – Т. 19, вып. 12. – С. 753–755. 

2. Захаров B.E., Шабат А.Б. Схема интегрирования нелинейных уравнений матема-
тической физики методом обратной задачи рассеяния // Функциональный анализ и его 
приложения. – 1974. – Т. 8, вып. 3. – С. 45–53. 

3. Davey А., Stewartson K. On three-dimensional packet of surface waves [Electronic resource] // 
Proceedings of the Royal Society A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences. – 
1974. – Vol. 338, iss. 1613. – P. 101–110. – URL: http://dx.doi.org/ 10.1098/rspa.1974.0076 
(accessed: 09.11.2014). 



20 В.Г. Дубровский, А.В. Топовский, М. Ю. Басалаев  

4. Нижник Л.П. Интегрирование многомерных нелинейных уравнений методом 
обратной задачи // Доклады Академии наук СССР. – 1980. – Т. 254, № 2. – С. 332–335. 

5. Веселов А.П., Новиков С.П. Конечнозонные двумерные потенциальные операторы 
Шрёдингера. Явные формулы и эволюционные уравнения // Доклады Академии наук 
СССР. – 1984. – Т. 279, № 1. – С. 20–24. 

6. Теория солитонов: метод обратной задачи / С.П. Новиков, В.Е. Захаров, С.В. Манаков, 
Л.В. Питаевский. – М.: Наука, 1980. – 319 с. 

7. Ablowitz M.J., Clarkson P.A. Solitons, nonlinear evolution equations and inverse 
scattering. – Cambridge: Cambridge University Press, 1991. – 516 p. 

8. Konopelchenko B.G. Introduction to multidimensional integrable equations: the inverse 
spectral transform in 2+1 dimensions. – New York: Plenum Press, 1992. – 292 p. 

9. Konopelchenko B.G. Solitons in multidimensions: inverse spectral transform method. – 
Singapore: World Scientific, 1993. – 304 p. 

10. Manakov S.V. The inverse scattering transform for the time-dependent Schrodinger equation 
and Kadomtsev-Petviashvili equation // Physica D: Nonlinear Phenomena. – 1981. – Vol. 3, 
iss. 1–2. – P. 420–427. – doi: 10.1016/0167-2789(81)90145-7. 

11. Beals R., Coifman R.R. The D-bar approach to inverse scattering and nonlinear evolutions // 
Physica D: Nonlinear Phenomena. – 1986. – Vol. 18, iss. 1–3. – P. 242–249. – 
doi: 10.1016/0167-2789(86)90184-3. 

12. Захаров В.Е., Манаков С.В. Построение многомерных нелинейных интегрируемых 
систем и их решений // Функциональный анализ и его приложения. – 1985. – Т. 19, 
вып. 2. – С. 11–25. 

13. Zakharov V. E. Commutating operators and nonlocal - problem // Plasma theory and 
Nonlinear and turbulent processes in Physics / ed. by N.S. Erokhin, V.E. Zakharov,  
A.G. Sitenko, V.M. Chernousenko, V.G. Bar'yakhtar. – Kiev: Naukova Dumka, 1988. –  
Vol. 1. – P. 152–158. 

14. Bogdanov L.V., Manakov S.V. The non-local - problem and (2+1)-dimensional soliton 
equations // Journal of Physics A: Mathematical and General. – 1988. – Vol. 21, N 10. –  
P. L537–L544. – doi: 10.1088/0305-4470/21/10/001. 

15. Fokas A.S., Ablowitz M.J. The inverse scattering transform for multidimensional (2+1) 
problems // Lecture Notes in Physics. – 1983. – Vol. 189. – P. 137–183. 

16. Beals R., Coifman R.R. Linear spectral problems, non-linear equations and the - method // 
Inverse Problems. – 1989. – Vol. 5, N 2. – P. 87–130. – doi: 10.1088/0266-5611/5/2/002. 

17. Zakharov V.E. On the dressing method // Inverse Methods in Action / ed. by P.C. Sabatier. – 
Berlin: Springer, 1990. – P. 602–623. 

18. Konopelchenko B.G., Dubrovsky V.G. Some new integrable nonlinear evolution equations 
in 2+1 dimensions // Physics Letters A. – 1984. – Vol. 102, iss. 1–2. – P. 15–17. – 
doi: 10.1016/0375-9601(84)90442-0. 

19. Operator approach to the Kadomtsev-Petviashvili equation: transformation groups for soliton 
equation III / E. Date, M. Jimbo, M. Kashiwara, T. Miva // Journal of the Physical Society of 
Japan. – 1981. – Vol. 50, N 11. – P. 3806–3812. – doi: 10.1143/JPSJ.50.3806. 

20. Захаров B.E., Шабат А.Б. Интегрирование нелинейных уравнений математической 
физики методом обратной задачи рассеяния. II // Функциональный анализ и его 
приложения. – 1979. – Т. 13, вып. 3. – C. 13–22. 

21. Dubrovsky V.G., Lisitsyn Ya.V. The construction of exact solutions of two-dimensional 
generalizations of Kaup-Kupershmidt and Sawada-Kotera equations // Physics Letters A. – 
2002. – Vol. 295, iss. 4. – P. 198–207. – doi: 10.1016/S0375-9601(02)00154-8. 

22. Hu X.-B., Wang D.-L., Qian X.-M. Soliton solutions and symmetries of the  
2+1 dimensional Kaup-Kupershmidt equation // Physics Letters A. – 1999. – Vol. 262, iss. 6. – 
P. 409–415. – doi: 10.1016/S0375-9601(99)00683-0. 

23. Дубровский В.Г., Грамолин А.В. Калибровочно-инвариантное описание некоторых 
(2+1)-мерных интегрируемых нелинейных эволюционных уравнений // Теоретическая 
и математическая физика. – 2009. – Т. 160, № 1. – C. 35–48. – doi: 10.4213/tmf6376. 

24. Дубровский В.Г., Топовский А.В., Басалаев М.Ю. Новые точные решения двумер-
ных интегрируемых уравнений НВН, 2DКК и 2DСК, полученные с помощью метода 

- одевания // Теоретическая и математическая физика. – 2011. – Т. 167, № 3. – C. 377–
393. – doi: 10.4213/tmf6648. 



 

РЕШЕНИЕ С ФУНКЦИОНАЛЬНЫМИ ПАРАМЕТРАМИ… 21 

 

SOLUTIONS WITH FUNCTIONAL PARAMETERS OF 2+1 DIMENSIONAL 
INTEGRABLE NONLINEAR EQUATIONS. TWO-DIMENSIONAL 

INTEGRABLE GENERALIZATION OF THE SAWADA-KOTERA EQUATION 

 Dubrovsky V.G., Topovsky A.V., Basalaev M.Yu. 
Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russian Federation 

 
In 1967 new method of exact integration of nonlinear differential equations, the Inverse Scat-

tering Transform (IST) method was discovered. The main idea of IST method is the use the linear 
auxiliary problems; integrable nonlinear equation is represented as compatibility condition of 
these problems. At first the IST method was been developed for (1+1)-dimensional nonlinear 
evolution differential equations with one time and space variables. The sphere of applications of 
new IST method has been expanded quickly. It was discovered that the IST method is also appli-
cable for exact integration of (2+1)-dimensional nonlinear equations such as Kadomtsev-
Petviashvili, Davey-Stewardson, Nizhnik-Veselov-Novikov equations. At present nonlinear Rie-

mann-Hilbert problem, - problem and more general - dressing method of Zakharov-Manakov, 
as modern methods of the theory of complex variables, are basic and powerful methods for con-
structions of exact solutions of (2+1)- dimensional nonlinear integrable evolution equations. In 

present paper - dressing method of Zakharov and Manakov is applied for construction of new 
classes of exact solutions of two dimensional integrable generalization of the Sawada-Kotera 
nonlinear equation (2DSK). The 2DSK equation is special reduction of more general system of 
equations for some field variables. It is shown how this reduction can be perform by satisfactions 
of nonlinear constraints on coefficients of expansions of wave function   of linear auxiliary 
problems. New classes of exact solutions with functional parameters of 2DSK equation are ob-
tained. The solitonic solutions and periodic solutions are subclasses of these classes. The principal 
possibility of construction of periodical solutions of two-dimensional integrable nonlinear equa-

tion via - dressing method is demonstrated for 2DSK equation. Developed method is applicable 
also for construction of periodical solutions for other integrable equations.  

 

Keywords: integrable nonlinear equation, method of  -dressing, two-dimensional integrable 
generalization of Sawada-Kotera equation (2DSK), solutions with functional parameters, periodic 
solutions. 
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