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Задача планирования наблюдений для оценки транспортных корреспонденций рас-

сматривается как задача распределения ресурса на узлах транспортной сети. Транспортная 
сеть представляется как граф, вершины которого ассоциированы с узлами транспортной 
сети, а дуги – с возможными путями сообщений. Задача распределения ресурса для наблю-
дения решается с применением методов оптимального планирования эксперимента. Ис-
пользуются минимаксные D-оптимальные планы. Модель наблюдения предполагает фик-
сацию количества переходов транспортных средств из одной вершины транспортного гра-
фа в другую. Данная модель описывается цепью Маркова с дискретным временем. Матри-
ца переходных вероятностей цепи оценивается на основе наблюдений за цепью в дискрет-
ные моменты времени. Для оценки переходных вероятностей используется метод макси-
мального правдоподобия в предположении, что марковская цепь стационарна. Строится 
информационная матрица Фишера для предлагаемой модели наблюдений. Решение задачи 
планирования приводится в общем аналитическом виде. Предлагается интерпретация для 
задачи подсчета интенсивности транспорта и некоторые рекомендации для использования 
результатов в практических целях.  
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Введение 

Матрица корреспонденции является фундаментальной характеристикой тран-
спортной сети, поскольку она определяет общий объем транспортного потока. 
Поэтому задача оценки матрицы корреспонденции является важнейшей задачей 
для исследования транспортной сети и транспортных потоков [1]. Один из мето-
дов оценки матрицы корреспонденций заключается в восстановлении матрицы 
корреспонденции на основе наблюдений за транспортным потоком [2]. В качестве 
наблюдений можно рассматривать интенсивности транспортных потоков на 
участках сети. Для качественной реализации методов оценки необходимо, чтобы 
наблюдения были максимально информативны. Возникает задача оптимального 
планирования наблюдений. 

Таким образом, в работе рассматривается задача планирования наблюдений за 
транспортными потоками для оценки транспортных корреспонденций. 

1. Марковская модель транспортных корреспонденций 

Имеется граф транспортной сети, или транспортный граф ( , )G V E , состоящий 

из m узлов. Данный граф описывается стационарной неприводимой апериодиче-
ской марковской цепью с дискретным временем и с матрицей переходных веро-
ятностей { },  ( , 1, , )  ijP p i j m , причем каждое состояние цепи ассоциировано 
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с некоторой вершиной графа G. Рассматривается задача подсчета трафика для 
автотранспорта на транспортной сети G. 

С точки зрения теории марковских цепей рассматривается задача оценивания 
переходных вероятностей на основе наблюдений за цепью в моменты времени 

{0, 1, , } t T  на основе статистики  

0
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 
T

ij ij
t

n n t , 

где ( )ijn t  – количество переходов цепи из состояния i в состояние j в момент вре-

мени t. Пусть  
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– общее число переходов цепи за время T в состоянии i,  
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m

i
i

N n   

– общее число переходов за время T. 
Далее будет полезна следующая интерпретация для данной модели наблюде-

ния. Рассматриваются некоторые микрообъекты, переходящие из одного состоя-
ния в другое в моменты времени {0,1, , } t T .  Имеются наблюдатели, которые 

ассоциированы с состояниями цепи. Каждый наблюдатель в состоянии с номером 
i в некоторый момент времени t фиксирует ( )ijn t  – количество переходов из со-

стояния с номером i в момент t в состояние с номером j в момент t + 1.  Для зада-
чи подсчета трафика наблюдатель, находящийся в узле i, в некоторые дискретные 
моменты времени {0,1, , } t T  фиксирует  перераспределение автотранспорта.  

Здесь уместно отметить специфику транспортных сетей и задач, связанных с 
оценкой матриц переходных вероятностей для этих сетей. Транспортный граф с 
известной структурой дает априорную информацию о том, какие переходы в ка-
ком состоянии разрешены. Для учета этой информации далее будет использовать-
ся понятие «емкость состояния». Под емкостью состояния , 1,...,is i m , будем 

понимать количество выходящих дуг im  из вершины графа сети с номером i. 

Очевидно, что 
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Это избавит в дальнейшем от необходимости оговаривать условия использо-

вания выражений типа 1
ijp  или log ijp . 

В качестве метода оценивания матрицы { },  ( , 1, , )  ijP p i j m  рассмотрим 

метод максимального правдоподобия. Функция правдоподобия в этом случае  
есть [3–6] 
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 

Логарифмическая функция правдоподобия, соответственно, будет иметь вид 
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Оценка максимального правдоподобия (ОМП) является решением уравнения 
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при условии (1). Решением (4) относительно ijp  являются оценки вида 

 * , 1, , ; 1, , .
ij

ij i
i

n
p i m j m

n
       (5) 

Такая оценка состоятельна и асимптотически нормальна [3–6]. 

2. Планирование наблюдений 

Задачу планирования экспериментов для модели наблюдений, рассмотренной 
выше, можно интерпретировать следующим образом. Наблюдатели фиксируют   
переходы микрообъектов, находясь в состояниях 1{ , , } ms s  в моменты времени 

 0,1, , t T . На весь эксперимент отведен ресурс в N наблюдений. Каждый 

наблюдатель получает часть этого ресурса { , 1,.., }in i m  таким образом, что 
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n N . Требуется найти распределение  , 1,.., in n i m , максимизирующее 

некоторый функционал от информационной матрицы Фишера 
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Известно [7], что D-оптимальный план минимизирует обобщенную дисперсию 
оценок параметров, полученных на основе уравнения (4). Следует, однако, ожи-
дать (смотри далее), что информационная матрица Фишера будет зависеть от ис-
тинных значений параметров P. Для исключения этой зависимости далее будем 
рассматривать минимаксные D-оптимальные планы, для которых 

 * max min log det ( , ).
Pn

n Arg I P n   (7) 

Рассмотрим структуру информационной матрицы Фишера более детально [9]. 
Для этого сначала необходимо найти элементы матрицы вторых производных: 
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Далее согласно (6) 
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где с учетом (8) 
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для всех 1,...,i m . Выше предполагалось, что  
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Для мультиномиального распределения известно (см. [8]), что [ ] ij i ijE n n p  

1, , ; 1,...,    ii m j m , отсюда следует, что 
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Далее необходимо найти выражение для log det ( , )I P n . Учитывая блочно-ди-

агональную структуру матрицы (9), имеем: 

    
1 1

log det ( , ) log det log det .
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m m

i i
i i
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Воспользуемся результатом [10] для вычисления определителя матрицы, кото-
рая представима в форме (11), известной как диагональное разложение.  
Тогда 
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 
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где 
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Последнее выражение дает основание утверждать, что 
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Возвращаясь к экстремальной задаче (7), найдем 
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Учитывая выпуклость логарифмической функции, а также независимость пер-
вого слагаемого в (14) от матрицы P, можно утверждать, что решением экстре-
мальной задачи (15) будут стохастические матрицы P размерности m, с равными 
элементами в строках.  

Таким образом, экстремальную задачу (7) можно свести к более простой экс-
тремальной задаче вида 
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Используя функцию Лагранжа 
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найдем решение (16), решая систему уравнений 
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Решением (17) является 
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Таким образом, план эксперимента (распределение ресурса) можно интерпре-
тировать следующим образом: общий объем наблюдений N перераспределяется 
между наблюдателями марковской цепи пропорционально 1 ( 1, , )   im i m , где 

im  – количество возможных переходов в состоянии is . 
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Интерпретация для транспортной задачи может быть следующей: если дана 
транспортная сеть с некоторым количеством узлов не меньше, чем m, то следует 
ограничиться m узлами и N возможных наблюдений за микрообъектами перерас-
пределить согласно (18). 

Заключение 

В данной работе рассмотрена проблема организации мониторинга транспорт-
ных потоков с  целью оценки транспортных корреспонденций, которая сводится к 
задаче распределения ресурса по узлам марковской цепи с дискретным временем. 
Такая задача была интерпретирована как задача оптимального планирования 
наблюдений за марковской цепью. В работе поставлена задача планирования экс-
периментов с использованием минимаксных D-оптимальных планов (7). Получе-
на информационная матрица Фишера (9). Решение задачи планирования получено 
в аналитическом виде. 

Результаты, полученные в данной статье, могут быть использованы в практи-
ческих целях для оценки матриц корреспонденции, для калибровки транспортных 
моделей и для проведения системного мониторинга интенсивностей транспорта, 
что увеличит информативность собираемой информации о транспортных потоках. 
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The problem of study planning for transport correspondence estimation is considered as a 
problem of resource distribution at the nodes of the transport network. The transport network is 
considered as a graph whose vertices are associated with the nodes of the transport network, and 
edges are associated with possible routes. The resource distribution problem is solved using opti-
mal experimental design methods. Minimax D-optimal designs are used. Recording the number of 
vehicle transitions from one vertex of the transport graph to another is taken as an observation mo-
del. This model is described by the Markov discrete time chain. The transition matrix is estimated 
using observations of the chain at discrete time points. The maximum likelihood method is used for 
the estimation of transition probabilities assuming that the Markov chain is steady. The Fisher in-
formation matrix for the proposed model is constructed. The solution of the experimental design 
problem is given in general analytical form. The interpretation for calculating the traffic intensity is 
proposed and some recommendations for practical applications of the results are given.  

 

Keywords: transport network, correspondence matrix, Markov chains, design of experiments, 
estimation of correspondence under aggregated data. 
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