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Получены физические составляющие тензоров эффективных тангенциальных жестко-
стей и температурных напряжений для многослойного полиармированного композитного ма-
териала в системе координат, не связанной с микроструктурой материала. При определении 
физико-механических свойств композита был использован структурный подход, в основе ко-
торого лежит допущение о существовании характерного размера неоднородности гетероген-
ной среды регулярной структуры, позволяющее выделить представительный элемент компози-
та и описать процедуру осреднения. Например, в случае волокнистых композитов таким ха-
рактерным размером служит расстояние между армирующими волокнами. Физические состав-
ляющие тензоров эффективных тангенциальных жесткостей и температурных напряжений для 
однонаправленно армированного слоя в системе координат, связанной с микроструктурой ма-
териала, были выведены при следующих допущениях. 

1. Полиармированный слой представляет собой упругое изотропное однородное 
связующее, в которое внедрена регулярная сеть однонаправленных упругих изотропных 
волокон. Армирующие волокна воспринимают как растягивающие, так и сжимающие усилия. 

2. Число армирующих волокон достаточно велико, так что полиармированный слой 
можно считать квазиоднородным. 

3. Градиенты внешних силовых и тепловых полей «не слишком велики», так что 
изменением характеристик теплового поля и напряженно-деформированного состояния в 
пределах представительного объема можно пренебречь. 

4. Материалы обеих фаз композиции подчиняются закону Дюамеля–Неймана для 
изотропного тела. 

5. Приращение температуры невелико и не приводит к существенным изменениям 
упругих и теплофизических характеристик материалов композиции, которые будем считать не 
зависящими от температуры. 

                                                      
* Статья получена 09 сентября 2016 г. 
Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ №15-01-00825. 
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6. В каждой из фаз композиции связь между вектором теплового потока и градиентом 
температуры следует линейному закону теплопроводности Фурье. 

7. Армирующие волокна имеют прямоугольное поперечное сечение и находятся в усло-
виях идеального контакта со связующим. Вектор напряжений на поверхности  раздела фаз 
гетерогенной сплошной среды непрерывен при переходе через нее, а поле температур удовле-
творяет на этой поверхности условиям идеального теплового контакта. 

Приведена замкнутая система уравнений статики многослойных гиперболических обо-
лочек вращения с учетом внешних термосиловых полей, порядок которой не зависит от коли-
чества слоев и схем армирования.  

Ключевые слова: однонаправленно армированный слой, полиармированный слой, 
закон Дюамеля–Неймана, закон теплопроводности Фурье, идеальный тепловой контакт, гете-
рогенная среда, многослойная оболочка, однополостной гиперболоид вращения, несвязанная 
задача термоупругости 
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ВВЕДЕНИЕ 

Практика проектирования ответственных инженерных конструкций и 
сооружений современной техники, выдвигая многочисленные сложные про-
блемы их термопрочности, термовыпучивания и динамики, активно стимули-
рует дальнейшую разработку теории термоупругости. 

В последние десятилетия усилиями ученых и специалистов в ее развитии 
достигнут существенный прогресс: четко сформулированы исходные поло-
жения связанной термоупругости, составлены основные дифференциальные 
уравнения, сформулированы соответствующие им начально-краевые задачи, 
разработан ряд методов их решения, решены разнообразные прикладные за-
дачи. Укажем здесь на фундаментальные монографии [1–6], в которых эти 
вопросы получили всестороннее освещение. 

В то же время следует отметить, что большинство глубоких результатов 
относится к однородным изотропным и анизотропным массивным упругим 
средам. 

Отметим также специфические особенности оболочек из композитных 
материалов: резко выраженную анизотропию их деформативных свойств, 
ослабленное сопротивление поперечным деформациям, существенное разли-
чие механических и теплофизических характеристик слоев. Эти факторы 
имеют принципиальное значение [7–14] при определении полей напряжений 
тонкостенных слоистых элементов конструкций. 

Проблема термоупругости тонкостенных слоистых композитных оболо-
чек и пластин разработана с существенно меньшей полнотой. Ввиду актуаль-
ности этой проблемы необходимы дальнейшие исследования в данной обла-
сти механики деформируемого твердого тела. 

Целью работы является постановка задачи несвязанной термоупругости 
для слоистых полиармированных оболочек в форме однополостного гипер-
болоида вращения и получение основных разрешающих уравнений. 

Градирни подобной формы, выполненные из металлопроката или сбор-
ного железобетона, армированного в направлении меридианов и параллелей, 
широко используются в атомной энергетике, химической и металлургической 
промышленности. 
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Градирни из стеклопластика находят применение на сахарных заводах, 
заводах по переработке мяса, рыбы, фруктов и овощей, молокозаводах, пиво-
варнях и других предприятиях. Стеклопластик проявляет высокую устойчи-
вость к высоким температурам, ультрафиолетовому излучению и истиранию, 
что позволяет использовать градирни даже в самых тяжелых условиях экс-
плуатации. 

Проектирование конструкций из армированных материалов сдержива-
ется отсутствием достаточно разработанных методик расчета таких кон-
струкций, учитывающих широкие возможности варьирования внутренней 
структуры.  

В данной работе предложена методика расчета термонапряженного со-
стояния гиперболических оболочек, учитывающая реальную структуру арми-
рования. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим основные геометрические характеристики поверхности од-
нополостного гиперболоида вращения. Уравнение поверхности в декартовой 
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В общем случае оболочечная конструкция может состоять из большого 
количества армирующих слоев, различающихся составами связующего, ма-
териалами армирующих волокон и схемами армирования. 

Компоненты тензоров напряжений, деформаций и температура для k-го 
слоя связаны законом Дюамеля–Неймана: 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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Физические составляющие тензоров эффективных тангенциальных 
жесткостей и температурных напряжений для k-го армированного слоя в си-
стеме координат, связанной с микроструктурой материала, определяются ра-
венствами [15, с. 13]: 
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В соотношениях (5)–(10) приняты следующие обозначения: 
( ) ( ) ( ),  ,  k k k
n n nE    – модули Юнга, коэффициенты Пуассона и температур-

ного расширения для арматуры ( )n a  и связующего ( )n c ; ( ) ( ),  k k
z   – 

интенсивности армирования в плоскости и по толщине k-го слоя.  
На практике оболочка нередко изготовлена из материалов, однонаправ-

ленно армированных, оси симметрии которых не совпадают с линиями глав-
ных кривизн исходной поверхности. Такая ситуация имеет место, например, 
в перекрестно армированных (под углами k  к направлению меридиана) 
оболочках. 

Преобразование физических компонентов эффективных механиче-
ских (5) и температурных (6) жесткостей осуществляется по известным фор-
мулам [16, с. 32]: 
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При расчете армированного однополостного гиперболоида вращения 
возникает необходимость учитывать переменность удельной интенсивности 

армирующих волокон ( )k  вдоль меридионального направления. 
Принимая гипотезу о непрерывности волокон в каждом слое, потребуем, 

чтобы волокна вдоль своих траекторий сохраняли площади поперечных се-
чений. Из последнего требования вытекает, что в любом сечении однона-
правленно армированного слоя суммарная площадь поперечных сечений 
остается величиной постоянной: constzd
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армирования для k-го слоя на кромке 0z z . 
Соотношение (12) приводит к переменности компонент тензоров эффек-

тивных механических и температурных жесткостей (11). 
Выражения для физических составляющих обобщенных усилий и мо-

ментов через физические составляющие напряжений имеют вид  
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Далее будем считать, что температурное поле известно из решения не-
стационарной задачи теплопроводности по методике, подробно изложенной в 
работе [17, с. 19]. 
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Рассмотрим технологически осуществимые варианты укладки армиру-
ющих волокон. Стенка конструкции состоит из четырех ( 1,4)k   слоев. 
В первом (внутреннем) слое волокна уложены в окружном направлении 

1( 2)   , во втором и третьем слоях армирование осуществляется под уг-

лами 2 3 ( )z      к меридиональному направлению, в четвертом слое – 

вдоль меридиана  4 0  . 

Частным случаем углового армирования является укладка волокон вдоль 
асимптотических направлений однополостного гиперболоида вращения. При 
этом 
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Дифференциальные уравнения равновесия оболочки в виде однополост-
ного гиперболоида вращения, находящейся под действием осесимметричного 
нагружения, имеют вид [16, с. 83] 
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где 1q , nq  – проекции внешней распределенной нагрузки на касательное и 
нормальное направления к меридиану оболочки. Входящие в систему урав-
нений (15) геометрические параметры определяются выражениями (1)–(3). 

Компоненты вектора  11 22 11 22
TT T M M S HN  обобщенных 

усилий в координатной поверхности оболочечного элемента связаны с ком-

понентами вектора деформаций  11 22 11 22 12 122 TE E K K E Kε  этой 

поверхности соотношением 

  N Cε D , (16) 

где 



Ю.В. НЕМИРОВСКИЙ, А.И. БАБИН и др. 112

           

           

           

           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 0 1 1 0 1
11 12 11 12 13 13

0 0 1 1 0 1
12 22 12 22 23 23

1 1 2 2 1 2
11 12 11 12 13 13
1 1 2 2 1 2

12 22 12 22 23 23

0 0 1 1 0
13 23 13 23 33

1 1 2 2
13 23 13 23

2 2 2 2

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C

C C C C

R R R R


                  
       
                  
       

C

 

 

 

           

1
33

1 2
33 33

2 2

1 1 2 2 1 2
13 23 13 23 33 33

C

C C

R R

C C C C C C

 
 
 
 
 
 
 
 
                        
 
 

, 

             0 0 1 1 0 1 1
11 22 11 22 12 12 12

2

1
T

D D D D D D D
R

 
  
 

D ; 

 
3

1

3

(0)
11 (1111)

1

k

k

xm k

k x

C A dz



   ,    

3
1

3

(1)
11 (1111)

1

k

k

xm k

k x

C A zdz



   ,    

3
1

3

(2) 2
11 (1111)

1

k

k

xm k

k x

C A z dz



   ; 

 
3

1

3

(0)
12 (1122)

1

k

k

xm k

k x

C A dz



   ,    

3
1

3

(1)
12 (1122)

1

k

k

xm k

k x

C A dz



   ,    

3
1

3

(2) 2
12 (1122)

1

k

k

xm k

k x

C A z dz



   ; 

 
3

1

3

(0)
13 (1112)

1

k

k

xm k

k x

C A dz



   ,    

3
1

3

(1)
13 (1112)

1

k

k

xm k

k x

C A zdz



   ,    

3
1

3

(2) 2
13 (1112)

1

k

k

xm k

k x

C A z dz



   ; 

 
3

1

3

(0)
22 (2222)

1

k

k

xm k

k x

C A dz



   ,    

3
1

3

(1)
22 (2222)

1

k

k

xm k

k x

C A zdz



   ,    

3
1

3

(2) 2
22 (2222)

1

k

k

xm k

k x

C A z dz



   ; 

 
3

1

3

(0)
23 (2212)

1

k

k

xm k

k x

C A dz



   ,    

3
1

3

(1)
23 (2212)

1

k

k

xm k

k x

C A zdz



   ,    

3
1

3

(2) 2
23 (2212)

1

k

k

xm k

k x

C A z dz



   ; 

 
3

1

3

(1)
33 (1212)

1

k

k

xm k

k x

C A zdz



   ,    

3
1

3

(2) 2
33 (1212)

1

k

k

xm k

k x

C A z dz



   ; 

   
3

1

3

(0)
11 (11)

1

k

k

xm k k
t

k x

D T dz



   ,      

3
1

3

(1)
11 (11)

1

k

k

xm k k
t

k x

D T zdz



   ; 



Термонапряжённое состояние многослойного полиармированного однополостного гиперболоида… 113

   
3

1

3

(0)
22 (22)

1

k

k

xm k k
t

k x

D T dz



   ,      

3
1

3

(1)
22 (22)

1

k

k

xm k k
t

k x

D T zdz



   ; 

   
3

1

3

(0)
12 (12)

1
  

k

k

xm k k
t

k x

D T dz



   ,      

3
1

3

(1)
12 (12)

1
 

k

k

xm k k
t

k x

D T zdz



   , 3

k kx z . 

Для определения произволов, содержащихся в общем решении системы 
уравнений (15), описывающих термонапряженное состояние оболочки, необ-
ходимо задать граничные условия. Сформулируем эти условия, считая, что 
граничный контур очерчен вдоль координатных линий z const . 

 0 0 0 0
(11) 11 1 1 (11) 11 (11) 11,   ,   ,   .T T S S Q Q M M     (17) 

Граничные условия в перемещениях могут быть заданы с помощью ли-
нейных комбинаций следующих величин: 

 0 0 0 0
(1) 1 (2) 2 (1) 1,   ,   ,   .u u u u w w       (18) 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Получена замкнутая система уравнений (4)–(18) статики многослойных 
гиперболических оболочек вращения с учетом внешних термосиловых полей, 
порядок которой не зависит от количества слоев и схем армирования. 
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Thermoelastic state of multilayer one-sheeted hyperboloid of revolution 
reinforced in different directions* 
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Physical components of effective tangential stiffness and temperature stress tensors of a 
multilayer reinforced in different directions composite were obtained in the coordinate system 
not related to the material microstructure. The structural approach was used in estimating its 
physical and mechanical properties. It is based on the assumption that there exists a characteris-
tic environment heterogeneity dimension of a regular structure which makes it possible to de-
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fine the representative element and to describe the averaging procedure. For example, in a fiber 
composite the representative length equals the distance between fibers. Physical components of 
effective tangential stiffness and thermal stresses tensors for one-directional reinforced layer 
were obtained in the coordinate system related to the material microstructure based on the fol-
lowing assumptions: 

1. A multireinforced layer constitutes an elastic isotropic homogenous matrix and a regu-
lar grid of one-directional elastic fibers is incorporated into the matrix. Reinforcing fibers sus-
tain both stretching and compression. 

2. The number of reinforcing fibers is big enough to assume that the multireinforced lay-
er is quasihomogenous. 

3. The external force and heat field gradients are “not too big” and we can consider that 
there is no variation of the thermal field and stress-strain behavior of the representative volume. 

4. Both the matrix and reinforcing material follow Duhamel-Neumann’s law. 
5. The increment of temperature is small enough not to affect the elastic and thermophysical 

properties of composite compounds. We will assume that they do not depend on temperature. 
6. The heat flux vector and temperature gradient follow the Fourier law in both compo-

site compounds. 
7. The reinforcing fiber cross-section is rectangular and has an ideal heat contact with the 

matrix. The stress vector on the phase division surface of the heterogeneous mediun is continu-
ous and the heat field follows the ideal heat contact law. 

A closed system of equations of multilayer hyperboloid shells of revolution statics, the or-
der of which does not depend on the number of layers or the method of reinforcement, is given.  

Keyowrds: One-directional reinforced layer, multireinforced layer, Duhamel-Neumann’s 
la, Fourier law of heat transfer, ideal heat contac, heterogeneous environment, multilayered 
shell, one-sheeted hyperboloid of revolution, non-coupled thermoelastic problem 
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