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Предлагается робастная система управления сетью объектов, динамические процессы в 
которых описываются дифференциальными уравнениями с распределенным запаздыванием. 
Математические модели, включающие распределенное запаздывание, используются в таких 
областях, как биология, нейрология, в теории вязкоупругости и экономике. Учет распределен-
ного запаздывания позволяет сделать модели этих систем соответствующими реальности. Ро-
бастный алгоритм управления, предложенный автором ранее для объекта с распределенным 
запаздыванием, дополнительно рассмотрен для формирования управляющего воздействия в 
каждой из локальных подсистем сети объектов. Компенсация действия внешних и внутренних 
возмущений осуществляется с помощью вспомогательного контура и наблюдателей перемен-
ных. В алгоритме управления использование наблюдателей переменных обусловлено необхо-
димостью получения оценок переменных системы, измерение которых недоступно. Таким 
образом, выбранная схема формирования управляющего воздействия позволяет выделить сиг-
нал, который несет информацию о неизвестных параметрах математической модели и распре-
деленном запаздывании. Для решения задачи синхронизации в каждой из локальных подси-
стем применяются специальным образом выбранные вспомогательный контур и наблюдатели 
переменных, что позволяет обеспечить выполнение цели управления с заданной динамической 
точностью. Важно отметить, что измерению доступны только скалярные вход и выход. Для 
иллюстрации полученного результата приведен числовой пример системы управления синхро-
низацией сети динамических объектов с распределенным запаздыванием. Рассмотрена сеть, 
состоящая из трех подсистем, для которой применен предложенный алгоритм управления. 
Произведено моделирование в Simulink MatLab. Результаты моделирования подтвердили тео-
ретические выводы и показали работоспособность предложенной системы управления в усло-
виях постоянно действующих внешних и внутренних возмущений.  
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ВВЕДЕНИЕ 

Одной из актуальных задач современной теории управления является 
синтез управления объектами, динамические процессы в которых описыва-
ются дифференциальными уравнениями с распределенным запаздыванием. 
Подтверждением этому является огромное количество публикаций в веду-
щих изданиях по теории управления, к числу которых можно отнести рабо-
ты [1–5]. Важность решения этой задачи обусловлена прежде всего ее новиз-
ной и практической значимостью. Практика показывает, что в ряде случаев 
линеаризация систем с различными видами запаздывания позволяет относи-
тельно адекватно описывать реальные процессы, но, например, в теории ко-
лебаний, биологии, нейрологии, в теории вязкоупругости [6–8] такой подход 
является недопустимым, поскольку он приводит к достаточно грубым или 
ошибочным результатам. Так, в работе [9] показано, что исключение даже 
малого запаздывания в системе дифференциальных уравнений может суще-
ственно изменить картину поведения решений.  

Проблема синтеза управления с учетом распределенного запаздывания 
усугубляется условиями неполной информации о параметрах математической 
модели. Одним из подходов для решения этой проблемы является робастное 
управление, которое позволяет обеспечить полную или частичную компенса-
цию возмущений при неизменной структуре управления. В связи с этим осо-
бый интерес у исследователей вызывают различные задачи робастного 
управления объектами с распределенным запаздыванием [2–5, 10, 11]. Так, 
в работе [2], c помощью метода инвариантных эллипсоидов строится робаст-
но-оптимальное управление нестационарными дискретными объектами с 
распределенным запаздыванием, а в [3], используя вспомогательный контур 
и наблюдателя переменных для локальных подсистем, решена задача робаст-
ной синхронизации сети объектов с распределенным запаздыванием. На ос-
нове теории H  в работе [5] синтезируется алгоритм адаптивной синхрони-

зации для объекта с нестационарным дискретным и распределенным запаз-
дыванием по состоянию. Для нелинейного объекта с запаздыванием и для 
нейтрального типа соответственно решена задача робастного управления в 
работе [11]. Одной из главных проблем в этих исследованиях является по-
строение робастного регулятора, учитывающего влияние распределенно-
запаздывающей составляющей в модели объекта и обеспечивающего дости-
жимость цели управления. И тем не менее, несмотря на большое количество 
предложенных решений проблемы робастного управления объектами с рас-
пределенным запаздыванием, на сегодняшний день задача построения про-
стых в реализации алгоритмов остается актуальной.  

В настоящей работе в классе задач по робастному управлению объектами 
с распределенным запаздыванием предложено решение задачи синхронизации 
сети динамических объектов. В основу алгоритмов управления для локальных 
синхронизируемых взаимосвязных подсистем, в отличие от изложенных в ра-
боте [10], взят алгоритм управления [12]. Для каждого из локальных объектов с 
помощью введения вспомогательного контура [13] и двух наблюдателей [14] 
переменных решена задача компенсации влияния распределенного запаздыва-
ния как внутреннего возмущения. Для иллюстрации полученного результата 
приведен числовой пример системы управления синхронизацией сети динами-
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ческих объектов с распределенным запаздыванием. Показано, что синтезиро-
ванное управление в условиях параметрической неопределенности обеспечи-
вает синхронизацию сети объектов с заданной точностью.  

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим cеть, состоящую из r связных объектов, математической 
моделью которой является следующая система уравнений: 
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где in
ix R , ( )iy t  и ( )iu t  – скалярные регулируемые выходные переменные 

локальных объектов и управляющие воздействия; ( )i   – непрерывные век-

торные начальные функции; ( )if t  – внешние возмущающие воздействия; 

, , , , ,i i i i i ijА D B C D  – числовые матрицы соответствующих порядков. 

Требуемое качество переходных процессов в локальных объектах зада-
ется уравнением ведущей подсистемы 

 

0

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ),

( ) ( ), [ ;0], 1, ,

m m m m m m m
h

m m m

m m m

x t A x t D x t d B g t

y t C x t

x h i r


     



      



 (2) 

где mn
mx R , ( )my t  и ( )g t  – скалярные выход эталонной модели и задаю-

щее воздействие; ,  ,  ,  m m m mА D B L  – числовые матрицы соответствующих 
порядков, начальные условия нулевые.  

Требуется получить алгоритмы синхронизации, обеспечивающие вы-
полнение следующих целевых условий: 

 
( ) ( )i my t y t  

  при  0t T , 1,i r ,  (3) 

где   – некоторое достаточно малое число; 0T  – время, по истечении кото-
рого с начала функционирования системы должно выполняться целевое 
условие. 
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Предположения 

1. Локальные подсистемы являются управляемыми. 
2. Известны диапазоны возможных значений элементов матриц 

,  ,  ,  ,  ,  i i i i i ijA D B L D . 

3. Уравнения (1) являются минимально-фазовыми, т. е. полином 
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4. Внешнее возмущение ( )if t  и задающее воздействие ( )mg t  являются 
гладкими ограниченными функциями. 

5. Производные регулируемой переменной и управляющего воздействия 
не измеряются. 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 

Преобразуем уравнения (1) и (2) в форму «вход-выход» и применим 

преобразование Лапласа ( 1,i r ): 
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Составим уравнение для ошибки  ( ) ( ) ( )i i me y y     : 
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Преобразуем уравнение (7) в операторную форму: 
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где  1( ) ( )i ie t L e   – оригиналы от изображений Лапласа; p d dt  – опе-

ратор дифференцирования. 
В случае доступности измерения 2i   производных управляющих воз-

действий ( )iv t  зададим законы управления ( )iu t  в виде  

 ( ) ( ) ( )i iu t T p v t .  (9) 

Тогда уравнение (8) примет следующий вид: 

 

0

0 0( 1)( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i i

i

i i i i
h

M p e t W p e t d rT p v t t  


       , 1, .i r  (10) 

В случае невозможности измерения производных управляющих воздей-
ствий зададим законы управления в виде  

 ( ) ( ) ( )i iu t T p v t , (11) 

где ( )iv t  – оценка сигнала ( )iv t , получаемая с наблюдателя [14]; 

 0 0( ) ( ) ( ( ) ( ))i i i i i it F t B v t v t     ,  ( ) ( )i iv t L t  . (12) 

Здесь ( ) i
i t R  , 0iF  – матрица в форме Фробениуса с нулевой нижней стро-

кой, [1,0,...,0]L  , 1
0 ,..., i

i

ii
i

bb
B




 
  

   
. Параметры 1 ,...,

iib b  выбираются так, 

чтобы матрицы 0i i iF F B L   были гурвицевыми, 1[ ,..., ]
i

T
i i iB b b . 
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Подставив (11) в (8), получим уравнение 

  0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i i i i i i i iM p e t rT p v t t rT p v t v t       , (13) 

где 
0

0( 1)( ) ( ) ( ) ( ) .
i

i

i i
h

t t W p e t d 


        

Выберем полиномы ( )i irT   так, чтобы передаточные функции

0

( ) 1

( )
i

i i

m

rT

M a




  
. Тогда уравнение (13) преобразуется к виду  

 ( ) ( ) ( ) ( ),m i i ip a e t v t t    (14) 

где  1
( ) ( ) ( ) ( ) .

( ) i i i
i i

t t v t v t
rT p

       В сигнале ( )i t сконцентрировалась 

вся неопределенность i-го объекта управления и внешних возмущений.  
Введем вспомогательные контуры 

 ( ) ( ) ( )m i ip a e t v t    (15) 

и, принимая во внимание (14) и (15), составим уравнения для рассогласова-
ний ( ) ( ) ( )i i it e t e t   : 

( ) ( ) ( )m i ip a t t    . 

Таким образом, если измерению доступны 2i   производные сигна-

ла ( )iv t  и первая производная регулируемой величины ( )ie t , то, сформиро-

вав ( )iv t в виде  

 
1

( ) ( ) ( )i m iv t p a t   


,  (16) 

получим, что закон управления (11) и (16) обеспечивает асимптотическую 
устойчивость системы (8), (11) и (16) по переменной ( ),ie t  а уравнение зам-

кнутой системы будет иметь вид ( ) ( ) 0m ip a e t  .  
В случае невозможности измерять необходимые производные сигна-

лов ( )i t  вместо (16), сигналы ( )iv t  формируем в виде  

1
( ) ( ) ( )i m iv t p a t   


, 

где ( )i t  – оценка сигнала ( )i t , получаемая с наблюдателя [14]: 

 1( ) ( ( ) ( )i i i
b

z t t z t  


 ,  ( ) ( ).i it z t   (17) 
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Утверждение. Пусть выполнены условия предположений 1–5, тогда для 
любого 0   в выражении (1) существуют числа 0,  0T    такие, что для 

0    и t T  для системы (1), (12), (13) и (16), (17) выполнено целевое 
условие (3) и все переменные в системе ограничены. 

Доказательство утверждения аналогично доказательству утверждения, 
которое приведено в работе [3]. 

ЧИСЛОВОЙ ПРИМЕР 

Рассмотрим объект управления, состоящий из трех динамических под-
систем.  Математическими моделями подсистем являются дифференциаль-
ные уравнения с распределенным запаздыванием: 

 

1

11 12 13

21 22 23 1

31 32 33

110

1 12 2 3 1 1
3

13

2 1 0

3 1 1

2 1 1

0 0

( ) ( 1) ( 3) 0 1 ,

1

a a a

x a a a x

a a a

d

x t d d y t y t u f

d b

   
         
      

     
                   
         





 

 1 11 0 0y x , 

 

2

1 1

2 2 2

3 3

210

2 22 1 3 1 2 2
3

23 2

1 0

0 1
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3

a q

x a x q

a q

d
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d b

   
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                   
         





 

 3 310 0 .y x  
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Поставленная задача синхронизации трех подсистем, как отмечено в 
предположении 2, решается в условиях параметрической неопределенности. 
Класс неопределенности задан неравенствами 

11 221 3, , 3 1, 3 1,ija i j a a          

333 2, 3 3,   1 8, 5 5,ij ia d b a            

5 5, 3 3, , 1,3,i ijq d i j        

2 5, 1,3, 4 5, 1,6.k lb k q l        

Уравнение ведущей подсистемы имеет следующий вид: 

0

3

8 1 0 2 0 0 0

15 0 1 1 0 0 ( ) 2

10 0 0 1 0 0 10
m m m mx x x t d g



     
                
          

 ,   [1 0 0]m my x . 

Следуя схеме формирования управляющего воздействия, предложенной 

в данной работе, выберем полином 2( ) 4 4 1T       , 10  , 0,01  ,

3ma  . Вспомогательные контуры вводятся в виде  ( 3) ( ) ( )i ip e t v t  ,  а 

уравнения наблюдателей (12) и (17) имеют вид ( 1, )i r  
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Управляющие воздействия формируются в виде ( 1, )i r  
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1
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Будем моделировать следующую математическую модель в пакете Simu-
link среды MatLab: 
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1 1
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На рисунке представлены переходные процессы по выходу ведущей 
подсистемы управления и ошибкам синхронизации. 
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Переходные процессы по выходу ведущей системы и ошибкам синхронизации 

Начальные условия:  1( ) 2, 2, 2 ,Tx        2( ) 1, 1, 1 ,Tx  

 3( ) 1, 1, 1 ,Tx     3, 0 .   В системах управления 10,i   0,01, 

10 5sin 5sin 0,7 ,mg t t    2 3 2sin 0,2 2sin 0,7 .f f t t    

Таким образом, для объектов, рассмотренных в данном примере, пред-
ложенная схема формирования управляющих воздействий обеспечивают вы-
полнение цели управления (3) с точностью, не превышающей значения 0,05 
момента времени 5 с.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

При создании систем управления динамическими объектами часто воз-
никают дополнительные трудности, связанные с наличием в математическом 
описании запаздывания. Запаздывание может быть обусловлено самыми раз-
личными причинами: ограниченностью скорости распространения сигнала, 
наличием инерционности некоторых элементов и т. д. Как правило, динамика 
подобных систем в пространстве и времени описывается уравнением с запаз-
дыванием. Задача управления линейным объектом с запаздыванием по состо-
янию решена в работе [15]. Одним из типов уравнений с запаздыванием явля-
ется уравнение с распределенным запаздыванием (для него также использу-
ется название «интегродифференциальные уравнения»). Учет распределенно-
го запаздывания в математической модели объекта позволяет сделать модели 
этих систем соответствующими реальности.  

Следует отметить, что работ по управлению объектами с распределен-
ным запаздыванием в нашей стране достаточно мало. В основном исследуют-



А.В. ИМАНГАЗИЕВА 30

ся системы с запаздывающим управлением, в то время как в зарубежных из-
даниях их опубликовано большое количество [1–5]. 

В предложенной работе решена задача робастной синхронизации сети 
объектов управления, динамические процессы в которых описываются урав-
нениями с распределенным запаздыванием. Алгоритм, предложенный для 
линейных объектов с распределенным запаздыванием [12], рассмотрен с це-
лью его использования для синхронизации сети объектов управления. 

При решении задачи синхронизации, в отличие от [3], в основу алгорит-
мов управления для локальных взаимосвязных подсистем, взят алгоритм 
управления [12]. В предложенной робастной системе используются два 
наблюдателя [14] производных переменных так, что второй фильтр позволяет 
скомпенсировать погрешность наблюдения первого из них.  
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A robust control system of an object networks is proposed. Dynamic processes in these 
networks are described by differential equations with a distributed lag. Mathematical models 
incorporating a distributed lag are used in such areas as biology, neuroscience, the theory of 
viscoelasticity and economics. Taking a distributed lag into account allows making real-life 
models of these systems. In addition, a robust control algorithm proposed by the author earlier 
for a plant with a distributed lag is considered to generate a control action in each of the local 
subsystems of the network of plants. Compensation of external and internal perturbations is 
carried out using an auxiliary circuit and variable observers. The use of variable observers in 
the control algorithm is caused by the need to estimate variables of the system whose measure-
ment is impossible. Thus, the selected scheme of generating a control action makes it possible 
to choose a signal that carries information about unknown parameters of the mathematical 
model and a distributed lag. To solve the problem of synchronization, an auxiliary circuit and 
variable observers chosen in a special way are used in each of the local subsystems, which en-
sures attaining control objectives with a desired dynamic accuracy. It is important to note that 
only scalar input and output can be measured. To illustrate the results obtained a numerical ex-
ample of a control system of dynamic plant network synchronization with a distributed lag is 
given. A network of three subsystems for which the proposed control algorithm is used is stud-
ied. Modeling is carried out in Simulink Matlab. The simulation results confirmed theoretical 
findings and showed the efficiency of the proposed control system in the conditions of perma-
nent external and internal perturbations. 
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