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Исследуется вычислительная сложность моделей, получаемых новым, сравнительно не-
давно разработанным методом математического описания экспериментально полученных зави-
симостей. Этот метод, известный в основном под названием «cut-glue аппроксимация», основан 
на мультипликативном выделении локальных математических описаний выделенных некоторым 
образом фрагментов этих зависимостей. Каждый фрагмент аппроксимируется аналитической 
функцией с заданной или минимальной погрешностью. Последующий этап построения матема-
тической модели сводится к аддитивному соединению этих фрагментов в единое аналитическое 
выражение. В результате оказывается, что в методе аналитически разделены задачи аппроксима-
ции выделенных участков и краевого согласования соответствующих кусочных зависимостей. 
Локальные модели кусочных участков описываются методами регрессионного анализа. Для их 
фрагментарного обособления применяются специальные аналитические функции со специфиче-
скими свойствами, которые обеспечивают мультипликативное вырезание участков локальных 
моделей. Свойства этих функций таковы, что позволяют их дальнейшее аддитивное объедине-
ние, в результате это обусловливает представление математической модели единой аналитиче-
ской функцией. Это не только повышает точность математического описания эксперименталь-
ных данных, но и позволяет проводить аналитические исследования построенных математиче-
ских моделей. Метод отличается универсальностью, так как не лимитирован ни количеством 
экспериментальных точек, ни структурой разбиения экспериментальных данных на фрагменты, 
ни порядком аппроксимирующих их функций. Недостатком метода является высокая алгебраи-
ческая сложность, которая порождает вопрос о возможном ограничении его применение при 
онлайн-использовании построенных с его помощью динамических моделей. В статье исследует-
ся этот феномен и на частном примере показываются границы его применения по размерности 
конструируемой модели, количеству фрагментов и порядку аппроксимирующих их полиномов. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В работах [1, 2] Нейдорфом Р.А. предложен, обоснован и подтвержден 
различными прикладными практическими расчетами новый метод экспери-
ментального моделирования, ориентированный на самые сложные задачи, 
связанные с аппроксимацией кусочных зависимостей. 

Построение математических моделей (ММ) исследуемых зависимостей 
значительно затрудняется, если они имеют кусочную (одномерную) или лос-
кутную (многомерную) структуру. В этих случаях применяется либо кусоч-
ная аппроксимация [3], либо сплайн-аппроксимация [4–6]. Оба метода ис-
ключают или сильно затрудняют аналитическое преобразование ММ. Для 
устранения этого недостатка был разработан и предложен исследуемый в 
данной статье метод, названный «cut-glue аппроксимацией» [1, 2]. Он позво-
ляет представить кусочную зависимость одной аналитической функцией, ко-
торая имеет аддитивную структуру, составленную из мультипликативных 
членов. Последние получаются перемножением двух функций: основной и 
вспомогательной. Основная – это функция аппроксимации, которая обеспе-
чивает математическое описание зависимости только на интервале между 
точками излома [7, 8]. За пределами интервала ее поведение произвольное. 
Вспомогательная функция «вырезает» из основной функции ее участок в 
пределах интервала, не искажая в нем существенно основную функцию. 
Кроме того, она обнуляет значения всего мультипликативного члена за гра-
ницами «вырезанного» интервала. Сложение мультипликативных членов дает 
гладкую функцию, аппроксимирующую кусочную зависимость с необходи-
мой точностью, которая имеет параметрическую настройку – один из аргу-
ментов вспомогательной функции. 

Недостатком первоначально разработанного метода, развитого в [1, 2], 
являлось то, что математический аппарат решения задачи аппроксимации 
был развит только применительно к одномерным зависимостям, т. е. позво-
лял строить аппроксимирующие функции одной независимой переменной. 
Однако часто возникает необходимость аппроксимации многомерных зави-
симостей [9–11]. Например, при построении ММ летательных аппаратов 
приходится аппроксимировать зависимости аэродинамических коэффициен-
тов от двух, трех и более переменных [12, 13]. Другой пример построения 
многомерных моделей, имеющих явную кусочно-лоскутную структуру, дает 
задача математического описания состояния атмосферы, где в качестве пара-
метров состояния выступают высота, давление, плотность, температура, 
влажность и пр. При этом профиль изменения многих параметров по высоте 
носит откровенно ломаный характер [1, 2, 13]. 

Основу предложенного в [1, 2] метода составляет мультипликативное 
«вырезание» фрагментов будущей математической модели исследуемой зави-
симости. Фрагменты «вырезаются» из функций, с высокой точностью аппрок-
симирующих локальные экспериментальные данные в некоторой ограничен-
ной области. «Вырезание» осуществляется специальными вспомогательными 
функциями, которые с высокой точностью приближаются к единице в «выре-
заемой» области и практически равны нулю во всем остальном диапазоне их 
области определения, которой является вся числовая ось [1, 2]. В результате 
умножения аппроксимирующей «вырезаемую» область функции на такую 
вспомогательную функцию формируется фрагмент, с высокой точностью опи-
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сывающий эту область и равный нулю во всем остальном диапазоне значений 
аргумента. Тогда сложение таких фрагментов, имеющих общие границы, дает 
аналитическое выражение, описывающее исследуемую зависимость в более 
широком диапазоне. Необходимо только, чтобы как специальная «вырезаю-
щая», так и аппроксимирующая функции были аналитическими. Описанная 
концептуально процедура и представляет собой метод мультипликативно-
аддитивной аппроксимации – МАА (в зарубежных публикациях автор метода 
описывал его под названием «cut-glue аппроксимация» – CGA). 

В работах [1, 2] автор метода последовательно развивал теорию МАА 
применительно к одномерным задачам. Исследовались свойства используе-
мых функций и преобразований, а также на различных прикладных задачах 
проверялись выработанные теоретические положения. Дальнейшие исследо-
вания были направлены на построение теории сначала двумерной [13], а за-
тем и общей n-мерной МАА [15, 16]. Однако все эти исследования были свя-
заны с построением исключительно алгебраических функций. Иными слова-
ми, решались задачи построения статических математических моделей (ММ). 
Возможность разработки динамических ММ подразумевалась, но такие при-
меры не рассматривались. В то же время решение многих практических за-
дач, в том числе задач автоматического управления, связано с построением и 
использованием именно динамических моделей управляемых объектов.  
В связи с этим анализ возможностей применения cut-glue аппроксимации для 
построения динамических ММ следует считать актуальным. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Сформулированная во введении проблема, связанная с наличием новой 
области применения разработанного эффективного метода аппроксимации 
нелинейных зависимостей по экспериментальным данным для построения 
динамических ММ, обусловливает необходимость проведения ряда дополни-
тельных исследований: 

 исследование задачи принципиальной применимости метода МАА при 
экспериментальном построении ММ динамики объектов (обычно объектов 
управления); 

 исследование связи размерности и структуры ММ, полученных мето-
дом МАА с временем осуществления расчетных операций, необходимых для 
их онлайн-вычисления в составе динамических ММ; 

 оценка возможности онлайн-использования таких ММ. 

2. СУЩНОСТЬ ЗАДАЧИ МУЛЬТИПЛИКАТИВНО-
АДДИТИВНОЙ АППРОКСИМАЦИИ 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ 

Экспериментальное построение ММ различных объектов подразумевает 
получение информации о них в виде точечных данных определенной струк-
туры. Общая структура данных эксперимента, проводимого в связи с постро-
ением ММ, представляет собой K записей, содержащих по два кортежа: кор-
теж входов 1( ,..., )nx x  и кортеж выходов 1( ,..., )my y , где K – это количество 
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опытов в эксперименте, xi – независимые переменные, yj – выходные пере-
менные. Описание статической связи переменных требует получения функ-
циональной зависимости каждого выхода yj от всех входов 1( ,..., )nx x . Тогда 

каждая зависимость задается некоторой функцией j , а полная ММ задается 

вектор-функцией Y: 
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Эти выражения задают общую математическую структуру эксперимен-
тальных данных. Однако при нелинейном характере зависимостей (1а) нужно 
учитывать также их внутреннюю структуру. При проведении пассивного экс-
перимента эта структура может быть совершенно неупорядоченная, в том 
смысле что кортежи входных данных формируются случайным образом и не 
связаны друг с другом зависимостями. Но при проведении активного экспе-
римента входные данные строятся по регулярной схеме. Тогда входные пе-
ременные оказываются связаны внутренней зависимостью по их значениям и 
изменение переменных в них приобретает регулярный характер. Чаще всего 
используют так называемый сеточный, решеточный или покоординатный 
принцип варьирования переменных в эксперименте. 

Графическая иллюстрация экспериментальных зависимостей при таком 
подходе приведена на рис. 1 

Интересующей исследователя выходной переменной в данном случае 
является сила Fx бокового смещения аэростата. Она возникает как результат 
влияния на эту силу определенных параметров полета: высоты h, угла крена α 
и скорости его подъема v. Эти параметры, как видно из графиков на рис. 1, 
принимают повторяющиеся значения из ограниченных рядов чисел. В ре-
зультате для двумерных зависимостей можно воспользоваться матрично-
векторным представлением данных. Но для трехмерных данных, иллюстри-
руемых примером на рис. 1, двух измерений обычной матрицы недостаточно. 

 

 

Рис. 1. Двумерные фрагменты зависимости силы бокового смещения аэростата 
от скорости его подъема v и угла крена α при различных высотах h 

Данные, отображаемые на рис. 1, представлены в табл. 1. Ее анализ по-
казывает, что эти данные образуют трехмерный аналог обычной матрицы. Ее 
изображение без 3D-представления невозможно. В обычном же представле-
нии эти данные можно отобразить только несколькими матрицами для фик-
сируемых значений одного из трех параметров. По этому принципу пред-
ставлены данные в табл. 1. 

(1а) 

(1б) 
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Таблица 1 

Зависимость силы бокового смещения аэростата от параметров полета 

Высота 
полета 

Скорость 
подъема 

Угол крена , ° 

0 15 30 45 60 75 

h, км v, м/с F(h), kN 

0 

2,5 0,086 11,90 19,26 21,89 9,491 3,625 

4 0,224 30,19 46,28 57,61 22,88 12,44 

5 0,366 35,65 87,22 87,99 36,68 25,84 

6 0,550 61,54 119,43 127,3 58,23 37,38 

7,5 0,894 80,35 180,3 185,4 92,46 55,31 

5 

2,5 0,050 6,996 19,12 13,03 5,422 2,871 

4 0,132 20,44 47,45 33,85 14,27 9,331 

5 0,208 26,47 67,39 52,48 23,09 17,01 

6 0,300 36,71 96,68 77,62 32,76 22,34 

7,5 0,480 79,17 133,1 123,3 50,86 27,49 

10 

2,5 0,027 4,193 10,39 7,234 3,081 2,513 

4 0,071 12,30 27,24 18,54 8,056 5,605 

5 0,113 22,48 42,77 28,84 12,30 8,501 

6 0,166 22,96 60,82 41,88 19,97 11,48 

7,5 0,261 42,74 84,90 66,40 28,04 24,42 

15 

2,5 0,012 1,957 4,707 3,382 1,435 0,720 

4 0,032 5,010 11,37 8,684 3,530 2,061 

5 0,051 7,841 17,72 13,77 5,482 2,238 

6 0,074 11,35 25,56 19,89 8,192 4,371 

7,5 0,117 18,24 44,90 30,76 13,34 8,445 

 
Табл. 1 составлена из четырех таблиц-матриц для четырех различных 

значений высоты h. Матрицы имеют одинаковую размерность 5×6 – по коли-
честву варьируемых уровней аргументов v и α. При гладкой структуре ап-
проксимируемых зависимостей это не создает затруднений при применении 
математических методов. Однако все существенно затруднятся, когда данные 
имеют фрагментарную структуру. Под этим здесь понимается такой кусочный 
характер взаимного изменения расположения точечных данных, при котором 
явно выделяются отдельные участки зависимости. Одним из признаков необ-
ходимости выделения фрагментов можно назвать существенно различные 
наклоны с одной и с другой стороны линии их соприкосновения (см. рис.  1). 
Табличное или матричное представление не всегда позволяет это оценить,  
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но данное свойство хорошо различимо в графической форме, представленной 
на рис. 1. 

Не касаясь особенностей задачи разбиения экспериментальных зависи-
мостей на фрагменты, отметим, что каждый из выделенных фрагментов опи-
сывается уравнением типа (1а). Иными словами, структура этой системы 
уравнений зависит от выбранной исследователем структуры фрагментации 
экспериментальных данных. При существенной нелинейности моделируемой 
зависимости фрагменты вынужденно оказываются небольшими, т. е. поддер-
живаются небольшим количеством экспериментальных точек и характеризу-
ют небольшой участок ее факторного пространства. Поэтому структура ММ 
фрагмента оказывается не слишком сложной. Для унификации процедуры 
мультипликативно-аддитивной аппроксимации удобно при математическом 
описании фрагментов использовать метод полиномиальной регрессии. В этом 
случае все ММ фрагментов будут иметь однотипную полиномиальную 
структуру. 

Таким образом, в соответствии с парадигмой рассматриваемого метода 
аппроксимации [1, 2] вторым этапом метода после фрагментации является 
аппроксимация каждого фрагмента, выделенного в совокупности экспери-
ментальных данных n-й размерности. Аппроксимация фрагментов осуществ-
ляется явно заданными аналитическими полиномиальными функциями вида 

 1 0 ,,( , , )n i i i j i ji i jy x x b b x b x x        , (2) 

где i, j,… – номера переменных факторного пространства, участвующих в 
формировании нелинейных аддитивных составляющих полинома второго, 
третьего и более высоких порядков. 

Третьим этапом МАА является преобразование функций вида (2), полу-
ченных для каждого фрагмента, в интервально изолированные функции 
(ИИФ), которые достаточно точно описывают экспериментальные данные 
только в области факторного пространства, соответствующей положению 
фрагмента, а в остальной области мало отличимы от нуля. Это осуществляет-
ся мультипликативной операцией, т. е. функция (2) умножается на специаль-
ную мультипликативно вырезающую функцию (МВФ), которая обеспечивает 
ИИФ указанные свойства. Основу МВФ при аппроксимации зависимости 
произвольного n-го порядка (n-МВФ) составляет специально сконструиро-
ванная функция 1-го порядка (1-МВФ), которая получена еще в первых рабо-
тах по обоснованию МАА [1–4]. Функция 1-МВФ имеет следующий вид 
(numerator – числитель; denominator – знаменатель): 

det( , , , ) 0,25 ( , , , ) ( , , , )l r num l r l rx x x x x x x x x       , 

2 2 2 2( , , , ) ( ) ( )num l r l l r rx x x x x x x x x x x                  , 

 2 2 2 2( , , , ) ( ) ( )num l r l rx x x x x x x              , (3) 

где 1l ix x   и  r ix x  – левая и правая границы вырезаемого относительно 
оси x факторного пространства i-го интервала; ε – параметр настройки по-
грешности аппроксимации. 
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В работах [1, 2], а затем в [15] исследуются, доказываются и иллюстри-
руются свойства 1-МВФ, обеспечивающие ей свойства эффективного выре-
зания изолированных в факторном пространстве фрагментов – 1-ИИФ. Далее 
в работе [15] показывается, что мультипликативная функция n-МВФ, образо-
ванная несколькими 1-МВФ, сформированными по координатам факторного 
пространства моделируемой зависимости, может быть построена по следую-
щему закону: 

 
1 1 1 1( ) ( 1, 1) ( , ) 1( , , , ) ( , , )

n n n i i i
n

i i i i i i j j j jjx x x x x x
        

  
, (4) 

где нижний индекс , 1,ki k n  есть индекс интервала, который указывает на 
принадлежность k-й координате факторного пространства; составной индекс 
типа 1( ,..., )ni i  указывает на номер n-мерного интервала соответствующей  
n-мерной функции или n-мерного вектора;  j – номер координаты независи-
мой переменной jx . 

Функция (4) представляет собой гиперпрямоугольный импульс, близкий 
единичному, в практически нулевом поле за его границами в простран-

стве 1.nR   Таким образом, используя n-ФАФ (2) и n-МВФ (4), можно муль-
типликативно построить ИИФ n-го порядка – n-ИИФ: 

 
1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( 1, 1) ( )( ) ( ) ( ,  ,  ,  )

n n n n ni i i i i i i i i if x x x x x        
    

. (5) 

 

 
а   б   в 

Рис. 2. Иллюстрация мультипликативного выделения из ФАФ: 

а – с использованием МВФ; б – с использованием фрагментов ИИФ;  
    в – для последующего аддитивного объединения (склеивания) 

Определяемые выражением (5) n-ИИФ также представляют собой им-

пульсы в 1nR   пространстве, как и n-МВФ (4), с тем отличием, что значение 
)()( 1

xf
nii


  в пределах области определения фрагмента 1( ,..., )ni i  практически 

повторяют значения исходной n-ФАФ (2). Иллюстрация этого феномена при-
ведена на рис. 2. На рис. 1, а изображен фрагмент 2-ФАФ – поверхности, об-

разованной функцией 1( ,..., )nx x  в пространстве 2 1R  , т. е. пространством 
двух факторов с третьей координатой y – непосредственно моделируемой ве-
личиной. Эта функция получается обычно методами регрессионного анализа 
при описании фрагмента и за его границами к исследуемой зависимости  
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никакого отношения не имеет. На рис. 1, б изображена 2-МВФ, которая, как 
видно из рисунка, представляет собою импульс-параллелепипед единичной 
высоты в области вырезаемого фрагмента, имеющий близкие к нулю значе-
ния во всей остальной области (бортики в нижней части параллелепипеда). 
Умножение 2-ФАФ на 2-МВФ приводит к получению 2-ИИФ – фрагмента, 
воспроизводящего моделируемую зависимость в области его определения и 
имеющего практически нулевые значения во всей остальной области фактор-
ного пространства (бортик на нулевом уровне рис. 1, в). 

Четвертым этапом МАА является аддитивное объединение всех фраг-
ментных ИИФ в единую функцию, описывающую моделируемую зависи-
мость во всей области ее исследования, т. е. описывающую весь исходный 
массив экспериментальных данных. Таким образом, финальная модель муль-
типликативно-аддитивной аппроксимации является выражением суммирова-
ния n-ИИФ по всем координатам: 

      1 1

1 1 1
1 11 1 1 1 1

( ) , , ,
n n

n n i i i i
n n

N NN N n
i i i i j j j j

i i i i j
f x f x x x x x


    

          
     . (6) 

Для наглядной иллюстрации этого этапа на рис. 3 приведены 3D-изоб-
ражения, иллюстрирующие два ИИФ, выделенных из соответствующих ФАФ 
для двух из четырех фрагментов, а также результат этапа объединения четы-
рех таких ИИФ (рис. 3, а и в). Кроме того, на рис. 3, б показана единая по-
верхность, образованная применением выражения (6) к четырем ИИФ. По-
скольку данный пример взят из результатов построения трехмерной ММ, ко-
торую невозможно проиллюстрировать на плоскости, на рис. 3 приведены 
проекции полученных в расчетах четырехмерных фигур в трехмерное под-
пространство. Это пространство образовано независимыми переменными 

1   x   и 3   x v , а также выходной переменной Fx. Построенные 3D-фигуры 
являются фактически «срезами» полученной трехмерной модели, образуе-
мыми сечением четырехмерного пространства по фиксированному значению 
координаты 2   x h . 

 

 
а   б        в 

Рис 3. Два из четырех ИИФ, аппроксимирующих зависимость силы бокового 
смещения аэростата Fx от скорости его подъема v (а) и угла крена α (в) при раз-
личных высотах h (срезы получены для h = 10 км), а также срез на этой высоте  
                                               итоговой модели (б) 
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3. ПРОГРАМННОЕ СРЕДСТВО ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОГО 
ИССЛЕДОВАНИЯ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО РЕСУРСА 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ МУЛЬТИПЛИКАТИВНО-
АДДИТИВНОЙ АППРОКСИМАЦИИ 

Анализ выражения (6), развертываемого с помощью формул (3)–(5), по-
казывает, что его вычислительная сложность быстро нарастает с повышением 
размерности, что, собственно, неудивительно. Основными факторами, обу-
словливающими сложность, а значит, и длительность вычислений на основе 
ММ (6), являются следующие ее составляющие: 

1) порядок и структура ФАФ, обеспечивающих точность аппроксимации 
фрагментов; 

2) количество фрагментов 1
n

qqN N ; 

3) размерность n исследуемой зависимости; 
4) математическая структура и параметры n-МВФ; 
5) количество мультипликативно используемых 1-МВФ, которое быстро 

растет с увеличением размерности n и количества фрагментов N. 
Как видно из перечня факторов, порождающих вычислительную слож-

ность алгоритма МАА, сформулированная задача многоплановая и достаточ-
но сложная для аналитических методов решения. Поэтому принято решение 
провести предварительное ее исследование с помощью прямого вычисли-
тельного эксперимента. Для этого разработано вспомогательное программное 
средство (ПС) «Тест-таймер мультипликативно-аддитивных функций» (ТТ 
МАФ). 

Программа ТТ МАФ предназначена для измерения времени вычисления 
аддитивных математических конструкций, состоящих из членов, мультипли-
кативно образованных полиномами (или другими алгебраическими функция-
ми) и функций МВФ структуры. Программа является 32-битной и выполнена 
в однопоточном режиме. Ее главное окно ПС показано на рис. 4. 

При первом запуске программы создаются файлы настроек settings.ini и 
settings_func.ini, которые содержат параметры используемых тестов и функ-
ций. При последующий запусках программы настройки автоматически со-
храняются в данных файлах. 

Графический интерфейс позволяет задавать шаблон МАФ в секции Pat-
tern of multiplicatively cutting function в строковом представлении (так как 
данная функция меняется довольно редко, то она может быть скрыта с гра-
фического интерфейса кнопкой hide). Таблица Parameters of approximation 
functions позволяет просматривать и изменять аппроксимирующие функции и 
их параметры (левые и правые границы применения функции по каждому 
измерению). Колонка use позволяет выбирать используемые для текущего 
теста функции. Так как функции могут быть достаточно громоздкими и не 
помещаться полностью на экране, то для полного просмотра выбранной 
функции используется секция Function viewer (функция выбирается щелчком 
мыши). С помощью кнопок Add function, Delete function, Edit function можно 
соответственно добавить новую функцию, удалить или изменить выбранную 
аппроксимирующую функцию. 
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При нажатии кнопки создания/редактирования функции вызывается 
вспомогательное окно для работы с выбранным полиномом, представленное 
на рис. 5. 

В таблице Function показана текущая функция. Секция String pattern поз-
воляет задать шаблон индексов коэффициентов полинома, а секция Polyno-
mial’s coefficients задает коэффициенты полинома для текущего шаблона. По-
сле нажатия кнопки Generate polynom from coefs генерируется полином с за-
данными коэффициентами, который можно проверить в секции Result poly-
nomial. Ниже в таблице Borders можно задать значения левой и правой гра-
ниц текущего полинома. 

 

 
Рис. 4. Главное окно программы ТТ МАФ 

Кнопка Generate canonical polynom позволяет сгенерировать конический 
полином заданной степени (Polynom degree) со всеми коэффициентами. Воз-
можная степень полинома находится в интервале [1, 5]. 

Интерпретатор программы понимает все базовые математические опера-
ции: сложение (+), умножение (*), деление (/), смена знака (+/–), возведение в 
степень (^), взятие квадратного корня (`), а также использование круглых 
скобок для определения порядка операций. Числа могут быть представлены 
как в целочисленном, так и в вещественном форматах (целая часть отделяется 
от дробной знаком ‘.’). Для вещественных чисел поддерживается экспонен-
циальная форма записи. Также интерпретатор поддерживает некоторые кон-
станты: ε (обозначается символом «ep»), левая и правая граница функции 
(обозначаются символами xl, xr). 

Секция Parameters of test array содержит параметры тестирования для 
выбранных функций. К ним относятся количество элементов массива (Count 
elements), для которых будет вычислено значение функции; количество те-
стовых прогонов программы (Count tests) для нахождения времени выполне-
ния функций и значение параметра ε. 

После нажатия кнопки Start/Stop time test начинается запуск / остановка 
процесса тестирования времени выполнения с заданными параметрами. Ниже 
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данной кнопки показывается текущая стадия данного процесса в процентном 
выражении.  

 

 
Рис. 5. Вспомогательное окно создания  

аппроксимирующего полинома 

Секция Average calculation time (ms) показывает время последнего завер-
шенного теста и среднее время, затраченное на один тест в миллисекундах. 

4. ИССЛЕДОВАНИЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО РЕСУРСА 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ МУЛЬТИПЛИКАТИВНО-
АДДИТИВНОЙ АППРОКСИМАЦИИ 

На скриншотах главного и вспомогательного окон ПС ТТ МАФ зафик-
сирован промежуточный этап тестового исследования времени выполнения 
отдельных вычислений в ходе МАА условных экспериментальных данных, 
разбитых на пять фрагментов, также условных. Чтобы исследовать влияние 
порядка аппроксимирующего полинома на время вычисления аппроксими-
рующей функции, для пяти фрагментов введены через вспомогательное окно 
создания полинома (рис. 5) пять полиномов вида (2), имеющих размерность 2 
и порядки от нулевого до четвертого (см. окно function на рис. 4). Первый 
полином нулевого порядка состоит из одного свободного члена – 0y b ; вто-
рой полином первого порядка содержит только линейные члены: 

0 1 1 2 2    y b b x b x   . Третий полином второго порядка виден в окне functions 
главного окна программы. Четвертый и пятый полиномы третьего и четвер-
того порядка, соответственно, тоже частично видны в этом окне. Полная 
структура пятого полинома видна на рис. 5 в окне Result polynomial:. 

Вычислительный алгоритм программы состоит в том, что в соответствии 
с заданной размерностью n аппроксимируемой зависимости и с введенными в 
окне рис. 5 границами (левой и правой) фрагментов по координатам (Borders: 
на рис. 5) для каждого фрагмента формируются n-МВФ (структура мульти-
пликативной функции 1-МВФ показана в окне Pattern of multiplicatively cut-
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ting function на рис. 4). Введенные через вспомогательное окно и показывае-
мые в главном окне ПС (Parameters of approximation functions) полиномы 
ФАФ умножаются на n-МВФ. При этом формируются ИИФ, которые склады-
ваются. 

Программное средство ТТ МАФ позволяет включать или не включать 
каждый из полиномов в расчет. Например, на рис. 4 видно, что ФАФ номер 4 
в расчет не включена (сведения о ФАФ номер 1 и 2 можно получить, вос-
пользовавшись линейкой прокрутки). В результате введенный в ПС пример 
позволяет промоделировать множество различных комбинаций набранных 
полиномов и оценить зависимость времени расчета модели от всех указанных 
выше пяти ее характеристик. Параметры расчета выходного значения модели 
соответствуют значениям, указанным на рисунках. 

Результаты исследования сведены в таблицу 2, состоящую из двух бло-
ков по три строки. Первая строка – это порядковый номер рассчитываемой 
модели (строки с 14-й по 19-ю видны в окне Average calculation time (ms):). 
Вторая строка содержит цифровые коды моделируемых выражений, которые 
формируются простановкой отметок в квадратных окнах use. Последователь-
ность цифр указывает на включенные в ММ полиномы (по номеру). Третья 
строка показывает среднее по ста тысячам тестов время расчета одного теста, 
состоящего из тысячи случайно сгенерированных точек (x1, x2). Время выво-
дится в миллисекундах. Поскольку тест состоит из тысячи однократных рас-
четов, получаем время одного вычисления в микросекундах. 

Поскольку свободный член никаких расчетов, кроме умножения на МВФ, 
не требует, его время вычисления можно взять за основу. Тогда анализ данных 
табл. 2 показывает, что время вычисления, например, 2-МВФ составляет порядка 
0,4 мкс, следовательно, время вычисления 1-МВФ ~0,2 мкс. Увеличение порядка 
полинома в ММ приводит к нарастающей схеме увеличения временных затрат: 
«0…1» – 0,032 мкс, «1…2» – 0,049 мкс соответствует сумме уже полученных 
оценок. Некоторые отклонения в соответствии временных и сложностных оце-
нок объясняются наличием переменной фоновой загрузки процессора.  

Таблица 2 

Зависимость времени вычисления значений ММ МАА от ее структуры 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

Код 1 2 3 4 5 12 23 13 14 24 34 15 25 35 

Время 0,418 0,45 0,499 0,57 0,633 0,895 0,933 0,935 1,037 1,057 1,076 1,08 1,105 1,167 

№ 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 
 

Код 45 123 124 234 125 235 345 1234 1235 1245 1345 2345 12345 
 

Время 1,24 1,383 1,499 1,539 1,544 1,598 1,72 1,977 2,059 2,164 2,205 2,189 2,647 
 

 
Для наглядности по результатам табл. 2 на рис. 6 построена гистограм-

ма. Хорошо видно, что с увеличением сложности ММ на уровни полиномов 
нарастание времени происходит сравнительно плавно. Однако при смене 
структуры ММ, т. е. с увеличением на единицу количества объединяемых 
фрагментов, происходит скачкообразное увеличение времени расчета, свя-
занное с необходимостью вычисления дополнительной 2-МВФ. 
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Рис. 6. Зависимость времени вычисления по ММ МАА от структуры модели  

сложности и ее составляющих 

По результатам расчета видно, что даже самая сложная пятифрагментная 
модель рассчитывается немного дольше, чем 2,5 мкс. Для экспериментов ис-
пользовалась 32-битная программа, которая выполнялась в однопоточном 
режиме на процессоре с тактовой частотой 3.30 ГГц. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Несложные расчеты, основанные на данных табл. 2, позволяют сделать 
вывод, что вычисление одного значения ММ, полученного методом МАА 
(или CGA), показывает, что даже достаточно сложная двумерная ММ, содер-
жащая 100 фрагментов, описываемых полиномами четвертого порядка, будет 
обрабатываться за 60…65 мкс на ПК средней мощности. При третьем поряд-
ке ММ расчет займет уже 80…90 мкс, но все равно останется вполне прием-
лемым. Это показывает несостоятельность опасений по поводу алгебраиче-
ской сложности результатов разработанного метода. Его вполне можно при-
менять для экспериментального построения ММ до четвертой-пятой размер-
ности при применении для описания фрагментов полиномов четвертого-
пятого порядка. 
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In this paper we investigate computation complexity of the models obtained by the new 
method of mathematical description of experimentally obtained dependences. This method, 
known mainly as the "cut-glue" approximation, is based on the multiplicative fragmentation of 
local approximations of dependences. Each fragment is approximated by an analytic function 
with a predetermined or minimal error. The subsequent stage of constructing a mathematical 
model is reduced to an additive combination of these fragments into a single analytical expres-
sion. As a result, the method analytically separates the approximation problems of the selected 
regions and edge correlation of piecewise-defined dependencies. Local models of piecewise re-
gions are described by regression analysis methods. For their fragmentary isolation special ana-
lytical functions with specific properties are used, which provides multiplicative cutting of local 
model sections. The properties of these functions are such that they allow their further additive 
union, which results in representing the mathematical model by a single analytic function. Not 
only does this increase the accuracy of mathematical description of experimental data, but also 
allows analytical studies of the constructed mathematical models. The method is versatile, be-
cause it is not limited by the number of experimental points, or by the structure of splitting ex-
perimental data into fragments, or by the order of its approximating functions. The disad-
vantage of the method is its high algebraic complexity, which might limit its usage in online 
and dynamic models. This article investigates this phenomenon, and shows the boundaries of 
its application on a particular example in terms of the dimension, number of fragments and or-
der of the approximating polynomials of the model. 
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