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В статье рассматриваются методы снижения числа операций при выполнении цифровой 
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ВВЕДЕНИЕ 

Алгоритмы обработки изображений и компьютерного зрения все шире 
находят применение в различных областях техники, включая железнодорож-
ный транспорт [1]. Системы видеонаблюдения с компьютерным зрением де-
тектируют потенциально опасные ситуации (например, появление автомоби-
ля на железнодорожном переезде, человека, возгорание, оставленный пред-
мет и др.). Несмотря на значительные успехи в разработке таких алгоритмов, 
все еще остается достаточно много проблем их практического применения, 
одной из которых является быстродействие этих алгоритмов. 

В данной статье рассматривается вопрос вычислительной эффективно-
сти одной из базовых операций для алгоритмов обработки изображений и 
компьютерного зрения – фильтрации изображения [2]. Под цифровой филь-
трацией понимаются не только процедуры удаления шума или другой ин-
формации из сигнала, но и многие другие методы (изменение яркости, кон-
трастности, выделение границ и т. д.), реализуемые с помощью математиче-
ской операции двумерной свертки [3, 4]. 

1. АСПЕКТЫ ВЫПОЛНЕНИЯ ОПЕРАЦИЙ СВЕРТКИ  
И КОРРЕЛЯЦИИ  

При цифровой обработке сигналов часто применяются две схожие опе-
рации: (линейная) свертка (convolution) и корреляция (correlation) [4, 5]. Они 
имеют схожие формулы, и для их быстрого вычисления могут использовать-
ся одни и те же методы.  

Линейная двумерная дискретная свертка определяется следующей фор-
мулой: 
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Далее для простоты изложения и обобщения будем использовать терми-
нологию, применяемую при использовании свертки для вычисления цифро-
вых фильтров. В этом контексте n1 и n2 – это длина ядра цифрового фильтра 
по первой и второй размерности соответственно, x – ядро или импульсная 
характеристика цифрового фильтра, y – отчеты входной последовательности 
(обрабатываемое изображение) и CON – выходная последовательность филь-
тра (свертка входной последовательности с ядром фильтра).  

Дискретная корреляция двух последовательностей определяется следу-
ющей формулой: 
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Для пояснения этой формулы также воспользуемся примером ее приме-
нения для обработки изображения. В этом контексте  – это фрагмент изоб-
ражения размером n1 × n2, для которого рассчитывается корреляция; y – об-
ласть, с которой сравнивается фрагмент изображения, и COR – корреляция. 
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Любую из приведенных операций можно свести к другой, инвертировав 
входные последовательности по всем размерностям. Это делает возможным 
применение одних и тех же алгоритмов для их выполнения. Однако имеются 
отдельные аспекты применения этих операций при решении конкретных  
задач. 

Во-первых, следует рассмотреть диапазоны, в которых берутся значения 
для переменных j1 и j2. Предположим, последовательность y имеет размер 
m1 × m2. Для обеих рассматриваемых операций в зависимости от решаемой 
задачи может потребоваться найти результаты в диапазонах: 

1) 0 × 0: (m1 + n1 – 1) × (m2 + n2 – 1); 
2) 0 × 0: n1 × n2; 
3) 0 × 0: (m1 – n1 + 1) × (m2 – n2 + 1). 
В первом случае рассчитываются все возможные выходные значения, 

включая значения, для которых количество слагаемых в суммах будет мень-
ше, чем n1 × n2. Такой подход применяется в цифровых фильтрах (особенно 
в случае одномерных фильтров). Поскольку цифровая фильтрация является 
основным применением свертки, такой диапазон выходных значений часто 
указывается в определении свертки (хотя, строго говоря, это необязательное 
ограничение). 

Во втором варианте диапазоны выходных значений используются не ча-
сто. Он удобен тем, что размер последовательности на выходе совпадает с 
размером последовательности на входе, и такие операции можно выполнять 
последовательно. 

В третьем варианте рассчитываются только выходные значения, для  ко-
торых количество слагаемых в суммах будет равно n1 × n2. Этот вариант 
позволяет сравнивать между собой значения без дополнительной нормиров-
ки, поэтому он является основным при вычислении корреляции. 

Во-вторых, важным аспектом выполнения этих операций является соот-
ношение между размерами последовательностей x и y. При реализации циф-
ровой фильтрации, как правило, n1 и n2 намного меньше m1 и m2. При вы-
числении корреляции эти величины чаще всего одного порядка. 

В-третьих, следует учесть, что при решении отдельных задач одна из 
входных величин известна заранее, и над ней можно выполнить предвари-
тельные вычисления, не увеличивающие сложность основной операции. 
Например, при цифровой фильтрации коэффициенты фильтра могут быть 
преобразованы в любую удобные форму на этапе разработки фильтра. 

Перечисленные выше аспекты выполнения операций свертки и корреля-
ции  оказывают существенное влияние на реализацию операций. В частности, 
от этих аспектов зависит эффективность применения так называемых быст-
рых алгоритмов. 

2. ИССЛЕДОВАНИЕ МЕТОДОВ ПОВЫШЕНИЯ 
ЭФФЕКТИВНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЯ  
ДВУМЕРНОЙ КОРРЕЛЯЦИИ 

В данной статье рассматривается вопрос об эффективности применения 
подходов, предложенных для уменьшения количества вычислительных опе-
раций при реализации операции двумерной корреляции [6, 7], для задачи вы-
полнения двумерной фильтрации изображений (двумерной свертки). 
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Будем рассматривать три варианта вычисления двумерной свертки. Пер-
вый вариант – вычисление двумерной свертки непосредственно по форму-
ле (1). Второй вариант – использование предложенного в [6] алгоритма раз-
ложения двумерной свертки в несколько двумерных сверток меньших разме-
ров. Третий вариант – использование быстрых алгоритмов одномерной 
свертки [8] для вычисления двумерной свертки. 

Отметим, что методы, основанные на разложении в свертки меньших 
размеров, имеют ограничение на размер сверток – ядро и входные данные 
должны иметь четное количество точек по каждой из размерностей. Это 
ограничение можно обойти с помощью комбинированного варианта вычис-
ления свертки: для максимально возможного количества отчетов использу-
ется быстрый алгоритм вычисления, а оставшиеся вычисляются по опреде-
лению. 

Ввиду того, что типичные ядра цифровых фильтров обычно имеют не-
большой размер, мы не будем рассматривать алгоритмы, основанные на раз-
личных быстрых алгоритмах преобразования сигналов (например, быстрое 
преобразование Фурье (БПФ)) [9, 10]. 

Исходя из условий задачи примем, что предварительная обработка вели-
чины x не учитывается в общем числе операций и m значительно больше n. 
При цифровой фильтрации изображений применяют разные способы обра-
ботки краев изображений, поэтому выбор диапазона выходных значений при 
фильтрации изображений является неоднозначным. Но, учитывая, что m зна-
чительно больше n, выбор этого диапазона незначительно скажется на отно-
сительной эффективности различных вариантов вычисления двумерной 
свертки. Для получения оценок сложности операций, не зависящих от диапа-
зона выходных значений, введем следующие обозначения: l1 – длина диапа-
зона выходных значений по первой размерности, l2 – по второй. 

При таких условиях для вычисления свертки по формуле (1) потребуется 
n1 × n2 × l1 × l2 умножений и (n1 – 1) × (n2 – 1) × n2 × l1 × l2 сложений, всего  
(n1 × n2 + (n1 – 1) × (n2 – 1)) × l1 × l2 операций. 

Далее для сокращения размера формул примем следующие допущения. 
Предположим, что размер входных данные достаточно велик, что можно 
пренебречь единицей в операциях сложения. Также примем, что n = n1 = n2,  
l = l1 = l2 и m = m1 = m2. Как будет видно из дальнейшего изложения, такие 
допущения не скажутся на окончательных выводах. Таким образом, слож-
ность двумерной свертки приблизительно равна 2n2 × l2 операций или 2n2 
операций на один отсчет (пиксель) входного сигнала. 

В [6] для ускорения вычислений исходные данные разбиваются на части, 
в каждой из которых количество элементов в два раза меньше, чем в исход-
ных данных по каждой из размерностей. При этом для удобства записи ис-
пользуется матричное представление данных. Преобразуем выражения из 
указанной статьи применительно к алгоритму двумерной свертки.  

Введем промежуточные переменные: 
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Обозначим части входных данных: 
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Используя введенные обозначения, формулу (1) можно переписать как 
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Обозначим 

0 0,0 1,0,A X X   

 1 0,1 1,1,A X X   (6) 

1, 2 1, 2 1 1, 2.j j j j j jB Y Y    

Тогда выражение (5) может быть разложено следующим образом: 
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Как видно из формулы (7), двумерная свертка сводится к девяти двумер-
ным сверткам с размерами, меньшими в два раза по обеим размерностям.  
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Дополнительно к этим сверткам требуется выполнить еще несколько опера-
ций над матрицами, которые также меньше в два раза по обеим размерностям 
относительно исходных данных. Сложность этих сверток, если не применять 
дальнейшее рекурсивное разбиение на свертки меньшего размера, составит 
9/8n2 × l2 операций умножения и сложения. 

В дополнительные операции входят действия над матрицами X и A. Над 
ними выполняется пять сложений, но эти операции могут быть выполнены 
при разработке цифрового фильтра и не учитываться при подсчете сложности 
работы самого фильтра. 

Также требуется вычислить шесть матриц B, два раза сложить матрицы 
Y и четыре раза сложить матрицы B. Для этого потребуется 12 / 4m2 операций. 

На последнем этапе нужно собрать результаты сверток меньшей дли-
ны. По формуле для этого требуется выполнить 3 × 4 = 12 сложений мат-
риц, но при сложении последних четверок матриц операции дважды повто-
ряются, поэтому можно обойтись десятью сложениями. Сложность этих 
операций 10 / 4l2. 

Таким образом, сложность вычисления двумерной свертки при одно-
кратном разбиении на свертки меньшего размера составит примерно 
9 / 8n2 × l2 + 12 / 4m2 + 10 / 4l2, еще более грубая оценка составит 
9 / 8n2 × l2 + 5 / 2l2 или 9 / 8n2 + 5 / 2 операций на один отсчет (пиксель) вход-
ного сигнала. 

Метод использования одномерной свертки для вычисления двумерной 
зависит от ядра цифрового фильтра [11, 12]. Если ядро обладает свойством 
сепарабельности, то двумерная свертка сводится к двум одномерным сверт-
кам. Это значительно сокращает количество требуемых операций, и при раз-
работке фильтров разработчики стремятся получить именно такое ядро [13]. 
Этот частный случай хорошо изучен, поэтому далее мы его рассматривать не 
будем.  

В общем случае ядро цифрового фильтра не является сепарабельным.  
В этом случае для ускорения двумерной свертки мы можем применить раз-
ложение, применяемое для разложения одномерной свертки [8] к внешней 
сумме двумерной свертки, вычисляя внутреннюю по обычной формуле. 

Для оценки сложности этого варианта воспользуемся известной оценкой 
сложности одномерных цифровых фильтров [14]. При однократном разбие-
нии на свертки меньших размеров для вычисления одномерной свертки тре-
буется 3 / 4n умножений и 3 / 4n + 1 / 2 сложений на один отчет входной по-
следовательности или 3 / 4n × l умножений и 3 / 4n × l + l / 2 сложений в це-
лом. Умножим эти цифры на сложность внутренней суммы n × l, получим 
следующую оценку общего числа операций: 3 / 2n2 × l2 + n × l2 / 2 или 
3 / 2n2 + n2 / 2 операций на один отсчет (пиксель) входного сигнала. 

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Решая несложные уравнения, мы получим, что наименьшую сложность 
до 1n   имеет метод полного перебора. Для n в диапазоне от 1 до примерно 
2,5 наименьшую сложность имеет метод, основанный на разложении одно-
мерной свертки. При n > 2,5 наименьшей сложностью обладает метод, осно-
ванный на разложении двумерной свертки. 
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Интерпретируя эти результаты, нужно учитывать, что они получены по 
приблизительным оценкам сложности алгоритмов, что алгоритмы, использу-
ющие разложения, можно применять не для всех значений n и что быстро-
действие алгоритмов при их практической реализации зависит не только от 
количества требуемых арифметических операций. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

С учетом сказанного можно сделать вывод, что основанные на разложе-
нии быстрые алгоритмы вычисления двумерной свертки имеет смысл приме-
нять, начиная с размера ядра 4 × 4. Практически применяются ядра нечетных 
размеров. Сокращение числа требуемых операций при применении разложе-
ния при ядре 5 × 5 составляет 16 %, 7 × 7 – 27 %, 9 × 9 – 31 %. Ввиду сложно-
сти алгоритма разложения на свертки меньших размеров при практической 
реализации следует ожидать уменьшение выигрыша в быстродействии, тем 
не менее следует сделать вывод, что рассмотренные в статье алгоритмы име-
ют практическую ценность для вычисления коротких сверток для ядер, начи-
ная с размера 5 × 5.  

Одним из алгоритмов компьютерного зрения является оценка движения 
и детектирование объектов [15]. В этом случае обрабатываемый сигнал явля-
ется двумерным (матрицей, которая разбивается на несколько блоков). Раз-
мерность блоков определяется стандартами видеокодирования и должна быть 
более 4 × 4. Размерность более 32 × 32 требует больших вычислительных за-
трат, что неактуально при практической реализации. На основании приведен-
ного в статье разложения двумерной свертки можно повысить быстродей-
ствие некоторых алгоритмов обработки изображений. 
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The paper considers methods of reducing the number of operations while performing a 
digital image filtration. An image filter algorithm is based on the mathematical operation called 
two-dimensional convolution. The peculiarities of using a two-dimensional convolution for im-
age filtration include a possibility of filter factor preprocessing and a big difference between the 
number of points in an image and kernel of the image filter. The authors analyze well-known 
methods of decomposition of two-dimensional convolution into several convolutions with few-
er numbers of points as applied to image filtration. 

                                                      
* Received 22 August 2017. 



Применение метода разложения двумерной свертки при реализации цифровых фильтров 103

To compare a cost of the methods, we derived formulas to evaluate of the number of op-
erations required to calculate a reaction of the image filter for one point (pixel). Using these 
formulas, we found methods with a minimal cost for various kernel sizes. Based on the results 
obtained, we conclude that the two-dimensional convolution method based on the decomposi-
tion of convolution into 9 half-size convolutions is quite appropriate for implementing image 
filters with a kernel size larger or equal to 5×5. Reducing the number of required operations 
when applying the decomposition with a 5×5 kernel gives 16 %, 7×7 – 27 %, 9×9 – 31 %. On 
the basis of the decomposition of a two-dimensional convolution in the paper, it is possible to 
increase the speed of some image processing algorithms when an image is divided into several 
blocks with a size corresponding to the filter kernel. 

Keywords: two-dimensional convolution, correlation, digital filter, image processing, 
fast algorithms, efficiency evaluation, filter kernel, digital signal 
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