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В качестве модели стационарной динамической системы часто выступает интегральное 
уравнение Вольтера первого рода с разностным ядром. Для такой модели задача непараметри-
ческой идентификации заключается в оценивании этого разностного ядра (называемого им-
пульсной переходной функции) по измеренным значениям входного и выходного сигналов 
идентифицируемой динамической системы [1]. Как известно, эта задача является некорректно 
поставленной, т. е. решение может не существовать, быть не единственным и обладать не-
устойчивостью по отношению к погрешностям (шумам измерения) исходных данных. Для 
получения единственного устойчивого (но приближенного) решения используются различные 
методы регуляризации, в частности метод регуляризации А.Н. Тихонова [2, 3]. При этом вы-
числительной основой алгоритмов, реализующих эти методы, является дискретное преобразо-
вание Фурье (ДПФ) [4, 5]. Характерной чертой этих алгоритмов является то, что коэффициен-
ты ДПФ регуляризированного решения зависят от одного параметра, называемого параметром 
регуляризации. Выбором этого параметра достигается приемлемая точность регуляризирован-
ного решения и его сходимость. При этом (применительно к рассматриваемой задаче иденти-
фикации) предполагают, что входной сигнал (ядро интегрального уравнения) задан точно, а 
выходной сигнал системы регистрируется с некоторой случайной ошибкой. Однако такое 
предположение редко выполняется на практике, так как и входной и выходной сигналы систе-
мы измеряются и регистрируются приборами примерно одинакового класса точности и, следо-
вательно, и входной и выходной сигналы задаются с случайными погрешностями – шумами 
измерений. В работах автора (например, [5, 6]) для случая, когда эти шумы некоррелированы, 
был предложен регуляризирующий алгоритм, который учитывал эти шумы как при построе-
нии устойчивого решения, так и при оценивании оптимального параметра регуляризации. Од-

                                                      
* Статья получена 12 сентября 2017 г. 
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нако, наличие только одного «управляющего» параметра – параметра регуляризации – не поз-
воляет подобрать для каждого коэффициента ДПФ решения свой регуляризирующий множи-
тель, минимизирующий ошибку вычисления этого коэффициента и всего регуляризированного 
решения в целом. Поэтому в данной работе предлагается подход к нахождению для каждого 
коэффициента ДПФ регуляризированного решения своего квазиоптимального регуляризиру-
ющего множителя из условия минимума среднеквадратической ошибки идентификации. По-
строена итерационная процедура уточнения отношения «шум/сигнал», входящего в регуляри-
зирующий множитель, и находятся предельные точки этой процедуры. Выполненный вычис-
лительный эксперимент показал более высокую точность идентификации предложенным ло-
кальным регуляризирующим алгоритмом по сравнению с регуляризирующим алгоритмом, 
зависящим от одного параметра регуляризации. 

Ключевые слова: задача непараметрической идентификации, оптимальный регуляризи-
рующий алгоритм, некорректно поставленные задачи, интегральное уравнение Вольтера I ро-
да, локальный регуляризирующий алгоритм идентификации, ошибки регуляризированного 
решения задачи идентификации, итерационная процедура уточнения локального отношения 
«шум/сигнал», сходимость регуляризированного решения задачи идентификации, эффектив-
ность локального регуляризирующего алгоритма идентификации 

1. ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Наиболее часто в качестве математической модели стационарной  дина-
мической системы используется интегральное уравнение Вольтера I рода с 
разностным ядром [1]: 

 0

( ) ( ) ( )
t
k t d f t      ,  (1) 

где ( )k   – импульсная переходная функция (ИПФ) динамической системы 

(ядро интегрального уравнения (1)); ( ) и  ( )f t   – входной и выходной сиг-
налы системы. С уравнением (1) связаны две задачи: 

 обратная измерительная задача, когда необходимо построить оценку 
для входного сигнала ( )   по зарегистрированным значениям функций 

( ) и  ( )k f t , т. е. решить уравнение (1) относительно функции ( )  ; 

  задача непараметрической идентификации, где необходимо постро-
ить оценку для ИПФ системы по зарегистрированным значениям функций 

( ) и  ( )f t  . Для этой задачи уравнение (1) целесообразно переписать в 
«симметричном» виде: 

 0

( ) ( ) ( )
t

t k d f t        . (2) 

Заметим, что как первая, так и вторая задачи относятся к классу не-
корректно поставленных задач, когда могут нарушаться условия корректно-
сти по Адамару, в частности, появляется неустойчивость решения инте-
грального уравнения к погрешностям задания правой части ( )f t  уравне-

ний (1) и (2) [2, 3].  
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Для нахождения единственного и устойчивого (но приближенного) 
решения обратной измерительной задачи (т. е. решения уравнения (1) отно-
сительно функции ( ))   используют различные методы регуляризации – 

как детерминированные, так и статистические [3–5]. Разностное ядро (т. е. 
когда ( )k t    зависит только от разности ( )t   и не зависит от t) инте-

грального уравнения (1) позволяет в качестве вычислительной базы постро-
ения регуляризированного решения использовать дискретное преобразова-
ние Фурье (ДПФ), что обусловливает (совместно с алгоритмом быстрого 
преобразования Фурье) высокую эффективность регуляризирующих алго-
ритмов (подробнее см.: [4, 5]). При этом, как правило, предполагают, что 
правая часть известна с некоторой погрешностью, а ядро ( )k   уравнения (1) 

задано точно. Эти же методы можно использовать и для решения задачи 
непараметрической идентификации [7], и тогда ядром уравнения (2) будет 
уже входной сигнал системы ( )  . В этом случае делается аналогичное 

предположение, что входной сигнал идентифицируемой системы задан точ-
но. Однако такое требование редко выполняется на практике, так как и 
входной и выходной сигналы системы измеряются и регистрируются при-
борами примерно одинакового класса точности и, следовательно, входной и 
выходной сигналы задаются с случайными погрешностями – шумами изме-
рений. 

В работах [5, 6] для обратной измерительной задачи предполагалось, что 
измеренные значения правой части и ядра интегрального уравнения (1) изме-
рены с аддитивными случайными погрешностями, которые не коррелирова-
ны друг с другом. При этих предположениях был построен оригинальный 
регуляризирующий алгоритм (также использующий дискретное преобразова-
ние Фурье), который учитывает погрешности задания ядра уравнения не 
только при построении регуляризированного решения, но и при оценивании 
оптимального параметра регуляризации, минимизирующего СКО регуляри-
зованного решения.  

Существенной чертой этих регуляризирующих алгоритмов является 
наличие одного «управляющего» параметра – параметра регуляризации – для 
всех коэффициентов ДПФ регуляризированного решения, и это позволяет 
назвать (в соответствии с установившейся терминологией [8]) такие регуля-
ризирующие алгоритмы «глобальными» в пространстве коэффициентов ДПФ 
(т. е. в частотной области). Подбором параметра регуляризации можно полу-
чить регуляризированное решение с минимальной ошибкой. Однако нахож-
дение такого оптимального параметра регуляризации на практике представ-
ляет известную проблему. В литературе предложен ряд алгоритмов, позво-
ляющих более или менее успешно оценить оптимальный параметр  регуляри-
зации, используя для этого как детерминированные, так и статистические 
подходы (подробнее см.: [5, 9–13]).  

К сожалению, наличие только одного параметра регуляризации  не поз-
воляет подобрать для каждого вычисляемого коэффициента регуляризиро-
ванного решения свой регуляризирующий множитель, минимизирующий как 
ошибку вычисления этого коэффициента, так и ошибку всего регуляризиро-
ванного решения. Такой подбор позволил бы уменьшить общую ошибку  
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регуляризированного решения по сравнению с глобальными алгоритмами, а 
сам регуляризирующий алгоритм можно назвать локальным в частотной об-
ласти.  

В работе [14] для решения обратной измерительной задачи был предло-
жен подход к построению локального регуляризирующего алгоритма при 
точно заданном ядре интегрального уравнения (1). Доказана сходимость ре-
гуляризированного решения к нормальному псевдорешению при стремлении 
уровня погрешности правой части к нулю. Проведено сравнение по точности 
с глобальными регуляризирующими алгоритмами. Для задачи непараметри-
ческой идентификации этот подход был применен в работе [7]. 

В данной работе предлагается локальный регуляризирующий алгоритм 
непараметрической идентификации (т. е. решение уравнения (2)) при неточно 
заданных входном и выходном сигналах идентифицируемой системы. При 
этом решаются следующие задачи: 

 построение локального оптимального регуляризирующего алгоритма, 
минимизирующего среднеквадратическую ошибку регуляризированного ре-
шения; 

 построение итерационного алгоритма апостериорного уточнения от-
ношения «шум/сигнал выхода», от которого зависит локальный регуляризи-
рующий множитель; 

 доказательство сходимости построенного регуляризированного ре-
шения; 

 исследование эффективности построенного локального регуляризиру-
ющего алгоритма. 

2. ОПТИМАЛЬНЫЙ РЕГУЛЯРИЗИРУЮЩИЙ АЛГОРИТМ 

В данной работе задача непараметрической идентификации рассматри-
вается при предположении, что выходной и входной сигналы динамической 
системы (уравнение (2)) измерены (заданы) в дискретные моменты времени 
со случайными погрешностями (шумами): 

( ) ( ) ( ); ( ) ( ) ( )i i i j j jf t f t t k           , 

где ( ),  ( )i jt    – случайные величины с нулевыми средними и дисперсия-

ми 2 2,     соответственно, не коррелированные друг с другом. Шаг дискре-

тизации по аргументам  иt   одинаков и равен t . 

Построение регуляризированного решения можно представить следую-
щими «укрупненными» шагами (подробнее см.: [5]): 

Шаг 1. Формирование по дискретным значениям ( ), ( )i i j jf f t         

периодических последовательностей    ( ) , ( ) , 0,..., 1p pf i i i N    , где  

N  – величина периода и взятия от этих последовательностей ДПФ,  

т. е. вычисление коэффициентов ДПФ ( ), ( ), 0,..., 1p pF l l l N    . Формиро-
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вание периодических последовательностей осуществляется следующим об-
разом: 

,  если 0 1,
( )

0,  если 1;

i f

p

f

f i N
f i

N i N

   
 
   


      

,  если 0 1,

( )
0,  если 1.

i t

p

N i N

i
N i N





    
  
   


  

Используемое ДПФ определяется следующими соотношениями: 
 прямое ДПФ: 

1

0

1 2
( ) ( )exp

N
p p

j

i
F l f j l j

N N





   
 

 ; 

 обратное ДПФ: 

1

0

2
( ) ( )exp

N
p P

l

i
f j F l l j

N





   
 

 . 

Шаг 2. Вычисление коэффициентов ДПФ ( ), 0,..., 1pK l l N   , регуля-

ризированного решения. 
Шаг 3. Вычисление периодического регуляризированного решения 

( ), 0,..., 1pk i i N    (взятием обратного ДПФ от последовательности 

 ( )pK l )  и формирование вектора непериодического регуляризированного 

решения , 0,..., 1
j kk j N    как оценки для значений решения интегрального 

уравнения в дискретные моменты времени: ( ), 0,..., 1j kk j N   . 

Очевидно, что точность регуляризированного решения определяется 
способом вычисления коэффициентов ( )pK l  на втором шаге, которые бу-

дем находить в виде 

 
2

( )
( ) ( ), 0,..., 1

( ) ( )

c
p

ppq

p p

l
K l F l l N

l q l


  
 




, (3) 

где ( )pq l  – стабилизирующий член, определяемый ниже. Обозначим коэф-

фициенты ДПФ точного решения как ( )pK l , и ошибку оценивания коэффи-

циента ( )pK l  определим условным математическим ожиданием 

 
2

( ) ( ) ( ) / ( )ppq pq pl M K l K l l      
  (4) 

при заданном коэффициенте ДПФ ( )p l  входного сигнала идентифицируе-

мой системы. Справедливо  
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Утверждение 1. Если случайные величины ( )it , ( )j  не коррелирова-

ны между собой и отсутствует корреляция в соседние моменты времени, то  

 





2 222 2 2

22

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

p p
p p ppZ H

pq

p p

K l l q l K l
l

l q l

        
    

,  (5) 

где 2
pZ  и 2

pH  – дисперсии коэффициентов ДПФ периодических последова-

тельностей    ( )  и ( )p pi i  , которые зависят от дисперсий 2 2 и     следу-

ющим образом [5]: 

 2 2
2pZ

N

N


   ,     2 2

2p

f
H

N

N
   , (6) 

где  и fN N  – количество отсчетов функций ( ) и ( )f t   . 

Доказательство. Обозначим через ( )pH l  коэффициенты ДПФ случай-

ной последовательности  ( )p i , а ( )pZ l  – коэффициенты ДПФ последова-

тельности  ( )p i . Тогда ошибку ( ) ( ) ( )pp pqЕ l K l K l 
 
можно представить 

выражением 

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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 


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Возведем левую и правую части этого выражения в квадрат и вычислим 

условное математическое ожидание 
2

( ) ( ) ( )pq p pl M Е l l     
 . Получим 

 2 2 2 2 22

22

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

c
p p p p p p

pq

p p

l M Z l K l M H l q l K l
l

l q l

                  
    




.  (7) 

Введя обозначения дисперсий для коэффициентов ДПФ случайных по-

следовательностей    ( ) ,  ( )p pi i  : 

22 ( )
p pZ M Z l     

,   
22 ( )

p pH M H l     
, 

приходим к выражению (5) утверждения 1. 
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Для минимизации среднеквадратической ошибки регуляризированного 
решения достаточно минимизировать ( )pq l  для каждого 0,..., 1l N  . Беря 

частную производную от (5) по ( )pq l  и приравнивая эту производную нулю, 

получаем 
Утверждение 2. Минимум ( )pq l  достигается при 

 

2

2
2

( )
( )

p

p

H
p opt Z

p

q l
K l


   , (8) 

и коэффициенты ДПФ оптимального регуляризированного решения, имею-
щего наименьшую среднеквадратическую ошибку ( )pq l , определяются вы-

ражением 

 





2

( )
( ) ( )

( ) (1 ( ))

c
p

pp opt
p opt

l
K l F l

l S l



 

,  (9) 

где  ( )
c
p l  – величина, комплексно сопряженная с  ( )p l ; 

 
 

2 2

2 22
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

p pZ H
opt

p p p

S l S l S l
l l K l

 

 
   

  
.  (10) 

Соотношение ( )S l  можно трактовать как отношение «шум / сигнал» 

для коэффициентов ДПФ входного сигнала, а соотношение ( )S l  – как отно-

шение «шум / сигнал» для коэффициентов  ДПФ выходного сигнала. Алго-
ритм (9) вычисления коэффициентов ДПФ искомого решения можно назвать 
«винеровским алгоритмом», так как он минимизирует среднеквадратическую 
ошибку (4). Очевидно, что, взяв обратное ДПФ от коэффициентов (9), каж-
дый из которых имеет минимальную среднеквадратическую ошибку, полу-
чим оценку для импульсной переходной функции динамической системы с 
наименьшей среднеквадратической ошибкой.  

К сожалению, алгоритм (9) нереализуем на практике, так как в отноше-
ние «шум/сигнал» выходного сигнала (второе слагаемое в (10)) входят неиз-

вестные коэффициенты ДПФ ( )pK l  искомой импульсной переходной функ-

ции. Заметим, что такая же ситуация возникает и в «классическом» винеров-
ском алгоритме фильтрации случайных процессов, где требуется априорное 
знание спектральной плотности выделяемого случайного процесса. Возника-
ет традиционный вопрос: «Что делать?». Для ответа на этот вопрос предлага-
ется итерационная процедура апостериорного уточнения отношения ( )S l , 

которая является нетривиальным обобщением процедуры уточнения отноше-
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ния «шум / сигнал», успешно используемой при вычислении регуляризиро-
ванного решения обратной измерительной задачи при точно заданном ядре 
интегрального уравнения (1) (см. [14]).  

3. ИТЕРАЦИОННОЕ УТОЧНЕНИЕ ОТНОШЕНИЯ 
«ШУМ / СИГНАЛ» 

Так как отношение «шум / сигнал» коэффициентов ДПФ выходного сиг-
нала ( )S l  (в уравнении (10) это второе слагаемое) зависит от неизвестного 

коэффициента ДПФ ( )pK l  точного решения, то предлагается следующая 

итерационная процедура апостериорного уточнения этого отношения, кото-
рая выполняется при вычислении каждого коэффициента ДПФ, т. е. для 

0,..., 1l N  .  
Введем величины: 

 



 

2 2
(0)

2 2(0)2
( ) ,   ( )

( ) ( ) ( )

p pH H

p p p

S l S l
F l l K l

 

 
 



,   (11) 

где 
(0)

( )pK l  – коэффициенты ДПФ «начальной» оценки  0ˆ
pk  для искомой им-

пульсной переходной функции (ее определение будет рассмотрено ниже). 
Перепишем выражение (9) в виде 

 





2

( )
( ) ( )

( ) (1 ( ) ( ))

c
p

pp opt
p

l
K l F l

l S l S l 



  

  (12) 

и подставим 
(0)

( )S l  в это выражение вместо ( )S l . Получим коэффициенты 

ДПФ на первой итерации: 

 

 
(1)

(0)2

( )
( ) ( )

( ) (1 ( ) ( ))

c
p

p p

p

l
K l F l

l S l S l



  

. 

Подставляя коэффициент 
(1)

( )pK l  в отношение «шум / сигнал» выходно-

го сигнала, получаем оценку  


 

2
(1)

2(1)2
( )

( ) ( )

pH

p p

S l

l K l








. 
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Продолжая такое итерационное уточнение отношения «шум / сигнал», 
получаем следующую итерационную процедуру: 

  

 
( 1)

( )2

( )
( ) ( )

( ) (1 ( ) ( ))

n p
p pn

p

l
K l F l

l S l S l







  

; (13) 

 
 

2
( )

2( )2
( ) , 0,1,2,...

( ) ( )

pHn

n
p p

S l n

l K l




 



  (14) 

Возникает вопрос о сходимости этой итерационной процедуры уточне-
ния отношения «шум / сигнал» выходного сигнала. Можно показать, что пре-

дельные точки этой процедуры определяются корнями 
*

( )S l  нелинейного 

уравнения 

 * *
( ) 1 ( ) ( ) ( )S l S l S l S l  

     
 . 

Выполнив несложные преобразования, приходим к квадратному уравне-
нию 

   


* *2 21
( ( )) 2 1 ( ) ( ) (1 ( )) 0

( )
S l S l S l S l

S l
  



 
      
  

,  (15) 

корни которого обозначим при этом как  * *
1 2( ) ( )S l S l  . Эти корни равны: 

*
1

1 2(1 ) 1 4(1 )
( )

2

S S S S
S l

S
   




    


 
 , 

*
2

1 2(1 ) 1 4(1 )
( )

2

S S S S
S l

S
   




    


 
  

при очевидном условии их вещественности 

1
(1 )

4
S S   . 

Тогда из выражений (9), (10) следует 
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Утверждение 3. Предельная точка 
*
pK  итерационной процедуры (13) 

определяется выражением 





 


 



 


 

  
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2

*2
1

(0) *
2

* *2
2

(0) *
2

если ( )( )
( ), 1

и ( ) (1 ( )) ;( ) (1 ( ) ( ))
4

если ( )( )
( ), 1( ) и ( )(1 ( )) ;( ) (1 ( ) ( ))

4

1
0, если ( )(1 ( )) ,

4

c
p

p

p

c
p

p
p p

S S ll
F l

S l S ll S l S l

S S ll
F l

K l S l S ll S l S l

S l S l S S

 

  

 

  

 

 

    

 
     

    







( );

1
0,  если ( )(1 ( )) .

4

l

S l S l 



















   

 (16) 

Доказательство этого утверждения проводится аналогично доказатель-
ству в работах [14], но с учетом отношения «шум / сигнал» входного сигнала 
идентифицируемой системы. 

Взяв обратное ДПФ от последовательности  *ˆ ( )pK l , получаем периоди-

ческую последовательность  *ˆ ( )pk i , из которой формируется оценка *ˆ ( )ik   

для импульсной переходной функции динамической системы в дискретные 
моменты времени: 

* *ˆ ˆ( ) ( ),  0,..., 1i p kk k i i N    . 

Заметим, что соотношение (16) позволяет, не выполняя итераций (13) и (14), 
сразу вычислить предельную точку итерационной процедуры, что суще-

ственно уменьшает затраты на вычисление коэффициентов ДПФ *ˆ ( )pK l . 

Для того чтобы предлагаемый локальный алгоритм идентификации был 

регуляризирующим, необходимо убедиться в сходимости решения *ˆ ( )k   к 

«точной» ИПФ ( )k   при стремлении уровней шумов измерений входного и 
выходного сигналов идентифицируемой системы к нулю. Определим средне-
квадратическую сходимость построенного решения как 

 
2*ˆ 0M k k    

  при  2 2, 0    , (17) 

где *ˆ ,  k k  – векторы размерности kN , составленные из значений *ˆ ( )ik  , 

( )ik   соответственно. 
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Утверждение 4. Если начальный вектор (0)k̂ , составленный из значений 
 0ˆ ( )ik   «стартовой» функции  0ˆ ( )k  , сходится в среднеквадратическом к 

вектору точного решения k , т. е.  

 
2(0)ˆ 0M k k    

  при  2 2, 0,     (18) 

то имеет место сходимость (17). 
Доказательство этого утверждения проводится аналогично доказатель-

ству в работе [14], но с учетом отношения «шум / сигнал» входного сигнала 
идентифицируемой системы. 

Таким образом, предложенный алгоритм построения решения является 
регуляризирующим, и его можно назвать квазиоптимальным локальным ре-
гуляризирующим алгоритмом. Слово «квазиоптимальный» отражает итера-
ционное уточнение отношения «шум / сигнал» выходного сигнала идентифи-
цируемой системы. 

4. ПРАКТИЧЕСКОЕ ПРИМЕНЕНИЕ ПРЕДЛАГАЕМОГО 
АЛГОРИТМА 

Приведенный локальный регуляризирующий алгоритм достаточно прост 
в вычислительной реализации. Однако он включает два момента, которые 
могут вызвать затруднения при практическом его использовании. 

Первое затруднение обусловлено тем, что ряд соотношений (например, 

(10), (11), (14)) включают дисперсии 2
pZ  и 2

pH соответствующих коэффи-

циентов ДПФ, и для их вычисления необходимо задание дисперсий 2 2 и    , 

которые, как правило, неизвестны или известны с большой ошибкой.  
Второе затруднение вызвано необходимостью задать такой «стартовый» 

вектор (0)k̂  для итерационной процедуры, который бы удовлетворял усло-
вию (18). 

Для устранения первого затруднения приведем оценки для 2
pZ  и 2

pH , 

являющиеся обобщением оценки, построенной в работе [5]. Вначале рас-

смотрим последовательность  ( )pf i , элементы которой можно представить 

как сумму элементов последовательности «точной» правой части и элементов 
последовательности шума правой части, т. е. 

( ) ( ) ( )p p pf i f i i   . 

Так как шум измерения ( )t  имеет более широкий спектр мощности, то 

коэффициенты ДПФ  pF l  правой части интегрального уравнения в некото-

рой окрестности точки  определяются только погрешностями ( )jt . 2l N
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В качестве иллюстрации этого положения на рис. 1 показан график квадрата 

модуля   2
pF l  при 256N  . 

 

 

Рис. 1. Графики значений   2
pF l  выходного  

сигнала 

Видно, что 

   2
pF l  симметричен относительно точки / 2 128l N  ; 

 в диапазоне значений  30, 220l  коэффициенты   2
pF l  в основном 

обусловлены шумом правой части (так как колеблются относительно посто-
янного уровня, примерно равного 0,3) и могут быть использованы для по-

строения оценки  для 2
pH . 

Поэтому оценку для 2
pH определим как 

 

2
1

( )
2 1 2

H

H

L

H H p
H l L

N
D L F l

L 

     
  .  (19) 

Можно показать, что при сделанном выше предположении и соответствую-

щем выборе HL  величина ( )H HD L  является несмещенной оценкой для 2 .
pH   

Так как оценка ( )H HD L  является случайной величиной, то был проведен 
многочисленный эксперимент по вычислению выборочного среднего 

1

1
( ) ( )

sam l
H H HH

sam l

N
m L D L

N 
  , 
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где оценка ( )l
HHD L вычисляется по  l-й реализации правой части, и выбо-

рочного среднеквадратического отклонения ( )H Hs L  по формуле 

2

1

1
( ) ( ) ( )

1

sam l
H H H H HH

sam l

N
s L D L m L

N 

   
  

этой случайной величины для разных уровней шума и форм выходного сиг-
нала. На рис. 2 показаны типичные графики этих выборочных характеристик 
(объем выборки 50)samN   как функции от величины HL . 

 

 

Рис. 2. Выборочные характеристики оценки ( )H HD L  

Точное значение дисперсии 2
pH определялось по формуле (6) и было 

равно 0,581 (на рис. 2 сплошная прямая). Значения ( )H Hm L  на рисунке по-

казаны точечной кривой, а значения ( )H Hs L  – штриховой кривой. Видно, 

что при первоначальном увеличении HL  точность оценки увеличивается за 
счет увеличения объема выборки, равного 2L + 1, при этом смещение оценки 

(т. е. разница 2 ( )
p H HH m L  ) остается незначительным. При дальнейшем 

увеличении HL  ( 110HL  )  появляется заметное смещение оценки  
(т. е. уменьшение точности оценки) из-за включения в выборку коэффициен-
тов ДПФ, содержащих информацию о точной правой части. На практике 
можно рекомендовать выбирать HL из интервала  / 4, / 3N N . 

По аналогии в качестве оценки для дисперсии 2
pZ  можно принять ве-

личину 

 

2
1

( )
2 1 2

Z

Z

L

Z Z p
Z l L

N
D L l

L 

      
  . (20) 
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На практике можно рекомендовать выбирать ZL  также из интервала 

 / 4, / 3N N . 
Таким образом оценки (19) и (20) позволяют преодолеть затруднения, 

возникающие при построении предложенного локального алгоритма иден-
тификации и обусловленные незнанием величин дисперсий шумов изме-
рений входного и выходного сигналов идентифицируемой системы.  

Второе затруднение, связанное с заданием «стартового» вектора (0)k̂ , 
который должен удовлетворять условию (17), можно преодолеть, приняв в 

качестве (0)k̂  вектор регуляризированного решения k . Это решение строит-

ся с использованием глобального регуляризирующего алгоритма [5, 6], кото-
рый учитывает шум измерения входного сигнала не только при нахождении 
устойчивого решения, но и при выборе параметра регуляризации. Построен-
ный на основе критерия оптимальности алгоритм выбора параметра регуля-
ризации гарантирует среднеквадратическую сходимость k  к точному реше-

нию при 2 2,  0    . Таким образом, вектор (0)k̂ k  будет удовлетворять 

условию (17) и может быть принят в качестве «стартового» вектора для ите-
рационной процедуры (13) и (14).   

5. ИССЛЕДОВАНИЕ ЛОКАЛЬНОГО АЛГОРИТМА 
ИДЕНТИФИКАЦИИ 

Для обоснованного применения предложенного локального алгоритма 
идентификации на практике необходимо ответить на вопрос: как соотносятся 
между собой ошибки идентификации локальным регуляризирующим алго-
ритмом и глобальным регуляризирующим алгоритмом [5, 6], который также 
учитывает шум измерения входного сигнала как при нахождении устойчиво-
го решения, так и при выборе параметра регуляризации. Для ответа на этот 
вопрос был проведен обширный вычислительный эксперимент по построе-
нию регуляризированных решений двумя этими алгоритмами и сравнению 
ошибок этих решений. Остановимся на некоторых результатах этого экспе-
римента. 

В качестве импульсной переходной функции использовались два вида 
функций, графики которых приведены на рис. 3: «гладкая» ИПФ – кривая 1 
(будем обозначать ИПФ1); «колебательная» ИПФ – кривая 2 (ИПФ2). Вход-
ной сигнал задавался двумя функциями: «узкополосным» сигналом – кри-
вая 1 на рис. 4 (обозначим ВХОД1) и «широкополосным» – кривая 2 на рис. 4 
(обозначим ВХОД2). Такой выбор входных сигналов был обусловлен тем, 
что для широкополосного сигнала при прочих равных условиях точность 
оценивания ИПФ возрастает. Количество отсчетов ( )j kk N  = 100, количе-

ство отсчетов входного сигнала ( )j  N  = 60, 1 159f kN N N     и  

N = 256. Шаг дискретизации 0,022t  . Шумы измерения как входного, так 

и выходного сигналов моделировались псевдослучайными величинами с 
нормальным распределением, нулевым средним и дисперсией, определяемой 
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относительными уровнями шума. При этом относительные уровни шума пра-
вой части f  и шума измерения входного сигнала   определялись соотно-

шениями f f


   и 


 


, где  f и  – векторы размерности  и fN N , 

составленные из значений ( ) и ( )i jf t    соответственно;  – евклидова  

норма вектора. Точность решения 
W

k  (глобальный регуляризирую- 

щий алгоритм с параметром регуляризации W , вычисленным на основе  

критерия оптимальности [5, 6]) определялась относительной ошибкой 

  W
k W

k k

k

 
   , точность решения *k̂ (предложенный алгоритм иденти-

фикации) – 

*
*

ˆ

k

k k

k


  . Для сопоставления этих двух ошибок введем коэф-

фициент эффективности effK  локального алгоритма идентификации, опреде-

ляемый соотношением 

 
 

* *ˆ
Wk W

eff
k

k k
K

k k

  
 

 
. (21) 

Если 1effK  , то предпочтение следует отдать локальному алгоритму иден-

тификации, в противном случае – глобальному алгоритму. 

 

      

Рис. 3. Импульсные переходные  
функции k (τ) 

Рис. 4. Входные сигнала  
системы 

Заметим, что коэффициент effK  является случайной величиной, значе-

ние которой меняется от одной реализации шумов измерений к другой. По-





Ю.Е. ВОСКОБОЙНИКОВ, Д.А. КРЫСОВ 34

этому в качестве неслучайной характеристики использовалось выборочное 
среднее effK , определяемое выражением 

1

1 sam l
eff eff

sam l

N
K K

N 
  , 

где l
effK  – коэффициент эффективности, вычисленный по l-й реализации 

шумов измерений. Объем выборки в эксперименте 50samN  . 
В работе [15] было показано следующее: 
 большее влияние на ошибку идентификации оказывает уровень шума 

измерения правой части, чем уровень шума входного сигнала; 
 если уровень шума измерения входного сигнала меньше или соизме-

рим с уровнем шума выходного сигнала, то значения параметров регуляриза-
ции, при которых достигаются минимальные ошибки идентификации прак-
тически совпадают как для точно заданного, так и неточно заданного вход-
ных сигналов (хотя сами ошибки идентификации различны). 

Поэтому в вычислительном эксперименте принимался высокий относи-
тельный уровень шума входного сигнала 0,10   (чтобы влияние этого 

шума на ошибку идентификации проявилось в полной мере), а уровни шума 
выходного сигнала f  задавались равными 0,02; 0,05 и 0,10. 

В табл. 1 приведены средние значения коэффициента эффективности 

effK при идентификации ИПФ1 с двумя входными сигналами ВХОД1 и 

ВХОД2, а в табл. 2 – при идентификации ИПФ2. 

Таблица 1 

Коэффициенты эффективности при идентификации ИПФ1 

Уровень шума f  
Значения коэффициента эффективности effK  

ВХОД1 ВХОД2 

0,02 1,12 1,15 

0,05 1,09 1,11 

0,10 1,05 1,06 

 

Таблица 2 

Коэффициенты эффективности при идентификации ИПФ2 

Уровень шума f  
Значения коэффициента эффективности effK  

ВХОД1 ВХОД2 

0,02 1,14 1,15 

0,05 1,11 1,12 

0,10 1,07 1,08 
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Анализируя приведенные значения effK , можно сделать следующие вы-

воды: 
 для всех уровней шума правой части и используемых входных сигна-

лов более предпочтительным является локальный регуляризирующий алго-
ритм идентификации (так как 1effK  ); 

 по мере увеличения уровня шума измерения правой части значение ко-
эффициента эффективности уменьшается, но он остается больше единицы. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предложенный локальный регуляризирующий алгоритм идентификации 
имеет высокую вычислительную эффективность, обусловленную как алго-
ритмом быстрого преобразования Фурье (для вычисления прямого и обратно-
го ДПФ), так и алгоритмом вычисления коэффициентов ДПФ регуляризиро-
ванного решения (достаточно простые скалярные вычисления). Он позволяет 
строить устойчивые решения с ошибками, меньше чем ошибки регуляризи-
рованных решений, зависящие только от одного параметра регуляризации. 
Алгоритм может быть использован для параметрической идентификации ди-
намической системы, математической моделью которой выступает инте-
гральное уравнение Фредгольма I рода.  
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As a model of a stationary dynamical system, Volterra Integral Equation of the First 
Kind with a difference kernel is often used. For such a model, the problem of nonparametric 
identification consists in estimating this difference kernel (called the impulse response func-
tion) from the measured values of the input and output signals of an identifiable dynamical sys-
tem. As you know, this problem is ill-posed, i.e. the solution may not exist, be not a unique one 
and be unstable with respect to the errors (measurement noise) of the original data. To obtain a 
unique stable (but approximate) solution, various methods of regularization are used, in particu-
lar, the A.N. Tikhonov regularization method [1, 2]. In this case, the computational basis of the 
algorithms implementing these methods is the discrete Fourier transform (DFT) [3, 4]. A char-
acteristic feature of these algorithms is that the DFT coefficients of the regularized solution de-
pend on one parameter called the regularization parameter. By choosing this parameter, an ac-
ceptable accuracy of the regularized solution and its convergence are achieved. In this case 
(with respect to the identification problem under consideration) it is assumed that an input sig-
nal (the kernel of the integral equation) is specified exactly, and an output signal of the system 
is recorded with some random error. However, this assumption is rarely satisfied in practice as 
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the input and output signals of the system are measured and recorded by devices of approxi-
mately the same accuracy class and, consequently, both input and output signals are prescribed 
with arbitrary measurement noises. In the works of the author (for example, [4-6]), for the case 
when these noises were not correlated, a regularizing algorithm was proposed which took nois-
es into account both in finding a stable solution and in estimating an optimal regularization pa-
rameter. However, the presence of only one control parameter, i.e. the regularization parameter, 
does not allow us to select a regularizing factor for every DFT coefficient that minimizes an er-
ror in calculating this coefficient and the entire regularized solution as a whole. Therefore, in 
this paper we propose an approach to finding a regularized solution of its quasi-optimal regular-
izing factor based on the condition of a minimum root-mean-square identification error for eve-
ry DFT coefficient. An iterative procedure is developed for the signal-to-noise ratio relation in-
cluded in the regularizing factor and the limit points of this procedure are found. The computa-
tional experiment performed showed a higher accuracy of identification by the proposed local 
regularizing algorithm in comparison with the regularizing algorithm which depends on one 
regularization parameter. 

Keywords: Nonparametric identification, optimal regularizing algorithm, ill-posed prob-
lems, local regularization algorithm for identification, Volterra integral equation of the first 
kind, iterative procedure for calculation of the local Signal-to-Noise ratio, convergence of the 
regularized solution of the identification problem, efficiency of the local regularization algo-
rithm for identification. 
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