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В работе в интересах разработки процедур обработки текстов рассматривается возмож-
ность использования точных распределений вероятностей значений статистик для построения 
статистических критериев согласия с равновероятным распределением. Проводится сравнение 
вычислительной сложности расчета точных распределений методом полного перебора и час-
тотным методом. Показывается, что вычислительная сложность частотного метода расчета 
точных распределений намного меньше вычислительной сложности метода полного перебора, 
но и она не позволяет провести за приемлемое время вычисления точных распределений на 
современных высокопроизводительных вычислительных системах для практически значимых 
значений параметров текстов даже при кардинальной модернизации вычислительных систем 
путем применения новейших вычислительных элементов. За счет сужения класса используе-
мых статистик до класса симметричных аддитивно разделяемых статистик проведен выбор 
направления модернизации частотного метода расчета точных распределений, заключающийся 
в ограничении перебираемого выборочного пространства. Показана принципиальная возмож-
ность применения модернизированного метода в областях значений параметров текстов, где 
высокая вычислительная сложность частотного метода не позволяет выполнить расчет точных 
распределений. На основе результатов по оценке вероятности значений статистики макси-
мальной частоты проведена модернизация частотного метода расчета точных распределений, в 
результате которой разработана методика расчета ∆-точных распределений, которые отлича-
ются от точных распределений не более чем на заранее заданную величину ∆. Описана поша-
говая детализация методики расчета ∆-точных распределений, позволяющая применять ее для 
проведения практических расчетов. Приводятся конкретные результаты по применению мето-
дики расчета ∆-точных распределений для значений параметров текстов, расчет точных рас-
пределений для которых на современном этапе невозможен из-за его большой вычислительной 
сложности. 

Ключевые слова: вероятность, статистика, критерий, точное распределение, предельное 
распределение, вычислительная сложность метода, производительность многопроцессорной 
вычислительной системы. 
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ВВЕДЕНИЕ 

При построении информационных моделей задач обработки текстов [1] 
для выделения их из массивов, знаки в которых распределены случайным 
равновероятным образом, часто используются статистические критерии со-
гласия с равновероятным распределением. 

Пусть из некоторого массива, состоящего из М текстов длиной n, содер-
жащих знаки алфавита  1 , ... , N NA a a  мощностью N, 

, 1  , ,( ) { ( ) (  ) },    1, ,n N nT j t j t j j М    

нужно отобрать тексты, являющиеся реализациями случайных выборок дли-
ны n из равновероятного распределения на алфавите мощностью N. 

Отбор текстов с равновероятным распределением знаков производится с 
помощью применения критерия согласия с равновероятным распределени-
ем [2], использующим некоторую статистику nS   текста длины n, являющу-

юся функцией от ih  частот встречаемости знаков (исходов) текста ia  из ал-

фавита NA  мощности N: 

 ƒ ,  nS n N . 

Часть ложно отобранных как равновероятные текстов, содержащих 
неравновероятное распределение знаков, определяет размер применяемого 
критерия  [3]. 

Для определения размера критерия  необходимо знать вероятность 
распределения значений применяемой в критерии статистики :nS   

{ }nP S c , 

связанного с размером критерия  соотношением [4]: 

{ } nP S c   . 

В статистическом критерии согласия могут использоваться как точные 
распределения значений вероятности (точные распределения) статистики nS , 
расчету которых посвящены работы автора [5, 6], так и предельные распреде-
ления вероятности значений (предельные распределения) статистики nS , 
определяемые свойствами самой функциями ƒ, например, как это показано 
Хельмертом [7] и Пирсоном [8]. 

Целью данной работы является выбор направления и обоснование воз-
можности модернизации метода вычисления точных распределений вероят-
ности значений симметричных аддитивно разделимых статистик, позволяю-
щего вычислять распределения вероятности значений указанных статистик, 
сколь угодно близкие к их точным распределениям, а также разработка мето-
дики этого расчета. 
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1. МЕТОДЫ РАСЧЕТА ТОЧНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
ВЕРОЯТНОСТЕЙ ЗНАЧЕНИЙ СТАТИСТИК 

В работах автора [5, 6] уже исследовался вопрос расчета точных распре-
делений статистики nS  хи-квадрат n , предложенной в работе [9] и исследу-
емой Карлом Пирсоном в [8, 10]: 

2

1

( )N
i i

n
ii

h np

np


   , 

где ih  – частота встречаемости знака (исхода) ia ; n – длина текста (объем 
выборки);  N – число исходов полиномиальной схемы (мощность алфави-
та )NA  и ip  – вероятность ia -го исхода. 

В работе автора [5] расчеты точных распределений статистики n  ис-
следовались в общем случае, без учета свойств класса статистик, к которым 
она принадлежит. Показано, что вычислительная сложность такого расчета 
методом полного перебора для параметров текстов (n, N) сопоставима со 
сложностью перечисления всех текстов  , ( )n NT j  длины n в алфавите мощ-

ностью N и оценивается как )( nO N , что не позволяет проводить расчеты за 
приемлемое время для практических значений параметров. 

В работе автора [6] расчеты точных распределений статистики n  ис-
следовались с учетом свойств класса симметричных аддитивно разделимых 
статистик, к которым принадлежит статика n . Показано, что вычислитель-
ная сложность такого расчета для параметров текстов (n, N) с использованием 
частотного метода сопоставима со сложностью перечисления всех решений 
уравнения 

 1 Nh h n   (1) 

в целых неотрицательных числах, т. е. 0 ih n  . Число таких решений урав-
нения (1) согласно [11] равно числу сочетаний с повторениями из N элемен-
тов по n: 

1N n

n

  
 
 

. 

Отметим, что с каждым решением уравнения (1) связано 

1n N n

nN
  

 
 

 

текстов  , ( )n NT j  длины n в алфавите мощностью N. 

Максимальные значения параметров текстов (n, N), для которых могут 
быть рассчитаны точные распределения статистик nS  методом полного пе-
ребора и частотным методом, рассчитаны в работах [5, 6] и приведены на ри-
сунке. 
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Диаграмма параметров, для которых могут быть рассчитаны  

точные распределения:  

1 – методом полного перебора, 2 – частотным методом 

Хотя вычислительная сложность частотного метода расчета точных рас-
пределений вероятностей значений статистик намного меньше вычислитель-
ной сложности метода полного перебора, но и она не позволяет за приемле-
мое время провести вычисления точных распределений на современных вы-
сокопроизводительных вычислительных системах [11, 12] для практически 
значимых значений параметров текстов n > 50, N > 64 даже при их карди-
нальной модернизации [13]. 

2. НАПРАВЛЕНИЕ МОДЕРНИЗАЦИИ ЧАСТОТНОГО 
МЕТОДА РАСЧЕТА ТОЧНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
ЗНАЧЕНИЙ СТАТИСТИК 

Частотный метод расчета точных распределений вероятностей значений 
статистик, имеющий наименьшую из рассматриваемых методов расчета точ-
ных распределений вычислительную сложность, не дает возможности прове-
сти расчет в интересующих областях изменения параметров (n, N). Это про-
исходит из-за того, что при переборе всех возможных решений уравнения (1) 
каждое ih  перебирается в следующем диапазоне натуральных (целых поло-
жительных) чисел 

 , (2) 

что определяет область перебора решений. 
Интуитивно ясно, что тексты, частотные характеристики которых 

1, ,  ( ) Nh h  мы изучаем, при равновероятном распределении знаков могут 

состоять только из одного какого-либо знака ia  алфавита 1,... , } {N NA a a  

либо только из двух знаков алфавита NA  и т. д. Данное предположение ин-

}0,,,1|{ nhhNih iii 
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терпретируется следующим образом: очень маловероятны решения уравне-
ния (1) следующих видов: 

1 1 1

2 2 2

3

0 0

0 0
, , .... ,

...... 0 ......

0 0N N N

h n h h

h h n h

h

h h h n

       
            

     
            

 

либо 

1 1 1

2 2 2

3 3

4 1

1 1 1

1 0 0

0 1 ....., , .... ,

..... 0 0

0 0 1
N

N N N

h n h n h n

h h h

h h

h h

h h h


          
            

      
           
            

 

и так далее. 
Следовательно, для поиска возможности расчета точных распределений 

частотным методом [6] необходимо некоторым образом ограничить область 
перебора решений (2) уравнения (1) некоторым значением m: 

 { | 1, , , 0 , }i i ih i N h N h m m n     . (3) 

Будем учитывать, что ограничение области перебора может привести к 
потере точности рассчитанного распределения вероятностей значений стати-
стик в том смысле, что оно будет отличаться от точного распределения, кото-
рое мы посчитать не имеем возможности. 

Рассмотрение вопроса ограничения области перебора (2) приводит нас к 
рассмотрению поведения статистики максимальной частоты nM , связанной с 

параметрами области перебора 1, ,  ( ) Nh h  следующим образом: 

1
max

N
n i

i
M h


 . 

Опираясь на известное утверждение теории вероятности (в частности,  
см. [14]) 

( ) ( ) ( )P A P AB P AB  , 

выпишем равенство для вероятностей значений статистики с учетом возмож-
ных ограничений (3) области перебора 

 . (4) 

Если удастся подобрать m так, чтобы 

 , (5) 

},{},{}{ mMcSPmMcSPcSP nnnnn 

 },{ mMcSP nn
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то 

 , (6) 

и по нашему предположению (выражение (5)) 

 . (7) 

Следовательно, вместо вычисления вероятностей значений статистики Sn 
на всей области значений (2) { }nP S c  (точного распределения) можно бу-
дет вычислять вероятности значений статистики Sn на ограниченной области 
(3) { , }n nP S c M m  , и вычисленные вероятности не будут отличаться от 
вероятностей, вычисленных на всей области значений, более чем на величину 
 . В отличие от точного значения вероятности { }nP S c  вероятность 

{ , }n nP S c M m    будем  называть  ∆-точной, а соответствующее ей распре-
деление вероятностей по аналогии с [16] – ∆-точным распределением. 

Остается обсудить вопрос о том, как ограничить область перебираемых 
значений, т. е. как выбрать m так, чтобы { , }n nP S c M m    . 

Вероятность { }nP M m  может быть вычислена с помощью рекуррент-
ной формулы Б.И. Селиванова, предложенной им в 70-х годах ХХ века и 
впервые опубликованной в трудах МГУ им. М.В. Ломоносова. 

 ( )
1 1

0

1
{ } { }

n m
n n v v v

v

n
P M m P M m d

v N
  



    
 

   (8) 

с начальным условием 0{ } 1P M m  , где 
 

!

! !

n n

n
       

 – биномиальный 

коэффициент, а коэффициенты ( )
1

md   вычисляются по следующей рекур-

рентной формуле: 

 
1( ) ( )

1 1
1

mm m
v n v

v

n
d d

v


  



    
 

  (9) 

с начальным условием 

( )
1 1md  , 

 ( ) ( ) ( )
2 3 1... 0m m m

md d d     ,  

( ) 1m
md   , 

( )
1

m
md m  . 

},{},{}{ mMcSPmMcSPcSP nnnnn 

 },{}{ mMcSPcSP nnn

(10)
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Таким образом, заранее задав точность ∆, например 510 ,  и исполь- 
зуя соотношения (8), (9) и (10), можем подобрать значение m, для ко- 

торого { } 1nP M m    . Например, для n = 50, N = 26 и 510   

50{ 12} 0,9999992P M    и соответственно m = 12. Следовательно, область 

перебора решений уравнения (2) для расчета вероятностей уменьшена с  

{ | 1,26, , 0 50}i i ih i h N h     

до 

{ | 1,26, , 0 12}i i ih i h N h    . 

3. МЕТОДИКА РАСЧЕТА ∆-ТОЧНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
ВЕРОЯТНОСТЕЙ ЗНАЧЕНИЙ СТАТИСТИК 

Для применения модернизированного частотного метода определим   

как число значений ih  из уравнения (1), равных ν. Тогда для расчета вероят-

ностей от перечисления решений уравнения (1) 

1 Nh h n   

можно перейти к перебору решений системы уравнений 

 0 1

1 2

... ,

1 2 ... .
n

n

N

n n

      
       

 (11) 

Учитывая ограничения (3) на область перебора решений уравнения (1) 
получаем, что при принятых ограничениях 

 1 2 ... 0m m n         (12) 

можно от перебора решений системы уравнений (11) перейти к перебору усе-
ченной системы уравнений (m < n): 

 0 1

1 2

... ,

1 2 ... .
m

m

N

m n

    
       

 (13) 

Выделяя независимые переменные и применяя метод их последователь-
ного задания с определением зависимых переменных, получаем все решения 
системы (13): 

   ( ) ( )( ) ( )
0 1| ,  , ...,  ,  1, .i ii i

m i Z      (14) 
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Для рассматриваемого примера при n = 50, N = 26 и 510   

50{ 12} 0,9999992P M    и соответственно m = 12, а вычисленное Z = 92 154, 

что намного меньше, чем сложность просто частотного метода, равная числу 
сочетаний с повторениями из N элементов по n и оцениваемая как 5 · 1019. 
Расчеты проводились с помощью программ, составленных на высокоуровне-
вом языке Python [17] 64-битной версии 3.5.1 с использованием модуля 
decimal для работы с числами большой разрядности. 

Заметим, что в соответствии с [18] с каждым решением системы (13) 
связано  

 ( )
( ) ( ) ( )
0 1

!

! !.... !

i
i i i

m

N
K 

  
 (15) 

решений уравнения (1). Тогда ( )iP  – вероятность того, что решение уравне-
ния (11) 

  ( ) ( ) ( )
0 1, , ... ,i i i

n     

примет значение ( )i  из (14), равна 

 
( )( ) ( )
32

( ) ( ) !

(2!) (3!) ... ( !)
ii i

m

i i

n

n
P K

m N
 


   

 (16) 

Теперь для каждого  ( ) | 1,i i Z   мы можем вычислить ( )iP  и значение 

статистики ( )i
nS , например ( )i

n , где 

 
2

( ) ( ) ( )

0
( )

mi i i
n n

N n

n N


         
 

 . (17) 

Имея вычисленные  ( ) ( ) ( ), , | 1,i i i
nP S i   , можно перейти непосред-

ственно к вычислению вероятностей { }nP S c . Для этого для всех  

( )

1
| 1, 2, .... , max

Z i
j n

i
c j S



  
 

 

вычисляем 

 ( ) ( )

1
{ } ,

Z i i
n j n j

i
P S c P I S c


   , 
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где 

 
( )

( )
( )

1 при ,
,

0 при .

i
n ji

n j i
n j

S c
I S c

S c

  


 

Таким образом, вычисленная последовательность 

( )

1
{ }|, 1, 2, .... ,max

Z i
n j n

i
P S c j S



   
 

 

является дискретным распределением статистики nS , отличающимся от точ-

ного распределения не более чем на заданную величину ∆. 
После проведенных рассуждений можно перейти к формализации мето-

дики расчета ∆-точных распределений вероятностей значений симметричных 
аддитивно разделимых статистик. 

Пусть n – длина выборки (текста) и N – мощность алфавита текста. Точ-
ное распределение вероятностей значений статистики  { }n Т nS P S c   мы 

рассчитать не можем, поэтому нам надо рассчитать ∆-точное распределе-
ние { }nP S c  , отличающееся от точного не более чем на заданную величи-

ну ∆: 

{ } { }T n nP S c P S c     . 

Для этого предпринимаем следующие шаги, которые и составляют суть 
методики. 

Шаг 1. По заданным (n, N) и выбранной точности ∆ (например, 510 )  

для ограничения области перебора решений уравнения и нахождения m по 
формулам (8), (9) и (10) последовательно вычисляем 

1{ 2}P M  , 2{ 2}P M  ,…, { 2}nP M  , 

1{ 3}P M  , 2{ 3}P M  ,…, { 3}nP M  , 

1{ }P M m , 2{ }P M m ,…, { }nP M m , 

пока не выполнится условие { } 1nP M m    . Таким образом определя-

ем m. 
Шаг 2. Для перечисления всех решений системы уравнений 

0 1

1 2

... ,

1 2 ...
m

m

N

m n

     
       
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выделяем независимые переменные и применяем метод их последовательно-
го задания с определением зависимых переменных. Получаем все Z решений 

  ( ) ( )( ) ( )
0 1| , , ... ,  1, .i ii i

m i Z      

Шаг 3. Для каждого решения  

  ( ) ( )( ) ( )
0 1| , , ... ,  1,i ii i

m i Z      

вычисляем значение статистики ( )i
nS  (например, по формуле (17)), а по фор-

мулам (15) и (16) – вероятность его появления ( )iP . Таким образом, имеем 

вычисленные решения уравнения ( )i , значения статистики от этих решений 
( )i
nS  и их вероятности ( )iP    ( ) ( ) ( ), , | 1,i i i

nS P i   . Необходимо отметить, 

что формулы расчета значений одной и той же статистики от значений частот 
встречаемости знаков ih  и от значений так называемых «вторых» маркиро-

вок   отличаются друг от друга. Этот факт необходимо учитывать при про-

ведении расчетов. 
Шаг 4. Для получения распределения вероятностей значений { }n jP S c  

маркируем значения статистики  ( ) | 1,i
nS i    в интервалах 

( )

1
| 1, 2, .... , max

Z i
j n

i
c j S



  
 

 с одновременным суммированием соответствую-

щих ( )iP . 
Описание методики окончено. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ВЫВОДЫ 

В работе рассмотрены направление и возможность модернизации ча-
стотного метода расчета точных распределений значений симметричных ад-
дитивно разделимых статистик для его применения в области значений пара-
метров, для которых частотный метод не может быть применим из-за его 
большой вычислительной сложности. 

Показана возможность применения модернизированного частотного ме-
тода для расчета распределений значений симметричных аддитивно раздели-
мых статистик, отличающихся от точных распределений не более чем на за-
ранее заданную величину ∆. 

На основе модернизации частотного метода разработана методика рас-
чета ∆-точных распределений, отличающихся от точных распределений не 
более чем на заранее заданную величину. 

Показана возможность применения методики расчета ∆-точных распре-
делений для областей значений параметров статистической выборки (тек-
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стов), для которых точные распределения не могут быть рассчитаны из-за 
своей большой вычислительной и временной сложности. 

Приводятся результаты расчета ∆-точных распределений для конкрет-
ных значений параметров выборки. 

Необходимость проведения статистического анализа текстов на всем 
практическом спектре их параметров требует исследования сложности мето-
дики расчета ∆-точных распределений для областей значений параметров 
текстов, в которых не могут быть применены предельные распределения, что 
является предметом дальнейших исследований автора. 
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In the paper, in order to develop some text processing procedures we consider a possibil-
ity of using exact distributions of statistical probabilities for creating statistical goodness-of-fit 
tests with an equiprobable distribution. We compare the computational complexity of exact dis-
tributions using the trivial method of full enumeration and the frequency method. It is proved 
that the computational complexity of the frequency method of exact distribution calculation is 
considerably lower than the computational complexity of the method of full enumeration. 
However, it also does not allow calculation of exact distributions for practically meaningful 
values of text parameters during an appropriate time on modern high-performance computer 
systems, even in case of cardinal upgrade of computer systems by means of advanced compu-
ting elements. Owing to narrowing of the class of the used statistics to the class of symmetrical 
additively-partitioned statistics, we have chosen the direction of improvement of the frequency 
method of exact distribution calculation. The aim is to restrain the enumerated sample space. 
Besides, we prove a principle possibility of application of the improved method in the areas of 
text parameters, where high computational complexity of the frequency method does not allow 
calculation of exact distributions. Based on the results of the estimation of maximum frequency 
statistic probability, we have improved the frequency method of exact distribution calculations. 
As a result, we have created a methodology of calculation of ∆exact distributions, which differ 
from exact distributions no more than by the predetermined value ∆. A step-by-step description 
of the calculation methodology of ∆exact distributions, which allows its practical application, 
is given. Besides, the results of the application of the methodology of the ∆exact distribution 
calculation of text parameters are given. At present the calculation of exact distributions of the-
se text parameters is impossible due to its high computational complexity. 

Keywords: probability, statistics, criterion/test, exact distribution, limit distribution, 
computational complexity of method, performance of multiprocessor computer system 
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