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Работа посвящена исследованию линейных колебаний механической системы с одной 
степенью свободы при случайных кинематических возбуждениях. Для общего случая нестаци-
онарного воздействия задача решается методом функции Грина. Применением теории случай-
ных функции получены общие выражения для определения математического ожидания и кор-
реляционной функции выходного процесса. Рассмотрены нестационарные колебания системы 
при стационарных возбуждениях двух типов: в виде «белого шума» и экспоненциально-
коррелированного процесса. Для этих воздействий определены выражения для корреляцион-
ной функции и дисперсии выходного процесса. Также определено выражение для дисперсии 
относительного перемещения массы. Такой режим колебаний характерен для  переходных 
процессов в системе. Путем увеличения времени наблюдения осуществлен переход к устано-
вившемуся режиму колебаний системы. 

Спектральным методом решена задача о стационарных колебаниях системы при стацио-
нарных случайных кинематических воздействиях. Полученное решение использовано для 
определения вероятностных характеристик колебаний подвески автомобиля от воздействия 
случайного микропрофиля дороги. При этом кинематическое воздействие представлено слу-
чайными процессами двух видов: экспоненциально-коррелированным процессом и косинусои-
дальным процессом. На основе решения задачи могут быть получены общие соотношения для 
определения спектральной плотности и корреляционной функции динамической составляю-
щей силы в подвеске.  

Полученные в работе результаты могут быть использованы при расчете и проектирова-
нии систем виброзащиты оборудования и рабочих мест от случайных кинематических воздей-
ствий, а также для оценки погрешности показаний приборов и аппаратуры, установленных на 
основаниях, испытывающих случайные вибрации.  

Ключевые слова: случайные колебания, динамическая модель, кинематическое воздей-
ствие, функция Грина, корреляционная функция, спектральная плотность, дисперсия, спек-
тральный метод, виброзащита 

                                                      
* Статья получена 10 сентября 2018 г. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Кинематическое воздействие на механическую систему возникает при 
всяком движении основания, на котором она установлена. Это многочислен-
ные устройства амортизации и демпфирования транспортных средств, систе-
мы виброзащиты различного оборудования и операторов горно-
транспортных машин, средства виброзащиты приборов и аппаратуры на ле-
тательных аппаратах и морских судах, а также сейсмические воздействия на 
сооружения. Эти кинематические воздействия в большинстве случаев явля-
ются случайными или имеют в составе случайные флуктуации. В связи с 
этим анализ колебаний механических систем при случайных кинематических 
возбуждениях представляет большой интерес для инженерных приложений. 
Решение этих задач является необходимым этапом при расчете и проектиро-
вании элементов машин и приборов, при прогнозировании их надежности и 
долговечности. Кроме того, из-за колебаний основания искажаются показа-
ния приборов, установленных на них, и нарушается работа аппаратуры. 

Вопросы анализа колебаний механических систем при кинематических 
воздействиях изучаются давно применительно к системам виброзащи-
ты [1, 2]. Исследования в этом направлений продолжаются и в настоящее 
время [3–6]. В монографии [7] параметры кинематического воздействия рас-
сматриваются как случайные величины.  

Методы расчета механических систем на случайные воздействия изло-
жены в монографиях [8–11]. Из них следует, что для анализа нестационарных 
колебаний линейных систем наиболее подходят метод функции Грина и ме-
тод дифференциальных уравнений, а для стационарных процессов наиболее 
эффективен метод спектральных представлений.  

Вопросы применения стохастических методов к задачам виброзащиты 
рассмотрены в работах [12–14]. Анализу колебаний в системах виброза-
щиты при детерминированных и случайных воздействиях посвящены ра-
боты [15–18].  

Анализ журнальных статей показывает, что исследованию колебаний 
механических систем при различных типах случайных кинематических воз-
буждений уделено недостаточно внимания. Данная работа посвящена вос-
полнению этого пробела. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  

Рассмотрим динамическую модель механической системы с одной сте-
пенью свободы, показанную на рисунке, где масса m через упруго-
диссипативный элемент с характеристиками ,  с   соединяется с жестким ос-
нованием. В некоторый момент времени 0 0t   основание получает смеще-

ние 0 ( ).y t  Тогда уравнение движения массы имеет вид 

 2 2
0 0 0 02 2у у у у у          ,  (1) 

где 2
0 /с m   – частота собственных колебаний; 2 / m    – коэффициент 

затухания. 
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Динамическая модель системы 

Dynamic system model 

Решение этого уравнения при нулевых начальных условиях имеет вид 

  2
0 0 0

0

1
( ) 2

t
у k t у у d      

 
 , (2) 

где 2 2
0p     , ( )( ) sin ( )tk t e p t      . 

Смещение 0у  считаем в общем случае случайной нестационарной 
функцией с известными вероятностными характеристиками. Вероятностные 
характеристики случайной функции представляют собой неслучайные функ-
ции: математическое ожидание ),(ym t  дисперсия ),(yD t  корреляционная 

функция ( , )yK t t  и спектральная плотность ).(yS    

Вероятностные характеристики решения (2) равны: 

 0 0
2
0

0

1
2 ( )

t

у у уm m m k t d
p

        ; 

 
1

0 0 0 0 0 0 0
4 2 2
0 02

0 0

1
2 4

tt

у у у у у у у уK K K K K
p

                

 1 1 1( ) ( )k t k t d d       , (3) 

где 
0 0

/у ym dm dt , а корреляционные функции смещения и его производной 

определяются по формуле [8]: 

( , ')

( ')p q

p q

x x p q

K t t
K

t t




 
, 

где p , q  – порядки производных. 
Рассмотрим действие стационарного кинематического возбуждения. При 

этом возможны как нестандартные колебания, если время процесса меньше 
времени ,st  необходимого для практического затухания переходных процес-

сов, так и стационарные, если время процесса больше времени .st  Определим 
вероятностные характеристики колебания массы при различных типах слу-
чайного воздействия. 
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2. НЕСТАЦИОНАРНЫЕ КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМЫ  

Пусть движение основания представляет собой стационарный процесс в 
виде «белого шума»: 

0
0уm  , 

0 ( ) 0 ( )уK S    , 

где 0S  – интенсивность процесса; ( )   – дельта-функция Дирака. 
Корреляционную функцию решения определяем по формуле (3): 

1
4 20 1
0 1 0 1 1 12

0 0 0

( )
( ) ( ) 2 ( ) ( )

tt t

y
S

K k t k t d k t k t d d
p

                   
  

    

1 1 2
21 1

1 1 1 1 1
1 10 0 0 0

( ) ( )
( ) ( ) 4 ( ) ( )

t tt t
k t k t k t k t d d

                        
   

     

 4 2 20
0 1 0 2 3 42

2 ( ) 4 .
S

I I I I
p

          (4) 

Вычислим интегралы iI : 

1

2

1 2
0

( ) 2 2
1 1 02

cos sin
4

1
cos ( ) sin ( ) cos ,

t

t t

p
I e p t p t

p

e p t t p p t t p t
p



 

        
  

          

 

где 1t t t   . 
Для вычисления остальных интегралов воспользуемся следующим свой-

ством дельта-функции [9]: 

0 0( ) ( ) ( )t t t dt t



       . 

Тогда 

1

1 1
3

10

( )
( )

t k t
I k t d

 

   
       
  

 1( )
1 1

0

( ) cos ( ) sin ( )
t

tk t e p p t p t d            

1( )
1sin cos cos ( ) sin .

4
tt tp

e p t p t p t t e p t
p p
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Для вычисления 2I  достаточно здесь поменять местами t  и 1t . Тогда 

 1( )
2 3 10,5 cos cos ( )t tI I e p t p t t      . 

Интеграл 

  

1

1

1

1
4 1 1 1

10 0

1 1

10

( )
1 1

0

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) cos ( ) sin ( ) .

tt

t

t
t

I k t k t d d

k t
k t d

k t e p p t p t d

 

 

    
        

   

                 


         



 





 

После дифференцирования, интегрирования и приведения подобных 
членов получим 

1
2 2

( ) 0
4 1 1

2
2sin cos sin ( ) cos ( )

4
t tp

I e p t p t p t t p t t
p p

               
   

 

cos sin .t p
e p t p t        

 

Подставляя далее эти интегралы в выражение (4) и распространяя ре-
зультат на всю числовую ось, получаем 

   2 2 2 20
0 0( ) 4 cos 4 sin

4y
S

K e p p
p

                 
 

1
4 4

( ) 20 0 8
cos 8 sin

4
t tS

e p p
p p

    
     


 

    2 2 2 2
0 1 0 13 4 cos ( ) 4 sin ( ) .p t t p t t

p

           
 (5) 

Полагая здесь 1  ( 0)t t   , получаем выражение для дисперсии 

  2 2 2 2 4 4 2 2 20
0 0 04 8 3 4 cos2

4
t

y
S

D p e pt                 
 

   2 2
0 4 sin 2

p
pt     

. (6) 
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По истечении определенного времени ( )t   процесс становится ста-
ционарным и его корреляционная функция определяется первым слагаемым с 
квадратной скобкой в выражении (5), а дисперсия 

 2 2
0 04 4yD S     . 

Эти результаты легко получить из уравнения (1) спектральным методом: 

4 2 2
0 0

2 2

4
( )

2 ( ) ( )y
S

S
A A

   
 

  
, 

где 2 2
2 0( ) 2A i      . 
Корреляционная функция стационарного процесса определяется выра-

жением  

 ( ) ( ) .i t
y yK S e d





     (7) 

Применяя теорему о вычетах, получаем 

4 2 22
0 0

2 21

4
( ) 2

2 ( ) ( )
kik

y
k kk

S
K i e

A A
 



   
  

  
 , 

где k  – полином  2A  : 

1 p i    ,   2 p i     ,   2 2( )A i    . 

После подстановки k  и алгебраических преобразований получаем 

   2 2 2 20
0 0( ) 4 cos 4 sin

4y
S

K e p p
p

                
. 

Рассмотрим теперь экспоненциально-коррелированное кинематическое 
воздействие: 

0
0,ym        

0
2

( ) .yK e 
    

В этом случае корреляционные функции, входящие под знак интеграла, 
имеют вид 1( )u      

0
0

2 2
0 sign ;

u
y u

y y
K d ue du

K e u
u du d


 

     
    

 0 0
0 0

2
2 2

0 0
1 1

sign ; 2 ( ) .
y yu u

y y y y

K K
K e u K e u  
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Здесь использованы следующие свойства обобщенных функций: 

sign
d u

u
d u

 ;   
(sign )

2 ( )
d u

u
d u

  . 

После подстановки этих выражений в (3) получаем 

1
1

2
4 2 2 2
0 1 1 1 12

0 0

8 ( ) 4 ( ) ( ) ;
tt

yK k t k t e d d
p

                       

  1
2

4 2 2 2 2
( ) 0 1 12

00 0

4 ( ) ( ) 8 ( )
t t t

y tD k t k t e d d k t d
p

                      
  

    

 
2

4 2 2 2
0 02

4 8qI I
p

           . 

Вычислим интеграл qI . Внутренний интеграл представим в виде суммы 

двух интегралов, не содержащих модуля: 

1 1( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

0

sin ( ) sin ( ) .
t

e t e d e t e d


      


           

С учетом того, что 

1 2 2
0

sin cos
sin ( )

t at
at pe a t t

I e t d
a

   
     

 
 , 

2 2
2 2

0 0

sin ( )sin sin cos sin cos
4

t
tp p p

I e t d t t e t t                     
 , 

2
3

0

2 2
2

2
0

sin ( )cos

2
cos sin cos sin ,

4

t

t

I e t d

p p p
t t e t t





      

                   


 

после математических преобразований получаем 

 
 

 
2

( )
22 2 2 2 2 2 20 0 0

2 ( )sin cos( 2 )

2 2 4

t
q

p t tp
I e         

  
         

 

 
 

2 2 2
0 0 2

2 2 2
0 0

( ) 2 cos2 ( 2 )sin 2

2 2

t
pt p t

e 
             


    

. 
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Вычислим интеграл 0:I  

   22 2 2 2 2
0 02

0 0

1
sin ( ) cos2 sin 2

4

t
t tI p t e d p pt p t e                 

 . 

Теперь после математических преобразований имеем 

 
 

 

4 2 22 2 02 0
( ) 22 2 2 2 2 20 0

2 4( 2 ) 4

2 2 4
y tD

                         

 

 
2 2

( )
2 2 2

0

cos sin
2 2

t
t e

pt pt e
p p

 
                  

 

  4 2 4 2 2
0 0 0 0( ) 4 ( 2 ) 4 ( ) cos2pt                             

 2 2
0 ( 2 ) 4 sin 2 .p pt          (8) 

Определим дисперсию относительно перемещения массы 0y y   : 

  0 0

2
0( ) ( ) 2 .t t y y yyD M y y D D K         

Корреляционный момент с учетом решения (2) равен  

 0 0( ) 0( ) 0( ) 0( )
2
0

0

1
( ) 2 .

t t

t

yyK k t M y y M y y d
p  

               

Здесь 
0( ) 0( ) 0

2( , ) ;
t

t
yM y y K t e


         

0( ) 0( ) 0( )

0( ) 2 2 sign( )
t t

t ty
M y M y y e e t


                    

. 

Учитывая, что под интегралом t   , получаем 

 0

2
2 ( )
0

0
( ) 2

t
t

yyK k t e d
p

 
         

 
2

2 ( )0
2 2
0

2
1 cos sin

2

tpt pt e
p

                     
. (9) 

Дисперсия отклонения   в момент времени kt  с учетом формул (8) и 
(9) равна 

 
 

2
02

2 2
0

2
( )

2 2
kD t
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2 2
0 ( )
22 2 2 2

0

2 2
cos sin

4

kt
k kt t e

p
 

                     

 

   
22

4 2
0 02 2 2

0

( ) 4
2 2

kte

p

 
           

    
 

4 2 2 2 2
0 0 0( 2 ) 4 ( ) cos2 ( 2 ) 4 sin 2 .k kt p t                           

При k st t  (после переходного процесса) имеем 

 
 
2 2

0

2 2
0

2

2 2
D

    


     
. 

Стандарт отклонения D   . 
Если рассматривается смещение основания, на котором установлен при-

бор, то 0 ( )y t  можно толковать как случайные флуктуации этого смещения. 
Тогда стандарт отклонения можно толковать как ошибку показаний прибора. 

3. СТАЦИОНАРНЫЕ КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМЫ  

В этом случае целесообразно применить спектральный метод. Переход-
ная функция, имеющая смысл динамической податливости, для уравнения (1) 
имеет вид 

 
2
0

2 2
0

2
( )

2

i
H i

i

  
 

   
, (10) 

а спектральная плотность решения определяется по формуле 

 
4 2 2

2 0
( ) ( )

2( ) 2( )

4
( ) ( )y h hS H S S

A A 
 

   
    , (11) 

где ( )hS   – спектральная плотность кинематического воздействия.  
Корреляционная функция решения при необходимости находится пре-

образованием Фурье по формуле (7). 
Часто для расчета элемента конструкций достаточно знать дисперсию 

колебаний: 

 
4 2 2
0

(0) ( ) ( )
4

( ) ( )у у y hD K S d S d
L i L i

 

 
 

   
   

    . (12) 

Вычисление этого интеграла сводится к вычислению стандартного инте-
грала вида 

 
( )

( ) ( )

n
n

n n

B
I d

A A




 
  , (13) 
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где ( )nB   и ( )nA   – полиномы с комплексными коэффициентами: 

1
( ) 0 1 1....n n

n n nA a a a a
        ; 

2 2 2 4 2
( ) 0 1 2 1.......n n

n n nB b b b b 
          . 

Все корни ( )nA   должны лежать в верхней полуплоскости. Формулы для 

интегралов (13) при различных n приведены в работе [19]. 
Примером стационарных колебаний могут быть колебания подвески ав-

томобиля. Динамическая модель имеет вид, показанный на рисунке, где m – 
подрессоренная масса, приходящаяся на одну подвеску; 0у  – кинематическое 
воздействие, зависящее от высоты микропрофиля дороги ( ).h x  Путем стати-
стической обработки результатов замера микропрофилей различного класса 
дорог в работе [20] воздействие дороги на подвеску автомобиля рассматрива-
ется как стационарный случайный процесс, который носит экспоненциально-
коррелированный или косинусоидальный характер. 

Такая задача рассмотрена в работе [21]. Спектральные плотности ука-
занных процессов имеют вид 
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где   – стандарт высоты неровностей;   – коэффициент широкополостности 
процесса;   – несущая частота. 

Подставляя первое выражение (14) в (11) и применяя преобразова-
ние (7), после ряда математических выкладок получаем корреляционную 
функцию перемещения 
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Для косинусоидального процесса приведем определение дисперсии ко-
лебаний подвески. Для этого второе выражение (14) подставим в инте-
грал (12). После ряда математических преобразований получим 
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При 0   совпадают спектральные плотности (14); в этом случае 
2 2( )а    это выражение совпадает с дисперсией (15). 
В работе [21] показано использование вероятностных характеристик пе-

ремещения массы для оценки вероятности «пробоя» подвески и определения 
вероятностных характеристик динамической составляющей нагрузки в под-
веске, которая является случайной функцией.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе выполнен анализ колебаний механической системы с одной 
степенью свободы при случайных кинематических воздействиях. Приведены 
общие выражения для определения математического ожидания и корреляци-
онной функции в общем случае нестационарного случайного кинематическо-
го воздействия. Рассмотрены переходные процессы в системе при стационар-
ных возбуждениях в виде «белого шума» и экспоненциально-коррелирован-
ного процесса и определены вероятностные характеристики выходного про-
цесса и относительного перемещения массы. 

Спектральным методом выполнен анализ стационарных колебаний си-
стемы при стационарных случайных кинематических воздействиях. В каче-
стве примера приведены вероятностные характеристики колебаний подвески 
автомобиля от воздействия случайного микропрофиля дороги. При этом слу-
чайное воздействие описано экспоненциально-коррелированным процессом и 
косинусоидальным процессом.  

Полученные в работе результаты могут быть использованы при расчете 
и проектировании систем виброзащиты оборудования и рабочих мест от слу-
чайных кинематических воздействий, а также для оценки погрешности пока-
заний приборов и аппаратуры, установленных на основаниях, испытывающих 
случайные вибрации. 
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Abstract 

The work is devoted to the study of linear vibrations of a mechanical system with one de-
gree of freedom under random kinematic action. The problem is solved by the Green function 
method for the general case of non-stationary effects. Using the theory of random functions gen-
eral expressions for determining the mathematical expectation and correlation function of the out-
put process were obtained. Non-stationary vibrations of the system under stationary excitations of 
two types are considered, namely in the form of "white noise" and an exponentially-correlated 
process. Expressions for the correlation function and the dispersion of the output process are de-
termined for these actions. An expression for the dispersion of a relative mass transfer is also de-
fined. This mode of vibration is characteristic of transition processes in the system. A transition to 
the steady state vibration of the system was made by increasing the observation time. 

The problem of stationary vibrations of the system under stationary random kinematic ac-
tions was solved by the spectral method.  The solution is used to determine the probability charac-
teristics of vibrations of vehicle suspension from the effects of a random microprofile of the road. 
At the same time the kinematic effect is represented by two types of random processes: an expo-
nentially correlated process and a cosine process. Based on the solution of the problem, general 
expressions can be obtained for determining the spectral density and the correlation function of 
the dynamic component of the force in the suspension. Specific expressions for an exponentially-
correlated process are obtained. 

The results of the work can be used in the calculation and design of vibration protection 
systems for equipment and workplaces from random kinematic actions as well as for estimating 
an error in the readings of instruments and equipment installed on the supports experiencing ran-
dom vibrations. 

Keywords: random action, dynamic model, kinematic action, Green function, correlation 
function, spectral density, dispersion, spectral method, vibration protection 
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