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В качестве модели стационарной динамической системы часто выступает интегральное 
уравнение Вольтера первого рода с разностным ядром. Для такой модели задача непараметри-
ческой идентификации заключается в оценивании этого разностного ядра (называемого им-
пульсной переходной функции) по измеренным значениям входного и выходного сигналов 
идентифицируемой динамической системы. Как известно, эта задача является некорректно 
поставленной, т. е. решения может не существовать, оно может быть не единственным и обла-
дать неустойчивостью по отношению к погрешностям (шумам измерения) исходных данных. 
Для получения единственного устойчивого (но приближенного) решения используются раз-
личные методы регуляризации (в частности, метод регуляризации А.Н. Тихонова). Вычисли-
тельной основой алгоритмов, реализующих эти методы, является дискретное преобразование 
Фурье (ДПФ). При этом предполагается, что входной сигнал (ядро интегрального уравнения) 
задан точно, а выходной сигнал системы регистрируется с некоторой случайной ошибкой. 
Однако такое предположение редко выполняется на практике, так как входной и выходной 
сигналы системы измеряются и регистрируются приборами и, следовательно, задаются со слу-
чайными погрешностями – с шумами измерений. В данной работе предлагается двухэтапный 
устойчивый алгоритм непараметрической идентификации импульсной переходной функции 
стационарной динамической системы в случае, когда входной и выходной сигналы идентифи-
цируемой системы регистрируются со случайными погрешностями. На первом этапе осу-
ществляется вейвлет-фильтрация зашумленного входного сигнала. Для этого используются 
пороговые алгоритмы обработки коэффициентов вейвлет-разложения зашумленного сигнала. 
Для минимизации ошибки фильтрации пороговые значения вычисляются на основе статисти-
ческого критерия оптимальности алгоритма фильтрации. На втором этапе к отфильтрованному 
входному сигналу применяется регуляризирующий алгоритм, использующий дискретное пре-
образование Фурье. Для минимизации ошибки идентификации на этом этапе для выбора пара-
метра регуляризации используется алгоритм, позволяющий эффективно оценить оптимальное 
значение параметра регуляризации. В работе исследуется степень влияния уровней погрешно-
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стей входного и выходного сигналов на ошибку идентификации. Приводятся и обсуждаются 
результаты вычислительного эксперимента. Иллюстрируется эффективность предлагаемого 
подхода к построению устойчивого алгоритма непараметрической идентификации импульсной 
переходной функции стационарной динамической системы при различных уровнях шума из-
мерения входного и выходного сигналов идентифицируемой системы. 

Ключевые слова: непараметрическая идентификация, некорректно поставленные задачи, 
интегральное уравнение Вольтера первого рода, пороговые алгоритмы вейвлет-фильтрации, оце-
нивание оптимальных пороговых величин, регуляризирующий алгоритм, оценивание оптималь-
ного параметра регуляризации, зависимость ошибки идентификации от шумов измерений 

ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Наиболее часто в качестве математической модели стационарной дина-
мической системы используется интегральной уравнение Вольтера первого 
рода с разностным ядром: 

 
0

( ) ( ) ( )
t
k t d f t      , (1) 

где ( )k   – импульсная переходная функция (ИПФ) динамической системы 

(ядро интегрального уравнения (1)); ( )  , ( )f t  – входной и выходной сигна-
лы системы. Как известно, задача непараметрической идентификации за-
ключается в построении оценки для ИПФ системы по зарегистрированным 
значениям сигналов ( )  , ( )f t  [1, 2]. Эта задача относится к классу некор-
ректно поставленных задач, когда могут нарушаться условия корректности 
по Адамару. В частности, появляется неустойчивость решения интегрального 
уравнения к погрешностям задания выходного сигнала ( )f t  [3]. 

Для нахождения единственного и устойчивого решения обратной изме-
рительной задачи (т. е. решения уравнения (1) относительно функции ( ))   
используются различные методы регуляризации – как детерминирован-
ные [4, 5], так и статистические [6]. При этом, как правило, предполагается, 
что правая часть известна с некоторой погрешностью, а ядро ( )k   уравне-
ния (1) задано точно. Эти же методы можно использовать и для решения 
сформулированной задачи непараметрической идентификации, но уже в этом 
случае ядром уравнения будет входной сигнал системы ( )  . В этом случае 
делается аналогичное предположение, что входной сигнал идентифицируе-
мой системы задан точно. Однако такое требование редко выполняется на 
практике, так как входной и выходной сигналы системы измеряются со слу-
чайными погрешностями – с шумами измерений. 

В работе [7] предполагалось, что измеренные значения выходного и 

входного сигналов ( )if t , ( )j   допускают представления: 

 ( ) ( ) ( ),   ( ) ( )i i i i j j jf f t f t t             , (2) 

где ( )it , ( )j   – случайные, не коррелированные друг с другом величины 

(шумы измерений) с нулевыми средними и дисперсиями 2
 , 2

 .  
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При этих предположениях были исследованы свойства устойчивых ре-
шений, построенных с использованием регуляризирующего алгоритма (назо-
вем его «традиционным»), который как при построении решения, так и при 
выборе параметра регуляризации не учитывал шум измерения входного  
сигнала. Но при этом на «вход» алгоритма подавались зашумленные значе-

ния if
 , j . Показано, что если относительный уровень шума измерения 

входного сигнала меньше или одинаков с уровнем шума выходного сигнала, 
то для оценивания оптимального параметра регуляризации можно использо-
вать статистический критерий оптимальности, в котором шум измерения 
входного сигнала не учитывается. В противном случае шум измерения вход-
ного сигнала необходимо учитывать как при выборе параметра регуляриза-
ции, так и при построении регуляризированного решения, что существенно 
усложняет регуляризирующий алгоритм идентификации [8, 9]. Возникает 
вопрос: как построить процедуру идентификации, чтобы использовать более 
простой «традиционный» регуляризирующий алгоритм (РА), но при этом по-
лучить более точные решения? Так как ошибка регуляризированного реше-
ния напрямую зависит от уровней шумов измерения сигналов, то один из 
возможных вариантов ответа – использовать некоторую предобработку изме-
ренных сигналов, отвечающую двум требованиям: 

 значительное (в разы) снижение уровней шумов измерения; 
 внесение минимальной систематической ошибки в результат фильтра-

ции (неизбежной в процедурах фильтрации зашумленных сигналов). 
Поэтому в данной работе решается задача построения двухэтапного 

устойчивого алгоритма непараметрической идентификации, где на пер-
вом этапе осуществляется вейвлет-фильтрация шумов измерения, а на вто-
ром этапе – построение регуляризированного решения «традиционным» РА 
по «отфильтрованным» значениям входного и выходного сигналов иденти-
фицируемой системы. При этом исследуется степень влияния на ошибку ре-
шения уровней шумов входного и выходного сигналов, а также рассматрива-
ется несколько схем фильтрации на первом этапе. 

1. ДВУХЭТАПНЫЙ АЛГОРИТМ НЕПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ 
ИДЕНТИФИКАЦИИ 

На первом этапе для уменьшения уровней шумов входного или выход-
ного сигналов идентифицируемой системы (возможно, и входного, и выход-
ного) предлагается использовать пороговые алгоритмы вейвлет-фильтрации. 
Эти алгоритмы позволяют с меньшей систематической ошибкой (по сравне-
нию с алгоритмами фурье-фильтрации) фильтровать шумы различной стати-
стической природы и имеют высокую вычислительную эффективность. Ал-
горитмы основаны на следующем многомасштабном представлении сигна-
ла ( )f t  [10, 11]: 
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которое можно интерпретировать как восстановление сигнала ( )f t  по его 

коэффициентам разложения на J-м уровне. Функции ,{ ( )}j k t  называют 

масштабирующими (или отцовскими), а функции ,{ ( )}j k t  – вейвлет-

функциями (или материнскими). Переменная j характеризует уровень разло-
жения, и ее часто называют коэффициентом масштаба; переменная k – вре-
менной сдвиг той или иной базисной функции; величина J задает количество 
уровней разложения; 0j  – начальный уровень разложения (подробнее  

см. [12]). Коэффициенты разложения ,j ka  называют аппроксимирующими, 

,j kd  – детализирующими, и они определяются выражениями: 

, ,( ) ( )j k j ka f t t dt  ,    , ,( ) ( )j k j kd f t t dt  . 

Напомним (подробнее см. [12]), что пороговый алгоритм вейвлет-
фильтрации можно условно представить следующими шагами. 

Шаг 1. Вычисление прямого дискретного вейвлет-преобразования 
(нахождение коэффициентов разложения по зашумленным значениям дис-
кретного сигнала). 

Шаг 2. Обработка «зашумленных» коэффициентов разложения (устра-
нение шумовой составляющей). 

Шаг 3. Вычисление обратного дискретного вейвлет-преобразования 
(нахождение «сглаженных» значений дискретной функции). 

Обозначим коэффициенты разложения зашумленного сигнала ( )f t  как 

,j ka , ,j kd . Заметим, что относительные погрешности аппроксимирующих 

коэффициентов на порядок и более меньше погрешностей коэффициен-
тов ,j kd  (см. [12], с. 58–60). Поэтому на практике обработке подвергаются 

только детализирующие коэффициенты ,j kd . 

Очевидно, что качество фильтрации зашумленного сигнала определяется 
алгоритмами обработки на втором шаге, где строятся оценки для неизвест-
ных «точных» коэффициентов разложения. Большинство используемых алго-
ритмов носит пороговый характер: коэффициент разложения меньший по аб-
солютной величине некоторой пороговой величины зануляется, в противном 
случае коэффициент сохраняется или подвергается некоторому (в общем 
случае нелинейному) преобразованию. Распространение на практике получи-
ли однопараметрические пороговые функции, зависящие только от одного 
параметра – величины порога (подробнее см. [12]). В нашем случае будем 
использовать две функции, которые эффективно удаляют шумы различной 
статистической природы (подробнее см. [13]): 

 «жесткая» пороговая функция вида 
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 пороговая функция ( ,  )HYPT d   вида 

  
2 2
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sign( ) ,  если  ,
,  

0,  если ,
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


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где   – величина порога. Графики этих функций (вычисленные при   = 1) 
показаны на рис. 1 (сплошная кривая – функция (3), штриховая – функ-
ция (4)). 

 

 

Рис. 1. Графики пороговых функций (3), (4) 

Fig. 1. Graphs of threshold functions (3), (4) 

В операторном виде алгоритм вейвлет-фильтрации можно представить в 
виде 

  1f̂ W T W f
    

 , (5) 

где 1,  W W   – операторы прямого и обратного вейвлет-преобразования; 

 T   – оператор, реализующий пороговый алгоритм обработки коэффициен-
тов вейвлет-разложения при заданном пороге   и выбранной пороговой 

функции; f  – дискретный зашумленный сигнал (вектор), сформированный 

из значений «зашумленной» функции  f̂ t ; f̂  – результат вейвлет-

фильтрации (тоже вектор). Предполагается, что f f   , где f  – «точный» 

вектор,   – вектор шума измерения с нулевым средним и дисперсией 2 . 

Очевидно, что выбор пороговой величины существенно влияет на ошиб-
ку фильтрации, и эта пороговая величина, по сути, является управляющим 
параметром алгоритмов вейвлет-фильтрации. Сравнение различных алгорит-
мов выбора порога   выполнено в работах [12, 14]. Очевидно, что хотелось 
бы найти оптимальное значение opt , которое минимизирует среднеквадра-
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тическую ошибку фильтрации. Приведем основные соотношения алгоритма 
выбора, позволяющего достаточно точно оценить opt  (подробнее см. [12]). 

Введем статистику: 

2

1
( ) ,W e f  


 , 

где ,e f
  – скалярное произведение двух векторов; ˆe f f    – вектор 

невязки. В качестве оценки для opt  принимается величина W , для которой 

выполняется неравенство 

 /2, 1 /2,( )N W W N       , (6) 

где /2,N  и 1 /2,N  – квантили 2 -распределения с числом степеней сво-

боды N уровней / 2 , 1 / 2   соответственно; N – число значений фильтру-

емой функции; 0.05   – вероятность ошибки первого рода при проверке 

статистической гипотезы об оптимальности пороговой величины (подробнее 
см. [12]). Как показали проведенные исследования [12], увеличение средне-
квадратической ошибки фильтрации при W    по сравнению с opt    не 

превышает 10 %, что позволяет сделать вывод о высокой точности оценива-
ния оптимальной пороговой величины opt . 

На втором этапе строится регуляризирующий алгоритм вычисления 
оценки для ИПФ. Кратко изложим основные вычислительные моменты этого 
алгоритма. 

Предположим, что заданы зашумленные значения входного и выходного 
сигналов, определяемые выражением (2), и шаг дискретизации по аргумен-
там t и τ одинаков и равен t . Тогда, используя метод прямоугольников, ин-

тегральное уравнение (1) заменяется дискретной сверткой 
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( ) ( ) ( ), 1,...,
kN

i j j t i f
j

t k f t i N

        , (7) 

которая при соответствующем выборе шага дискретизации t  хорошо ап-

проксимирует исходное уравнение (1). Построение регуляризованного реше-
ния на основе дискретного преобразования Фурье (ДПФ) можно представить 
следующими «укрупненными» шагами (подробнее см. [15]). 

Шаг 1. Формирование по дискретным значениям ( ),i if f t   0,...,i   

1fN  , ( ),    0,..., 1j j j N       , периодических последовательностей 

( ),  ( ),  0,..., 1p pf i i i N    , где N – величина периода, и далее выполняется 

вычисление коэффициентов ДПФ ( ),pF l  ( ), 0,..., 1p l l N   . 
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Шаг 2. Вычисление коэффициентов ДПФ ( ), 0,..., 1pK l l N   , регуля-

ризированного решения. 
Шаг 3. Вычисление периодического регуляризированного решения 

 ˆ , 0,..., 1pk i i N    (взятием обратного ДПФ от последовательности 

{ ( )})pK l  и формирование вектора непериодического регуляризованного 

решения ˆ , 0,..., 1kjk j N   как оценка для значений решения интегрального 

уравнения в дискретные моменты времени: ( ),  0,..., 1j kk j N   . 

Очевидно, что точность регуляризованного решения определяется спо-
собом вычисления ( )pK l  на втором шаге. Если предположить, что уровень 

шума измерения входного сигнала меньше уровня шума выходного сигнала, 
то в этом случае эти коэффициенты ДПФ можно (как показано в работе [24]) 
находить на основе «традиционного» регуляризирующего алгоритма вида 

 
2

( )
( ) ( ),  0,..., 1

( ) ( )

c
p

p p

p p

l
K l F l l N

l Q l



  
  





, (8) 

где   – параметр регуляризации; ( )c
p l  – величина, комплексно-сопря-

женная с ( )p l . Элементы последовательности { ( )}pQ l  формируются по пра-

вилу 

( ), 0,...., / 2;
( )

(( ) ), / 2 1,... 1,
p

Q l l N
Q l

Q N l l N N





  
    

 

где 2 / ( )tN     – шаг дискретизации в частотой области. Функцию ( )Q   
можно трактовать как частотную характеристику стабилизирующего функ-
ционала: она должна быть неубывающей функцией частоты  , и чаще всего 

( )Q    при   (например, см. [15]). Если задан порядок регуляриза-
ции r, то при достаточно больших значениях   справедлива асимптотика 

2( ) rQ    . 
В операторной форме изложенный регуляризирующий алгоритм можно 

представить в виде 

  1ˆ ( ),  ( )k F R F F f
     
  , (9) 

где ( )F  , ( )F f  – прямое ДПФ измеренных входного и выходного сигналов; 

 R   – вычисление регуляризированных коэффициентов ДПФ ИПФ (реали-
зация алгоритма (8)), где используются ДПФ входного и выходного сигнала; 

 1F    – обратное дискретное преобразование Фурье. 
Проблема выбора параметра регуляризации   является основной при 

использовании регуляризирующих алгоритмов на практике. Дело в том, что 
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при заниженных значениях   в решении ( )k   будут присутствовать шумо-

вые составляющие, обусловленные шумом правой части ( )t . При завышен-

ных значениях   из решения ( )k   будут «удалены» информативные ком-

поненты функции  k  . Поэтому в качестве оптимального значения opt  

примем значение, доставляющее минимум функционалу среднеквадратиче-
ской ошибки [4]: 

2ˆ( ) M k k 
 
      

, 

где k   – псевдорешение системы уравнений (3) с точной правой частью; 

 M   – оператор математического ожидания по ансамблю шума измерения 

правой части уравнения;   – евклидова норма вектора. 

На практике вычисление точного значения opt  невозможно из-за не-

знания функции ( )k  . Поэтому используются разные алгоритмы выбора па-
раметра регуляризации, позволяющие в той или иной степени оценить при 
различной априорной информации о числовых характеристиках шума правой 
части (см. [16–23]). В работе [15] для оценивания opt  в случае точного 

входного сигнала был предложен критерий оптимальности линейного регу-
ляризирующего алгоритма, который в дальнейшем являлся теоретической 
основой для построения алгоритмов оценивания opt  при решении конкрет-

ных задач. В нашем случае попытаемся также применить этот алгоритм для 
оценивания opt , считая при этом, что уровень шума измерения входного 

сигнала меньше уровня шума выходного сигнала и этот шум не будет учиты-
ваться при вычислении параметра регуляризации. Приведем только основные 
соотношения, необходимые для понимания этого критерия и его использова-
ния в дальнейших исследованиях. 

Введем статистику 

 
2

1
( ) ,W f e


  


 , (10) 

где e f k     – вектор невязки;   – матрица системы уравнений (3);  

k  – вектор, составленный из значений регуляризированного решения 

( ), 0,..., 1j kk j N    ; ,  – скалярное произведение векторов. Тогда в ка-

честве оценки для opt  можно принять величину W , для которой выполня-

ется неравенство 

     / 2 1 / 2m W W m      , 

где  / 2m   и  1 2m   – квантиль 2 -распределения c fm N  степе-

нями свободы уровней / 2  и 1 / 2 ;   – вероятность ошибки первого ро-
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да (обычно 0.05) при проверке статистической гипотезы об оптимальности 
значения W . 

Для эффективного вычисления значения W , удовлетворяющего выше-

приведенному неравенству, вводится величина 1    и функция 

( ) (1/ )W WR     . Тогда 1/W W   , где W  – решение нелинейного урав-
нения 
 ( )WR m  , (11) 

удовлетворяющее условию 

 ( / 2) ( ) (1 / 2)m W W mR       . (12) 

В работе [15] для решения нелинейного уравнения (11) применяется 
итерационная процедура Ньютона, в которой для вычисления ( )WR  , ( )WR 
, используются коэффициенты, описываемые следующими выражениями: 

1 2

2 2
0

( )
( ) ( )

( ) ( )

N p
W p

l p p

Q lN
R F l

l Q l




 

   
 


; 

2
1 2

2 220

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

N p p
W p

l
p p

Q l lN
R F l

l Q l






   

      

 


. 

Видно, что эти соотношения требуют только порядка N вычислительных 
операций, что обеспечивает высокую вычислительную эффективность вы-
числения значения W . 

В работе [15] было показано, что для случая точно заданного входного 
сигнала величина W  является наилучшей оценкой для opt  по сравнению с 

другими известными алгоритмами выбора параметра регуляризации (прин-
цип невязки [5, 21], метод перекрестной значимости [6, 18, 20], метод L-кри-
вой [15, 22, 23]). Поэтому целесообразно выполнить исследования двухсту-
пенчатого алгоритма идентификации, когда в регуляризирующим алгоритме 
в качестве параметра регуляризации используется оценка W . 

2. ИССЛЕДОВАНИЯ СВОЙСТВ РЕГУЛЯРИЗИРОВАННЫХ 
РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ ИДЕНТИФИКАЦИИ 

Для исследования свойств регуляризированных решений задачи иденти-
фикации (в том числе и решений, полученных с использованием предлагае-
мого двухступенчатого алгоритма идентификации) был выполнен многочис-
ленный вычислительный эксперимент. 

В качестве импульсной переходной функции идентифицируемой систе-
мы использовалась «колебательная» ИПФ, график которой приведен на 
рис. 2. Входной сигнал задавался двумя функциями: «узкополосной» – кри-
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вая 1 на рис. 3 (обозначим ВХОД1) и «широкополосной» – кривая 2 на рис. 3 
(обозначим ВХОД2). Такой выбор входных сигналов был обусловлен тем, 
что для широкополосного сигнала обусловленность системы (7) уменьшается 
и при прочих равных условиях ошибка оценивания ИПФ уменьшается. Коли-
чество отсчетов ( )jk   100kN  , количество отсчетов входного сигнала 

( )j   N =60, 1 159f kN N N     и N = 256. Шаг дискретизации 

0.022t  . Точные значения входного и выходного сигналов искажались 
нормально распределенными случайными величинами с нулевыми средними 
и дисперсиями, определяемыми задаваемыми уровнями шумов. Относитель-
ные уровни шума правой части f  и шума измерения входного сигнала   

определялись соотношениями f
f f

f


 


 и 

 
 




, где ,  f   – векто-

ры размерности ,  fN N , составленные из точных значений ( )if t  и ( )j   

соответственно;   – евклидова норма вектора. Ошибка вейвлет-фильтрации 

входного сигнала определялась относительной ошибкой 
ˆ

ˆ
W 

  
, 

ошибка фильтрации выходного сигнала 
ˆ

ˆ
W

f f

f f

 
  . Точность построен-

ного регуляризированного решения определялась относительной ошибкой 

идентификации  
ˆ

ˆ
k k

k k

 
   , где k – вектор, составленный из «точных» 

значений искомой ИПФ. 
 

 

Рис. 2. Импульсная переходная функция ( )k   

Fig. 2. Pulsed transient function ( )k   



Двухэтапный устойчивый алгоритм непараметрической идентификации системы… 31

 

Рис. 3. Входные сигнала системы 

Fig. 3. System input signals 

Первая серия вычислительных экспериментов была посвящена ис-
следованию влияния уровней шумов измерений входного и выходного сигна-
ла на точность идентификации ИПФ с применением изложенного ранее регу-
ляризирующего алгоритм (8). В табл. 1 представлены средние значения 

mink  

(объем выборки был равен 150) минимальной относительной ошибки иден-
тификации 

min ˆ opt( )k k
    , вычисленной при разных значениях   (первый 

столбец таблицы) и f  (первая строка таблицы). На вход системы подавался 

сигнал ВХОД1. 

Таблица 1  

Table 1 

f  

  
0.00 0.02 0.05 0.075 0.10 0.15 

0.00 10–5 0.08 0.097 0.108 0.122 0.141 

0.02 0.049 0.082 0.098 0.109 0.122 0.141 

0.05 0.066 0.087 0.101 0.112 0.124 0.143 

0.075 0.076 0.092 0.106 0.114 0.127 0.145 

0.10 0.082 0.098 0.109 0.120 0.131 0.150 

0.15 0.098 0.109 0.120 0.129 0.139 0.159 

 
Анализ данных этой таблицы позволяет сделать весьма важный вывод о 

том, что шум измерения входного сигнала в меньшей степени влияет на 
ошибку идентификации, чем шум измерения выходного сигнала идентифи-
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цируемой системы. Для количественной оценки такого влияния были вычис-
лены две последовательности первых конечных разностей. 

1. Последовательность min min

( 1) ( )
( )

( 1) ( )

i i
k ki

f i i
f f





      
    

, 1,...,5i  , где 
min

( )i
k  – 

среднее значение относительной ошибки идентификации при уровне шума 

выходного сигнала ( )i
f , равном значению i-го элемента последовательности 

 0.0, 0.02, 0.05, 0.075, 0.10, 0.15 , и при заданном уровне шума входного сиг-

нала. Очевидно, что ( )i
f  – это приближенное значение частной производной 

от относительной ошибки идентификации по относительному уровню шума 

выходного сигнала при значении ( )i
f . Поэтому ( )i

f  можно трактовать как 

коэффициент чувствительности относительной ошибки идентификации к 
уровню шума выходного сигнала. 

2. Последовательность min min

( 1) ( )
( )

( 1) ( )

i i
k ki

i i



 
 

      
    

, 1,...,5i  , где 
min

( )i
k  – 

среднее значение относительной ошибки идентификации при уровне шума 

входного сигнала ( )i
 , равном значению i-го элемента последовательности 

 0.0, 0.02, 0.05, 0.075, 0.10, 0.15 , и фиксированном уровне шума выходного 

сигнала. По аналогии ( )i
  можно рассматривать как приближенное значение 

частной производной от относительной ошибки идентификации по относи-

тельному уровню шума входного сигнала при значении ( )i
 , а также ( )i

  

можно трактовать как коэффициент чувствительности относительной ошибки 
идентификации к уровню шума входного сигнала. 

На рис. 4 приведены графики следующих величин: кривая 1 – значе-

ния ( )i
f  при ( )i

 = 0.02; кривая 2 – значения ( )i
  при ( ) 0.02i

f  . 

Видно, что коэффициент чувствительности к шуму выходного сигнала в 
несколько раз (иногда и на порядок) выше по сравнению с коэффициентом 
чувствительности к шуму измерения входного сигнала. 

Аналогичные вычислительные эксперименты были проведены и в слу-
чае высокочастотного входного сигнала (ВХОД2). Результаты обработки ре-
зультатов этих экспериментов позволяют сделать выводы, аналогичные вы-
водам для ВХОД1. 

Таким образом, из результатов выполненных исследований следует вы-
вод о необходимости в первую очередь осуществить фильтрацию выходного 
сигнала идентифицируемой системы. 

Поэтому вторая серия вычислительных экспериментов была посвя-
щена исследованию влияния вейвлет-фильтрации выходного сигнала на точ-
ность идентификации ИПФ. В этих экспериментах менялся уровень шума 
выходного сигнала, выполнялась его вейвлет-фильтрация с использованием 
пороговой функции (4) и пороговой величины W . Отфильтрованный вы-
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ходной сигнал использовался для построения регуляризированного решения 
с коэффициентами ДПФ (8) и параметром регуляризации W . В операторном 
форме такую схему идентификации можно представить выражением 

   1( )ˆ ˆ( ),  , W W
fk F R F F f        . (13) 

Верхний индекс в обозначении ( )ˆ
,
fk   определяет сигнал, который под-

вергся вейвлет-фильтрации. 
 

 

Рис. 4. Значения элементов последовательностей  
( )i
 , ( )i

f  

Fig. 4. The values of the sequence elements ( )i
 , ( )i

f  

Общий результат этих экспериментов: уровень шума выходного сигнала 
уменьшался в 2-3 раза, но относительная ошибка идентификации была такой 
же, а в ряде экспериментов была больше относительной ошибки регуляризи-
рованного решения (9) без предварительной вейвлет-фильтрации выходного 
сигнала. Объяснение этому факту следующее. После вейвлет-фильтрации 

отфильтрованный сигнал ˆ
W

f  можно представить как сумму векторов 

ˆ
W

f f    , где   – «остаточный шум» вейвлет-фильтрации. Если значе-

ния i  исходного шума не коррелированы друг с другом (дискретный «белый» 

шум), то значения остаточного шума ( )i  будут представлять собой дис-

кретный «цветной» шум с сильной корреляцией между соседними значениями. 
На рис. 5 приведены значения выборочных автокорреляционных функций: 

( ) ( )i i lR l M     (квадратные маркеры),  ( ) ( ) ( )i i lR l M         (тре-

угольные маркеры). Видно наличие существенной корреляции между значе-
ниями остаточного шума вейвлет-фильтрации. 
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Рис. 5. Автокорреляционные функции шумов 

Fig. 5. Autocorrelation noise functions 

Следовательно, можно сделать важный (для методов решения уравнений 
с разностным ядром) вывод, что ошибка регуляризированного решения при 
«цветном» шуме измерения правой части уравнения (1) значительно выше 
(зависит от соотношения полос спектров шума и точной правой части), чем 
при «белом» шуме. 

Таким образом, остается одна схема построения двухэтапного алгоритма 
идентификации. 

Этап 1. Вейвлет-фильтрация входного сигнала идентифицируемой си-
стемы, т. е. 

 1ˆ
W

W T W
      . 

Этап 2. Построение регуляризированного решения, когда в качестве 
входного сигнала берется результат вейвлет-фильтрации на первом этапе. 

В операторной форме эта схема идентификации отображается как 

  1( )ˆ ˆ( ),  ( ), W W
k F R F F f       

 . (14) 

Перейдем к исследованию точности этой схемы идентификации. 

3. ИССЛЕДОВАНИЯ ТОЧНОСТИ ДВУХЭТАПНОГО 
АЛГОРИТМА ИДЕНТИФИКАЦИИ 

Для ответа на вопрос об эффективности предложенной схемы иденти-
фикации был выполнен вычислительный эксперимент, в котором строились 
три регуляризированных решения: 

 решение k̂ , которое соответствует точному входному сигналу и за-

шумленному выходному сигналу с относительным уровнем шума измере-
ния f ; 
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 решение k̂ , которое соответствует зашумленным входному сигналу и 

выходному сигналу с относительными уровнями шумов   и f  соответ-

ственно и вычисляется по алгоритму (9); 

 решение  ˆ
,k 

  , вычисляемое по алгоритму (14). 

Для всех трех решений определялась средние значения относительных 
ошибок идентификации (объем выборки был равен 150) при разных относи-
тельных уровнях шумов измерений  , f . Эти средние значения, вычис-

ленные для ВХОД1, приведены в табл. 2. 

Таблица 2 

Table 2 

Уровни шума 
Относительные ошибки  

идентификации Коэффициент 

effK  
  ̂  f  k̂  k̂

  
( )
,k̂ 

   

0.02 0.013 

0.02 0.078 0.083 0,077 1.072 

0.05 0.097 0.099 0,095 1.041 

0.10 0.115 0.119 0,115 1.032 

0.05 0.025 

0.02 0.078 0.093 0,080 1.161 

0.05 0.097 0.104 0,100 1.042 

0.10 0.115 0.122 0,118 1.032 

0.075 0.034 

0.02 0.078 0.103 0,084 1.204 

0.05 0.097 0.111 0,103 1.074 

0.10 0.115 0.128 0,123 1.044 

0.10 0.042 

0.02 0.078 0.106 0,086 1.236 

0.05 0.097 0.119 0,109 1.096 

0.10 0.115 0.133 0,127 1.049 

0.15 0.067 

0.02 0.078 0.131 0,101 1.302 

0.05 0.097 0.134 0,116 1.158 

0.10 0.115 0.148 0,138 1.071 

 
В втором столбце таблицы приводятся средние значения относительной 

ошибки 
ˆ

ˆ
W  

  
, что позволяет оценить эффективность вейвлет-

фильтрации зашумленного входного сигнала. В последнем столбце находятся 
средние значения коэффициента эффективности двухэтапного алгоритма 

идентификации 
( )
,

ˆ

ˆeff

k k
K

k k




 







, который показывает, во сколько раз 

уменьшается относительная ошибка двухэтапного алгоритма идентификации 
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по сравнению с относительной ошибкой «традиционного» регуляризирован-
ного решения (9). 

Заметим, что для входного сигнала ВХОД2 (высокочастотный сигнал) 
результаты были аналогичными, но значения коэффициента эффективности 
были на 10…15 % ниже по сравнению с коэффициентами эффективности для 
сигнала ВХОД1. 

Анализ результатов этой серии вычислительного эксперимента позволя-
ет сделать следующие выводы. 

Вейвлет-фильтрация входного сигнала существенно (более чем в два ра-
за) уменьшает относительный уровень шума измерения этого сигнала, что 
позволяет в значительной степени устранить влияние шума измерения вход-
ного сигнала на ошибку регуляризованного решения. 

Если уровень шума входного сигнала соизмерим или меньше уровня 
шума измерения выходного сигнала, то выигрыш от применения предложен-
ного двухэтапного алгоритма идентификации (14) невелик (порядка несколь-
ко процентов). 

Если уровень шума входного сигнала значительно больше уровня шума 
измерения выходного сигнала, то выигрыш от применения предложенного 
двухэтапного алгоритма идентификации становится существенным и может 
достигать 25…30 % по сравнению с регуляризированным решением, постро-
енным без предварительной фильтрации входного сигнала. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предложенный двухэтапный алгоритм непараметрической идентифика-
ции (14) целесообразно использовать при уровне шума измерения входного 
сигнала идентифицируемой системы, который в несколько раз превосходит 
уровень шума выходного сигнала. Это требует знаний соответствующих 
уровней шумов измерений. Так как на практике относительный уровень шума 
измерения часто бывает неизвестным, то для его оценивается можно обра-
титься к простой оценке (основанной на дискретном преобразовании Фурье), 
предложенной в работе [24] и позволяющей с высокой точностью (порядка  
4…6 %) определить эту числовую характеристику шума измерения. 
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Abstract 

The Voltaire integral equation of the first kind with a difference kernel is often used as a 
model of a stationary dynamical system. For such models the problem of non-parametric identi-
fication consists in estimating a difference kernel (called the Impulse Response Function) from 
the measured values of the input and output signals of the identified dynamic system. This task 
is ill-posed, i.e. the solution may not exist, may not be unique, and may be unstable with re-
spect to errors (measurement noise) of the original data. To obtain a unique and stable (but ap-
proximate) solution, various regularization methods in particular the A.N. Tikhonov regulariza-
tion method are used. The discrete Fourier transform (DFT) forms a computational basis of 
such an algorithm. It is assumed that an input signal (the core of the integral equation) is speci-
fied accurately, and an output signal of the system is recorded with some random error. How-
ever, this assumption is seldom implemented in practice, since both the input and output signals 
of the system are measured and recorded by measuring devices and thus are set with random er-
rors (measurement noise). In this paper, a two-step stable algorithm for nonparametric identifi-
cation of the Impulse Response Function of a stationary dynamic system is proposed. The algo-
rithm is used in the case when both the input and output signals of the identified system are 
recorded with random errors. At the first stage, wavelet filtering of the noisy input signal is 
used. For this, threshold algorithms for processing the coefficients of the wavelet decomposi-
tion of a noisy signal are used. Threshold values based on the statistical optimality criterion of 
the filtering algorithm are calculated to minimize the filtering error. At the second stage, a regu-
larizing algorithm using a discrete Fourier transform is applied to the filtered input signal. To 
select the optimal value of a regularization parameter a special algorithm is used. The paper 
analyses the degree of influence of the error levels of the input and output signals on the identi-
fication error. The results of the computational experiment are published and discussed. The ef-
fectiveness of the proposed approach to the construction of a stable algorithm for non-
parametric identification of the Impulse Response Function of a stationary dynamic system 
with different levels of measurement noise of input and output signals are illustrated. 

Keywords: nonparametric identification, ill-posed problems, Voltaire Integral Equation 
of the First Kind, threshold wavelet filtering algorithms, estimation of optimal thresholds, a 
regularizing algorithm, estimation of the optimal regularization parameter, dependence of iden-
tification error on measurement noise 
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