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Работа посвящена использованию метода среднего поля для прогнозирования физических свойств нанообъек-
тов. Показано, что физические свойства объектов с характерным размером меньше 10 нм являются немонотонными 
функциями обратной величины характерного размера. Эта закономерность открывает дополнительные возможности 
для создания новых промышленных наноматериалов с уникальными физическими свойствами. Настоящая статья 
также посвящена теоретическому описанию физических свойств нанообъектов с характерными размерами близкими к 
критическому значению.  При критическом характерном размере нанообъекта энтропия и энтальпия плавления равны 
нулю. Показано, что в нанодиапазоне характерных размеров классическая теория зарождения и роста частиц новой 
фазы не применима. Впервые теоретически доказано, что ширина температурного гистерезиса уменьшается при 
уменьшении характерного размера нанообъектов. В результате температурный гистерезис исчезает при характерных 
размерах нанообъектов в несколько нанометров. Установлено, что кристаллизация нанообъектов происходит при 
температуре, соответствующей абсолютно неустойчивому состоянию нанообъекта в жидкой фазе. Адекватность по-
лученных результатов подтверждена сравнением с доступными литературными данными. Проведена оценка критиче-
ского характерного размера и критической температуры. Рассмотрено влияние плавления поверхности нанообъекта на 
его физические свойства. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Одной из основных задач нанотехнологии является разработка методов управления свой-
ствами функциональных нанообъектов, таких как элементы микроэлектроники, квантовые 
точки и нано-устройства различного назначения. Недавние исследования показали, что физи-
ческие свойства нанообъектов с характерным размером меньше 10 нм не являются монотон-
ными функциями обратной величины характерного размера нанообъектов [1]. Это дает допол-
нительные возможности для разработки новых материалов и технологий. В настоящей статье 
рассматриваются особенности плавления и кристаллизации нанообъектов с характерными 
размерами меньше 10 нм.  

Физическими свойствами (например, температурой плавления, магнитными и оптиче-
скими свойствами, электроемкостью и т. д.) нанообъектов можно управлять, меняя их харак-
терные размеры, а не химический состав [1–3]. Каждый год уменьшаются характерные разме-
ры элементов микроэлектроники. В настоящее время интенсивно изучаются термодинамиче-
ские свойства материалов с характерными размерами меньше 10 нм. В нано-диапазоне разме-
ров наблюдается температурный гистерезис: температура плавления Tm нанообъектов не сов-
падает с их температурой отвердевания Tcr [4–6]. При приближении к температуре плавления 
сначала плавится тонкий поверхностный слой нанообъекта, затем при дальнейшем повышении 
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температуры толщина жидкого поверхностного слоя растет [6]. Таким образом, новая фаза 
зарождается при температуре ниже точки плавления, что препятствует существованию нано-
объекта в твердой фазе выше температуры плавления, т.е. препятствует перегреву нанообъек-
та. Это приводит к тому, что практически невозможно наблюдать гомогенное зарождение 
жидкой фазы в нанокристаллах. Опыт показывает [7, 8], что и макроскопические тела трудно 
получить в перегретом состоянии, в то время как жидкости могут быть сравнительно легко 
переохлаждены на 0.2Tm ниже температуры плавления. В макроскопических телах сохранению 
твердого состояния при температурах выше температуры плавления также препятствует плав-
ление поверхности, которое происходит при температуре ниже Tm, и зарождение новой фазы 
на дефектах кристаллической структуры, что облегчает последующее плавление всего объема 
твердого тела при Tm. В противоположность этому, кристаллизация обусловлена зарождением 
твердой фазы в объеме жидкости и для ее начала требуется переохлаждение [7, 8]. Различные 
теории плавления предсказывают, что металлы могут быть перегреты до температуры начала 
массивного гомогенного превращения T+ ≈ 1.3Tm. Такой перегрев в принципе возможен, если 
подавлено поверхностное плавление. В последнее время было исследовано плавление при вы-
соких скоростях нагрева твердого тела. Полученные величины относительного перегрева  
Θ+ = (T+ – Tm)/Tm для различных материалов были систематизированы в работе [9]. В результа-
те было установлено, что твердые тела могут иметь Θ+ ≤ 0.33. В соответствии с классической 
теорией зарождения и роста частиц новой фазы (КТЗР) скорость образования частиц новой 
фазы зависит от величины поверхностной энергии на границе твердое тело – расплав sl  [10]. 

Критический радиус *r  удовлетворяет соотношению 

 
*

slr F   . (1) 

Здесь F  – свободная энергия образования критического зародыша. Функции F  и sl  зави-
сят от характерного размера нанообъектов d [6,11]. 

Экспериментальные работы [11], расчеты [12], выполненные методом молекулярной ди-
намики, и теоретические работы [1, 6] показали, что в области характерных размеров d < 10 нм 
энтальпия плавления ∆Hm монотонно уменьшается с уменьшением d. Было установлено, что 
∆Hm принимает нулевое значение при некотором критическом значении d = dc [12, 13]. Ис-
пользуя результаты, полученные в работах [10, 14], можно принять, что sl mH    and 

mF H   . Непосредственно из этих пропорций и соотношения (1) следует, что критический 
радиус зародыша новой фазы или не зависит от d, или зависит от d очень слабо. Таким обра-
зом, если d < r*, то новая фаза не может образоваться по механизму зарождение – рост, по-
скольку такой процесс энергетически невыгоден [15]. Более того, недавние эксперименталь-
ные работы показали, что поверхностная энергия наночастиц постоянна в широком диапазоне 
их характерных размеров, или даже больше, чем поверхностная энергия макроскопических 
тел, имеющих такой же химический состав и кристаллическую структуру [16, 17]. В послед-
нем случае радиус критического зародыша растет с уменьшением характерного размера нано-
объектов (см. формулу (1)). С другой стороны, было показано, что величина максимального 
перегрева, T , уменьшается при уменьшении d [12, 18]. Эти результаты показывают, что 
КТЗР не может быть использована для описания фазового перехода первого рода в нанообъек-
тах. В настоящей статье мы рассматриваем температурный гистерезис альтернативным мето-
дом.  

1. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ 

Для исследования использовался метод среднего поля [19]. В теории Ландау каждому 
виду симметрии, исчезающему или появляющемуся при фазовом превращении, соответствует 
свой параметр порядка. При плавлении и кристаллизации таких параметров порядка беско-
нечно много. В работах [20, 21] получена аппроксимация, позволяющая вместо бесконечного 
количества параметров порядка рассматривать один скалярный параметр порядка. Аппрокси-
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мация состоит в следующем. Для описания положения атомов кристаллической решетки ис-
пользуется разложение локальной плотности атомов в ряд Фурье. Граница между твердым 
телом и расплавом предполагается имеющей конечную ширину. Коэффициенты разложения 
Фурье зависят от расстояния до жидкой фазы. В рассматриваемой аппроксимации было при-
нято, что можно пренебречь изменением этих коэффициентов на расстояниях, сравнимых с 
межатомными расстояниями, а плотность атомов изменяется периодически с периодом, рав-
ным периоду кристаллической решетки. Однако и в этом случае детальное описание зависи-
мости плотности атомов от координат возможно только при учете всех коэффициентов Фурье. 
Поэтому были приняты следующие упрощающие предположения. Во-первых, коэффициенты 
Фурье, соответствующие вектору обратной решетки с наименьшим модулем, определяют ско-
рость образования новой фазы. Во-вторых, амплитуды этого ограниченного набора Фурье-
компонент пропорциональны друг другу. Эти два упрощающих предположения и позволяют 
ввести единственный скалярный параметр порядка для описания фазового перехода твердое 
тело-жидкость. В работах [22, 23] было показано, что величина d влияет на тепловое движение 
атомов и молекул, составляющих нанообъекты. В кристаллической решетке упорядоченное 
положение атомов нарушается их тепловым движением, поэтому степень упорядоченности 
атомов в кристалле убывает с увеличением среднеквадратичного отклонения атомов от их 
равновесного положения, σ. Это позволяет ввести параметр порядка η, который является 
функцией σ [13] и не требует дополнительных упрощающих предположений. В соответствии с 
критерием Линдемана кристалл плавится тогда, когда σ достигает значения σm, удовлетво-
ряющего соотношению 2 2 2

m b   . Здесь b – параметр кристаллической решетки, ξ – опреде-
ленная доля b, соответствующая σm. Поэтому определим параметр порядка  как 

 
2 2
m    . (2) 

Как следует из соотношения (2), в кристаллическом веществе при температуре плавления 
имеем η = 1. Разумеется, η > 1 при температуре меньше Tm. В рамках модели Я.И. Френкеля [7] 
каждый атом или молекула жидкости участвует в двух видах движения. Поколебавшись около 
одного и того же положения равновесия в течение некоторого времени τ, времени «оседлой 
жизни», рассматриваемый атом может перескочить в новое положение равновесия, располо-
женное по соседству на расстоянии того же порядка величины, что и расстояния между сосед-
ними атомами. Если характерное время воздействия на жидкость велико по сравнению с τ, то 
жидкость проявляет свойство текучести, т. е. ведет себя как жидкость в обычном смысле, если 
же время воздействия сравнимо или меньше τ, то жидкость ведет себя как твердое тело. В на-
стоящей работе при использовании соотношения (2) принято, что определение среднеквадра-
тичного смещения атома в жидкости проводится за промежуток времени, который много 
больше, чем время оседлой жизни атома или молекулы, поэтому справедливо соотношение 

2 2
m   . Таким образом, при T > Tm можно принять, что η = 0. В общем случае величина σ 

зависит от того, насколько атом удален от поверхности нанообъекта. Атомы на свободной по-
верхности имеют большую амплитуду тепловых колебаний, чем атомы внутри объема нано-
объекта. Поэтому в работе [23] было предложено при описании термодинамических свойств 
нанообъектов использовать эффективное значение σeff, приписываемое всем атомам нанообъ-
екта. При подстановке σeff в уравнение (2), получается эффективное значение параметра по-
рядка ηeff [13]. Использование эффективного параметра порядка позволяет вместо отдельного 
нанообъекта рассматривать макроскопическое твердое тело с параметром порядка η = ηeff. Для 
макроскопического тела плотность энергии Гиббса можно представить в виде ряда [24]: 

     2 3 4
0, , ,

2 3 4
A B Cg p T g p T        . (3) 

Здесь g и g0 – плотность энергии Гиббса упорядоченной и неупорядоченной фазы соответст-
венно. При выполнении дополнительного условия B = 0 имеет место переход второго рода. 
Как было показано в работе [1], у всех нанообъектов существует критический характерный 
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размер dc, при котором B = 0. Причем при характерных размерах меньше и больше dc нанообъ-
ект имеет переход первого рода – плавление.  

Равновесное значение параметра порядка определяется из условия минимума энергии 
Гиббса при наличии термодинамического равновесия: 0G    и 2 2 0G   . Для плотно-
сти энергии Гиббса из уравнения (3) имеем 

  2 0g A B C
     


. (4) 

Уравнение (4) имеет три решения: η1 = 0 и еще два решения: 

 
2

2
2 2
B B A
C C C

 
    

 
,  (5) 

 
2

3
2 2
B B A
C C C

 
    

 
. (6) 

Здесь η2 и η3 дают максимальное и минимальное значения G соответственно. Оба корня при-
нимают действительные значения, если дискриминант в выражениях (5) и (6) неотрицатель-
ный. С другой стороны, непосредственно из уравнения (2) следует, что  ≥ 0. Поэтому 

 20 4A B C  . При температуре плавления твердая и жидкая фаза вещества находятся в 
термодинамическом равновесии, т. е. g(Tm, p, η1) = g(Tm, p, η3). Из этого уравнения и условия 
минимума плотности энергии Гиббса можно получить значение параметра порядка твердого 
вещества при температуре плавления: η3 = 2B/(3C). Отсюда следует, что A(Tm) = 2B2/(9C). 
Симметричная фаза стабильна при температуре выше Tm: 

  22 9A B C . (7) 

Несимметричная фаза стабильна в области температур ниже Tm: 

  22 9A B C . (8) 

Обычно зависимость феноменологического коэффициента A от температуры описывается вы-
ражением A(T) = a(T − Tc) [24], где a – не зависящая от температуры константа. Тогда из нера-
венств (7) и (8) следует, что несимметричная фаза стабильна, если ее температура удовлетво-
ряет неравенству  22 9cT T B aC  . Отсюда температура плавления равна 

 
22

9
m c

BT T
aC

  . (9) 

Как уже было отмечено выше, коэффициент B равен нулю при d = dc. Введем новую пе-
ременную , равную отношению количества поверхностных атомов к количеству внутренних 
атомов нанообъекта. В работе [25] было рассмотрено поведение B(χ) в окрестности точки 

c   , здесь  c cd   . Соответствующий ряд Тейлора имеет вид: 

      2c c
1 ...
2

cB B B B           .  (10) 

Здесь B  и B  первая и вторая производные коэффициента B по χ соответственно. Уравнение 
(4) играет роль уравнения состояния. Оно инвариантно по отношению к B  − B,   − . 
Поскольку параметр порядка (2) всегда положительный, то такое преобразование запрещено и 
выполняется неравенство B ≥ 0. В разложении (10) второй член меняет знак B в критической 
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точке c. В добавление к этому, справедливо соотношение  c c 0B B   . Следовательно, эти 

члены разложения тождественно равны нулю:       2 2
c c0.5B B o        . Из по-

следнего соотношения и уравнения (9) следует, что 

 
 42

0 c2

9
m c

B
T T

aC

  
  , (11) 

здесь введено обозначение 0 2B B . В соответствии с уравнением (11), температурный гис-
терезис исчезает при  = c. 

2. ОБСУЖДЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Чтобы определить максимальную температуру перегрева, рассмотрим уравнение (6). Ес-
ли A > A+ = B2/(4C), где A+ = a(T+ − Tc), тогда дискриминант в уравнении (6) меньше нуля. Это 
значит, что параметр порядка равен нулю. Таким образом, получаем 

 
2

c
4
BT T
aC

   . (12) 

Минимальная температура, до которой можно охладить жидкость, определяется соотно-
шением A = A− = 0. Здесь T− = Tc. При температуре ниже T− жидкое состояние становится абсо-
лютно неустойчивым. Если твердое тело имеет температуру большую, чем T+, происходит его 
гомогенное плавление (твердое состояние вещества абсолютно неустойчиво). В температур-
ном диапазоне от Tm до T+, происходит гетерогенное плавление твердого тела. Здесь плавление 
происходит путем зарождения и роста частиц новой фазы. В нано-диапазоне характерных раз-
меров температура кристаллизации нанообъектов может быть существенно ниже их темпера-
туры плавления. Если температура жидкого нанообъекта меньше T−, происходит массивное 
гомогенное зарождение твердой фазы в объеме нанообъекта. Плавление нанообъектов проис-
ходит при температуре плавления, поскольку при более низкой температуре происходит плав-
ление поверхностного слоя нанообъекта. Расплавленный поверхностный слой выступает в 
роли области зарождения и роста жидкой фазы в области температур Tm < T < T+. При умерен-
ных скоростях нагрева не происходит перегрева твердых наночастиц со свободной поверхно-
стью, поскольку расплавленный жидкий слой облегчает зарождение жидкой фазы. Наблюдае-
мый гистерезис между кристаллизацией и плавлением нанообъектов обусловлен тем, что раз-
мер критического зародыша новой фазы, как было показано выше, превосходит характерный 
размер самого нанообъекта. Это приводит к невозможности образования зародышей твердой 
фазы в интервале температур T– < T < Tm. максимальная возможная ширина гистерезиса, w, 
определяется соотношением 

 
2
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    . (13) 

Из уравнений (10) и (13) следует, что если d  dc, то w  0. Это значит, что гистерезис 
исчезает при d = dc. Такое исчезновение температурного гистерезиса наблюдалось ранее экс-
периментально [18] и было получено методом молекулярной динамики [12, 26]. Для нанообъ-
ектов со свободной поверхностью при умеренных скоростях нагрева ширина температурного 
гистерезиса, wf, равна 
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У большинства исследованных веществ T+ ≈ 1.33Tm и T− ≈ 0.67Tm [9]. В дебаевском высо-
котемпературном приближении 2 T   [23] и, следовательно, mT T  . Поэтому температу-
ры T+ и T− соответствуют значениям параметра порядка + = 0.75 и − = 1.5. Теперь для шири-
ны температурного гистерезиса получаем оценку: w ≤ 0.66Tm и wf ≤ 0.33Tm. Разумеется, во всех 
формулах принято, что Tm = Tm(d). Критический размер наночастиц dc можно оценить из дос-
тупных опубликованных экспериментальных данных. Например, в координатах «температу-
ра – характерный размер наночастиц» кривая плавления наночастиц меди касается соответст-
вующей кривой отвердевания при dc ≈ 4 нм [18]. Энтропия плавления наночастиц олова равна 
нулю при dc ≈ 3.2 нм [11]. Расчеты методом молекулярной динамики дают T− = 0.7 Tm и 0.75 Tm 
для Ni и Cu, соответственно [12, 26]. Эти значения T− близки к теоретической оценке  
T− ≈ 0.67Tm, полученной в рамках нашей модели. Таким образом, наблюдаемая в эксперимен-
тах большая степень переохлаждения нанообъектов, подтверждает вывод развитой в настоя-
щей статье модели о том, что отвердевание жидких наночастиц происходит в области темпе-
ратур, в которой жидкое состояние абсолютно неустойчиво. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, классическая теория зарождения и роста частиц новой фазы не примени-
ма для описания плавления и кристаллизации нанообъектов, поскольку критический размер 
зародыша новой фазы превосходит характерный размер нанообъектов. Развитая в настоящей 
работе теоретическая модель адекватно описывает температурный гистерезис, имеющий место 
при плавлении и кристаллизации нанообъектов. Показано, что при уменьшении характерного 
размера нанообъекта ширина температурного гистерезиса уменьшается. Существует харак-
терный размер нанообъекта dc, при котором температурный гистерезис отсутствует. Типичное 
значение dc составляет примерно 4 нм. Кристаллизация жидких нанообъектов происходит при 
охлаждении до температуры, при которой переохлажденный жидкий нанообъект становится 
абсолютно термодинамически неустойчивым. 
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L.A. Borynyak, A.P. Chernyshev  
A temperature hysteresis at melting and crystallization of nanoobjects 

The investigation is devoted to the application of the mean-field method to forecast the physical properties of 
nanoobjects. The present investigation shows that physical properties of objects with sizes less than 10 nm are not 
monotonic functions of the reciprocals of their characteristic dimensions. This gives one further possibility to create 
nanomaterials with new physical properties for industry. This article is also devoted to theoretical description of the 
physical properties of nanoscale objects having their characteristic size near the critical one, at which their melting en-
tropy and enthalpy are equal to zero. It is shown that in the nanoscale region the classic growth and nucleation theory is 
failed. For the first time, it is shown theoretically that in the nanoscale the width of the temperature hysteresis decreases 
with decrease in the characteristic size of nanoobjects. It becomes equal to zero for nanoobjects with the characteristic 
size in a few nanometers. It was revealed that the nanoobjects crystallization occurs at temperature which corresponds 
to the absolute instability of the nanoobjects liquid state. An adequacy of the results obtained in the present article is 
confirmed by comparison with the experimental data available in the literature. The critical size and the critical tem-
perature are estimated from the available experimental data. The effect of the surface melting on the physical properties 
of nanoobjects is discussed. 

Key words: nanoparticles, order parameter, superheating, undercooling, surface melting, critical characteristic 
size, phase transition, melting temperature, Landau mean-field theory, temperature hysteresis. 


