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Децентрализация производства электроэнергии на основе установок распределенной ге-
нерации является важным сегментом новой технологической платформы электроэнергетики. 
На базе этого подхода могут быть получены значимые положительные эффекты, заключающи-
еся в снижении финансовых затрат на энергообеспечение, повышении бесперебойности элек-
троснабжения, улучшении качества электроэнергии и стимулировании применения возобнов-
ляемых энергоисточников. Для эффективного использования распределенной генерации в 
электроэнергетических системах требуется разработка методов и средств, обеспечивающих 
координированное управление нормальными, аварийными и послеаварийными режимами. 
Особую актуальность приобретают задачи определения предельных режимов сетей, в узловых 
точках которых подключены генераторы относительно небольшой мощности. В некоторых 
ситуациях (например, при использовании малых гидравлических станций) группы таких гене-
раторов могут располагаться на значительных для распределительных сетей 6–10–20 кВ рас-
стояниях от центров потребления; при этом будет иметь место заметное ограничение областей 
статической апериодической устойчивости. 

В статье представлены результаты разработок, направленных на реализацию методов 
определения предельных режимов по статической апериодической устойчивости в сетях с 
установками распределенной генерации. В основу предлагаемого подхода положены уравне-
ния предельных режимов, обеспечивающие формирование эффективных алгоритмов для опе-
ративного нахождения точек, принадлежащих границам областей устойчивости. Приведены 
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результаты построения указанных областей для электрической сети 6 кВ с установками рас-
пределенной генерации на основе гидравлических станций малой мощности. Дополнительно в 
системе Matlab проведено моделирование переходных процессов в исследуемой электроэнер-
гетической системе для различных точек пространства регулируемых параметров режима. 

Ключевые слова: электроэнергетические системы, установки распределенной генера-
ции, уравнения предельных режимов, обеспечение статической устойчивости, статическая 
апериодическая устойчивость, математические модели, уравнения установившихся режимов, 
матрица Якоби, моделирование, прогностические регуляторы 

ВВЕДЕНИЕ  

При проектировании и эксплуатации электроэнергетических систем 
(ЭЭС) возникает необходимость определения предельных режимов (ПР) по 
статической апериодической устойчивости (САУ) [1, 2]. Особую актуаль-
ность задачи оперативного расчета ПР приобретают при реализации систем 
противоаварийного управления ЭЭС [1–4]. Кроме того, с определением ПР 
связаны другие важные вычислительные процедуры управления, в частности 
направленные на оптимизацию режимов ЭЭС. 

В прошлом столетии задачи определения ПР и построения областей 
САУ решались применительно к мощным ЭЭС и энергообъединениям с вы-
соковольтными электрическими сетями 110–220–330–750 кВ [1–4]. В связи  
с переходом к децентрализованным технологиям производства электроэнер-
гии [5–18] на основе установок распределенной генерации (РГ) эти задачи 
становятся актуальными для распределительных сетей 6–10–20 кВ и систем 
электроснабжения. Некоторые объекты децентрализованной выработки элек-
троэнергии (например, малые гидравлические электростанции или ветропар-
ки, особенно офшорные) могут располагаться на расстояниях от центров по-
требления, значительных для класса сетей напряжением 6–10–20 кВ. Этот 
фактор приводит к существенному ограничению областей САУ и затрудняет 
противоаварийное управление [19, 20]. Ниже рассматриваются математиче-
ские модели для оперативного определения ПР в электрических сетях и си-
стемах электроснабжения с установками РГ, построенные на основе уравне-
ний предельных режимов. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

При традиционном представлении генераторов и нагрузок ЭЭС в виде 
активных и реактивных мощностей, подключенных в узловых точках сети, 
для описания установившихся режимов ЭЭС используются уравнения сле-
дующего вида: 

 (  ) F X, Y 0 ,  (1) 

где 1 2[ ]Tnf f f F  – нелинейная вектор-функция; 1 2[ ]Tmy y y Y  – за-
данные значения регулируемых параметров; Х – нерегулируемые параметры, 
которые необходимо определить из решения (1). 
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При некоторых значениях LY  вектора Y, принадлежащих множеству  , 

уравнения (1) будут иметь решения L X X , в которых выполняется 
условие 

 0 ( 1) det 0na


  


W

X
,  (2) 

где 




W

X
 – матрица Якоби уравнений 

 W(X, Y) = 0,  (3) 

в общем случае отличающихся от системы (1), потому что они записываются 
с учетом характеристик элементов ЭЭС при малых возмущениях. Подробный 
анализ причин отличия уравнений (1) и (3) приведен в работе [4]. Парамет-
рам LY  отвечают предельные по САУ режимы. В пространстве параметров Y 

точки LY  лежат на гиперповерхности WL  (рис. 1).  
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Рис. 1. Сечения областей устойчивости и существования  
режимов в пространстве Y координатной плоскостью 

Fig. 1. Sections of regions of stability and existence of regimes  
in the Y space by the coordinate plane 

При значениях LPY Y  уравнения (1) имеют решения 

LP P X X , 
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отвечающие режимам, предельным по передаваемой мощности. Для этих ре-
жимов выполняется условие 

 det 0





F

X
,  (4) 

где 




F

X
 – матрица Якоби уравнений установившихся режимов (УУР) (1). 

В пространстве Y значениям LPY Y  соответствует гиперповерхность FL  
(рис. 1).  

Для наиболее общего случая справедливо соотношение 

 


 

W F

X X
, 

что связано с целым рядом факторов, проанализированных в работе [4]. Рав-
ными указанные матрицы будут тогда, когда характеристики генераторов и 
нагрузок, используемые для расчета режимов и исследования устойчивости, 
не будут отличаться. В этом случае при одинаковых формах записи уравне-
ний (1) и (3) будет выполняться равенство 

 


 

W F

X X
. 

2. УРАВНЕНИЯ ПРЕДЕЛЬНЫХ РЕЖИМОВ 

Для решения задач противоаварийного управления в сетях с установка-
ми РГ требуются эффективные методы оперативного определения ПР, кото-
рые не используют многошаговые процедуры. Кроме того, применяемые для 
этой цели алгоритмы должны обеспечивать высокую надежность получения 
результатов. Такая методика, адаптированная к задачам определения ПР и 
построения границ WL  и FL  для сетей с установками РГ, может быть реали-
зована на базе уравнений предельных режимов (УПР) [1, 4]. 

В основе этих уравнений лежит замена соотношения (2) на условие, ко-
торое можно представить в двух видах 

 






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V S
X

0 ; (5) 

 
T

 
  

 
V

X
0

W
R , (6) 

где 1 2 ,[ ]Tns s s S  1 2[ ]Tnr r r R  – собственные векторы соответствую-
щих матриц, отвечающие собственному значению, равному нулю. Соотно-
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шения (5) и (6) являются абсолютно эквивалентными, однако последняя за-
пись является более предпочтительной, так как на ее основе могут быть 
сформированы модифицированные УПР, позволяющие определять предель-
ные режимы для наиболее опасной траектории утяжеления, выбирать управ-
ляющие воздействия противоаварийной автоматики, аппроксимировать гра-
ницы областей САУ [4]. 

Из того, что в уравнениях (5) и (6) векторы ,R S определяются с точно-
стью до произвольного множителя, необходимо их доопределение, наиболее 
приемлемый способ которого состоит в дополнении систем (5), (6) скаляр-
ными уравнениями 

( ) 1 0TU   S S S  

или 

( ) 1 0TU   R R R . 

Следует отметить, что в отличие от (2) и (4) условия (5) и (6) дают ана-
литическое описание границ WL  или FL . 

На основе соотношений (1) и (5) могут быть записаны уравнения пре-
дельных режимов [1, 4] 
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 (7) 

где функция 0( )T T  Y Y Y скалярного аргумента Т задает в прост-

ранстве Y  линейную траекторию изменения вектора Y; 0Y  – значение век-
тора Y в исходном режиме. 

При использовании соотношения (6) УПР приобретают вид 
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 (8) 
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Для многих практических приложений можно использовать допущение 

о совпадении матриц ,  
 

 

W F

X X
; при этом УПР приобретают следующий вид: 

– для прямой матрицы 
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1 0

 (9) 

– для транспонированной матрицы 
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Для определения параметров предельного режима на основе УПР можно 
использовать метод Ньютона–Рафсона, при этом каждый шаг расчета требует 
решения следующей системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ): 
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В широко применяемых для определения ПР методов дискретного утя-
желения при подходе к точке LPX  требуется решение плохо обусловленных 

СЛАУ, что вызвано вырожденностью матрицы 




F

X
 при LPX X . 

УПР свободны от этого недостатка, так как отвечающая им матрица 
Якоби не вырождена в указанной точке, т. е. можно записать, что при 

LPX X  
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 det det 0
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, (10) 

где  ,UH F,V ,  , ,TZ X S . 

3. НЕВЫРОЖДЕННОСТЬ МАТРИЦЫ ЯКОБИ УРАВНЕНИЙ 
ПРЕДЕЛЬНЫХ РЕЖИМОВ 

Отличность от нуля определителя матрицы 




H

Z
 в точке решения можно 

проиллюстрировать на примере формы записи УПР, использующей вектор S. 

Если уравнения (1) и (3) различаются, то матрицы 




W

X
 и 




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X
 не совпадают. 

Поэтому в точках, соответствующих границе ,WL   
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X
 

что в общем случае обеспечивает выполнение соотношения 

det 0
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
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Z
. 

Доказательство выполнения условия (10) при совпадении матриц 




W

X
 и 





F

X
 можно провести при допущении того, что 
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т. е. вектор 
T





F
 в точках, принадлежащих границе WL , не является линейной 

комбинацией столбцов матрицы 




F

X
. 
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Действительно, равенство (11) выполняется только при нереальных тра-
екториях изменения режима [4] из точек, находящихся за пределами грани-
цы WL  (рис. 2).  
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Рис. 2. Изменение режима по траектории, касательной  
гиперповерхности LW 

Fig. 2. Changing the mode along the trajectory tangent  
to the hypersurface LW 

Доказательство выполнения условия (10) можно провести от противно-
го, предполагая вначале, что в точке решения LZ   
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При выполнении уравнения (12) матрице 

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Z
 должен соответствовать 

собственный вектор 0K , отвечающий собственному значению 0  .  
Тогда можно записать: 

 

I III

I II III

'
II

;

,

2 0,

 
 

 

  
  

  



F F
K K 0

X T

V V V
K K K 0

X S T

S K

 (13) 
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где 
I

II

III

 
   
  

K

K K

K

 I 1 2 ... T
nk k kK ;  II 1 2 2... T

n n nk k k K ; 

III 2 1nk K . 
Для принятого выше допущения первое векторное уравнение систе-

мы (13) справедливо только при выполнении следующих условий: 

I K S ;    III 0K . 

При выполнении этих соотношений второе и третье уравнения (13) при-
нимают вид 

 

'

,

2 0.

II

II

      


 

V V
S K 0

X S

S K

  (14) 

Второе равенство в (14) справедливо только при II 0K , при этом пер-
вое равенство принимает вид 

 





V
S 0

X
. (15) 

Так как S не собственный вектор матрицы 




V

X
, то соотношение (15) вы-

полняется тогда, когда S = 0. 
Таким образом, все компоненты вектора K являются нулевыми и соотно-

шение  

det 0





H

Z
 

выполняется в точках, отвечающих границе WL . Приведенное доказатель-
ство распространяется на любую из форм УПР, представленных выше. 

Невырожденность матрицы 




H

Z
обеспечивает высокую надежность по-

лучения результата, что особенно важно при использовании УПР в задачах 
определения ПР при противоаварийном управлении в системах электроснаб-
жения с установками распределенной генерации [19, 20].  
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4. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Определение областей САУ на основе УПР в форме (10) проведено при-
менительно к схеме сети [19, 20], план и схема которой приведены на рис. 3. 
Мощности установок РГ приняты равными 24 МВт.  

 

     

Ом4,1034,012 jZ 

О
м

75,1
04

2
,0

13
j

Z




Ом1,205,023 jZ 

кВ61 U кВ62 U

кВ3,63 U

 
а б 

Рис. 3. План (а) и схема сети (б) 

Fig. 3. Plan (a) and network diagram (b) 

Расчеты выполнялись для трех вариантов сети (см. рис. 3): 
1) полная схема сети; 
2) перемычка между установками РГ разомкнута; 
3) отключена линия, связывающая установку РГ 1 с подстанцией ЭЭС. 
Результаты моделирования проиллюстрированы на рис. 4, 5 и в таблице. 
 

 
Рис. 4. Области САУ при различных структурах сети 

Fig. 4. SAS areas for different network structures 
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а б 

Рис. 5. Графики якобиана при изменении параметров 1 и 2 для полной  
схемы сети: 

а – контурный график; б – график поверхности 1( i ) = 0,05i; 2( i ) = 0,05j 

Fig. 5. Jacobian diagrams when parameters 1 and 2 are changed  
for the complete network diagram:  

а is a contour plot; b is a surface plot 1( i ) = 0,05i; 2( i ) = 0,05j 

Результаты расчета режимов полной схемы 

Results of calculating the complete circuit modes 

P1, МВт P2, МВт Pij, МВт 1, град 2, град Q1, Мвар Q2, Мвар 
2 2 3,9 5,6 5,9 –0,97 –0,8 
5 5 9,88 14,31 15,1 –0,5 –0,36 

10 10 19,7 29,49 31 1,54 1,49 
15 15 29,3 47,4 49,82 5,62 5,2 
20 20 38,3 80,26 84,1 16,5 14,9 
 
Полученные результаты позволяют сделать вывод о том, что на основе 

описанных выше алгоритмов может быть реализована эффективная методика 
анализа статической апериодической устойчивости в ЭЭС с установками РГ, 
применимая в задачах проектирования, а также оперативного и противоава-
рийного управления (ОУ и ПАУ). Невырожденность матрицы Якоби УПР в 
точке решения обеспечивает надежность получения результатов, что весьма 
важно в задачах ОУ и ПАУ.  

Дополнительно проведено моделирование переходных процессов в си-
стеме Matlab при кратковременном включении на подстанции ЭЭС нагрузки 
мощностью 25 + j15 МВА для следующих коммутационных ситуаций и ве-
личин мощностей установок РГ: 

 для схемы а на рис. 3: 1Р  = 18 МВт; 2Р  = 18 МВт (устойчивый ре-

жим); 1Р  = 22 МВт; 2Р  = 18 МВт (неустойчивый режим); 

 при отключенной линии, которая связывает РГ1 с подстанцией ЭЭС: 

1Р  = 6 МВт; 2Р  = 6 МВт (устойчивый режим); 1Р  = 10 МВт; 2Р  = 8 МВт 
(неустойчивый режим). 

Полная схема модели исследуемой сети в Matlab, в которой учитываются 
автоматические регуляторы возбуждения (АРВ) и регуляторы скорости (АРС) 
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вращения ротора генератора, представлена на рис. 6. В ней применялись блоки 
пакетов моделирования системы Matlab. В качестве установок РГ в исследуе-
мой системе использовались две малые ГЭС с установленной мощностью по 
24 МВт каждая, работающие на базе синхронных генераторов (блоки Synchro-
nous Machine на рис. 6).  

 

 

Рис. 6. Внешний вид модели в Matlab 

Fig. 6. Diagram of the network model in Matlab 

Системы возбуждения генераторов (блоки Excitation System1 и Excitation 
System 2 на рис. 6) моделировались апериодическим звеном первого порядка 

с передаточной функцией 
1

0,025 1s 
. 

Блок Hydraulic Turbine на рис. 6 включал модели главного сервомотора с 
изодромным регулятором, ограничителя и гидравлической турбины. Серво-
мотор с регулятором представлен следующей передаточной функцией: 

0,1 1

(0,1 1)(0,25 1) 0,1i

s

s s n s



  
, 

где in  = 10 отн. единиц – коэффициент усиления изодромного регулятора. 
Для турбины применялась передаточная функция, учитывающая гидро-

удар 

1 0,344

1 0,5 0,344

a s

a s




, 

где a = 0…1 – положение открытия направляющего аппарата. 
Для синхронных генераторов установок РГ при моделировании задава-

лись следующие параметры: номинальная мощность 24 МВ·А; напряжение 
6 кВ; частота 50 Гц; постоянная инерции – 2,86 с; число пар полюсов – 3. Ли-
нии электропередач (блоки Line на рис. 6) представлялись в виде последова-
тельно соединенных RL-цепей, сопротивления которых указаны на рис. 3. 
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Подробное описание используемых моделей прогностических АРВ и 
АРС (блоки AVR, ASR на рис. 6) приведено в работе [21]. 

На первом этапе для чистоты эксперимента моделировались генераторы 
установок РГ без АРВ и АРС. Результаты моделирования в виде временных 
зависимостей мощностей, скоростей вращения роторов и напряжений генера-
тора установки РГ1 представлены на рис. 7 и 8.  

 

  
 

  
 

  
а б 

Рис. 7. Временные зависимости мощности, скорости вращения ротора и на-
пряжения генератора установки РГ1 при кратковременном включении допол- 
                              нительной нагрузки в полной схеме сети:  

а – P1 = 18 МВт, P2 = 18 МВт (устойчивый режим); б – P1 = 22 МВт, P2 = 18 МВт  
(неустойчивый режим) 

Fig. 7. Time dependencies of power, rotor speed and voltage of the DG1 plant ge-
nerator with a short-term connection of an additional load in the complete network  
                                                               circuit:  

(a) P1 = 18 MW, P2 = 18 MW (stable mode); (b) P1 = 22 MW, P2 = 18 MW (unstable mode) 
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Результаты компьютерного моделирования подтверждают правильность 
расчета точек областей устойчивости ЭЭС с установками РГ с использовани-
ем предлагаемой методики. При значениях параметров режима, находящего-
ся на границе области САУ, и вносимом возмущении в ЭЭС в виде подклю-
чения дополнительной нагрузки наблюдается ожидаемая потеря устойчиво-
сти генераторов установок РГ (рис. 7, б и 8, б). 

 

  
 

  
 

  
а б 

Рис. 8. Временные зависимости мощности, скорости вращения ротора и на-
пряжения генератора установки РГ1 при кратковременном включении допол- 
              нительной нагрузки в схеме сети с отключенной линией 1–3:  

а – P1 = 6 МВт, P2 = 6 МВт (устойчивый режим); б – P1 = 10 МВт, P2 = 8 МВт  
(неустойчивый режим) 

Fig. 8. Time dependencies of power, rotor speed and voltage of the DG1 plant ge-
nerator with a short-term connection of an additional load in a network circuit with  
                                              the disconnected Line 1–3: 

a – P1 = 6 MW, P2 = 6 MW (stable mode); b – P1 = 10 MW, P2 = 8 MW (unstable mode) 
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Также выполнено моделирование переходных процессов при дополни-
тельной загрузке генераторов установок РГ для сети с отключенной лини-
ей 1–3, выводящей режим ЭЭС за пределы области устойчивости. Соответ-
ствующие графики представлены на рис. 9, а. Использование прогностиче-
ских АРВ и АРС позволяет расширить границы области САУ. Временные 
зависимости мощности, скорости вращения ротора и напряжения генератора, 
подтверждающие данные выводы, показаны на рис. 9, б. 

 

  
 

  
 

  
а б 

Рис. 9. Временные зависимости мощности, скорости вращения ротора и на-
пряжения генератора установки РГ1 при увеличении загрузки генераторов  
с P1 = 6 МВт, P2 = 6 МВт до P1 = 12 МВт, P2 = 10 МВт в схеме сети с отклю- 
                                                    ченной линией 1–3: 

а – без регуляторов; б – с использованием прогностических АРВ и АРС 

Fig. 9. Time dependencies of power, rotor speed and voltage of the DG1 plant gen-
erator with an increase in the generators load from P1 = 6 MW, P2 = 6 MW to 
P1 = 12 MW, P2 = 10 MW in the network diagram with the disconnected Line 1–3: 

а – without regulators; b – using prognostic AVR and ASR 



Ю.Н. БУЛАТОВ, А.В. КРЮКОВ и др. 32

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Выполненные расчеты ПР и результаты компьютерного моделирования 
дают возможность сделать следующие выводы. 

1. На основе УПР может быть реализована эффективная методика опре-
деления точек областей устойчивости ЭЭС с установками РГ при различных 
структурах сети. Невырожденность матрицы Якоби УПР в точке решения 
обеспечивает надежность получения результатов, что весьма важно в задачах 
оперативного и особенно противоаварийного управления.  

2. Результаты компьютерного моделирования подтверждают правиль-
ность расчета точек областей устойчивости ЭЭС с установками РГ с исполь-
зованием предлагаемой методики. При значениях параметров режима, нахо-
дящегося на границе области устойчивости, и вносимом возмущении в ЭЭС в 
виде подключения дополнительной нагрузки наблюдается ожидаемая потеря 
устойчивости генераторов установок РГ  

3. Использование прогностических регуляторов установок РГ позволяет 
расширить границы области САУ. 
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Abstract 

Decentralization of electricity generation based on distributed generation plants is an im-
portant segment of the new technology platform for the power industry. On the basis of this ap-
proach, significant positive effects can be obtained, which consist in reducing financial costs of 
energy supply, increasing the uninterrupted power supply, improving the quality of electricity 
and stimulating the use of renewable energy sources. Effective use of distributed generation in 
electric power systems requires the development of methods and tools that provide coordinated 
management of normal, emergency and post-emergency modes. Of particular relevance is the 
problem of determining the limit operating modes of networks, at the nodal points of which rel-
atively low power generators are connected. In some situations, for example, when using small 
hydraulic stations, groups of such generators can be located at significant distances for 6-10-20 
kV distribution networks from consumption centers.  In this case there will be a noticeable 
limitation of the regions of static aperiodic stability. 

The article presents the results of developments aimed at implementing methods for de-
termining the limit operating modes by static aperiodic stability in networks with distributed 
generation plants. The proposed approach is based on the limit modes equations which provide 
the formation of effective algorithms for the operational finding of points belonging to the 
boundaries of stability regions. The results of the construction of the indicated areas for a 6 kV 
electric network with distributed generation plants based on low-power hydraulic stations are 
presented. Additionally, the transient processes in the studied electric power system were simu-
lated in the Matlab system for various space points of the controlled mode parameters. 

Keywords: electric power systems; distributed generation plants; limit modes equations; 
ensuring static stability; static aperiodic stability; mathematical models; steady state equations; 
Jacobi matrix; modeling; predictive regulators 
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