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В статье рассмотрена задача оценивания параметров линейных регрессионных моделей в условиях гетероске-
дастичности. При построении модели предполагается, что дисперсия случайной ошибки зависит от некоторого факто-
ра (в роли такого фактора может выступать один из входных факторов модели или какой-то внешний фактор). Пред-
полагается, что совокупность исходных данных может быть разбита на участки с одинаковой дисперсией. Предложен 
подход, позволяющий свести регрессионную модель с такими предположениями к модели со структурированной 
ошибкой. При построении модели предполагается, что ковариационная матрица ошибок является линейной комбина-
цией известных матриц с неизвестными коэффициентами. Данные известные матрицы имеют диагональный вид и 
формируются исходя из структуры исходных данных. Оценивание параметров этой модели предлагается проводить с 
использованием квадратичных оценок минимальной нормы (MINQE). Разработан алгоритм определения границ ин-
тервалов области исходных данных с одинаковой дисперсией. В алгоритме проверка гипотез о различии дисперсий на 
разных участках проводится с использованием критерия дисперсионного анализа (ANOVA-критерия). Средствами 
статистического имитационного моделирования проведены вычислительные эксперименты, показывающие работо-
способность разработанного алгоритма. Даны рекомендации по выбору наилучших параметров алгоритма. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Регрессионный анализ является одним из самых распространенных на практике видов 
статистического анализа. Однако его корректное применение требует соблюдения ряда усло-
вий. Одним из предположений классической регрессионной модели является предположение 
постоянства дисперсии случайной ошибки (гомоскедастичности). Именно в этом случае оцен-
ки неизвестных параметров, полученные методом наименьших квадратов, являются опти-
мальными с точки зрения теоремы Гаусса – Маркова [1, 3, 8]. На практике часто возникают 
ситуации, когда данное предположение оказывается нарушено. Причиной нарушения могут 
служить различные факторы как внешнего, так внутреннего характера. Если исследователю 
известны причины появления неоднородностей в исходных данных, а также последствия (дис-
персии наблюдений при каждом изменении), то для оценивания параметров регрессионных 
уравнений в таких условиях лучше использовать обобщенный метод наименьших квадратов. 
На практике исследователь такой информацией располагает крайне редко. Следовательно, 
необходимы специальные алгоритмы и критерии, позволяющие определять наличие гетеро-
скедастичности, а также оценивать ее форму. Исследованию критериев обнаружения гетеро-
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скедастичности была посвящена работа [5]. В данной же статье предлагается алгоритм, позво-
ляющий при ряде допущений определять форму гетероскедастичности исходных данных. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим линейную модель следующего вида: 
 Y X   , (1) 

где  1, , T
NY y y  – вектор, состоящий из N  наблюдений;   – вектор неизвестных парамет-

ров; X  – матрица значений независимых переменных, соответствующих неизвестным пара-

метрам;  1, , T
N     – случайный вектор. 

Корректное оценивание вектора неизвестных параметров уравнения (1) методом наи-
меньших квадратов возможно, если относительно случайных ошибок справедливы следующие 
предположения [2, 6]: 

   0iE   ,   2
iD    ,   0i jE    , i j  , (2) 

или в матричной форме: 

  0E   ,   2
ND I   . 

В случае гетероскедастичной ошибки наблюдения нарушается предположение о неиз-
менности дисперсии ошибки. 

Допустим, что дисперсия ошибок не постоянна и можно разбить всю область исходных 
данных на r  подгрупп таким образом, чтобы выполнялось условие 

   0iE   ,   2
i kD     при ki S , 1, ,i N  , (3) 

где kS  – k-я подгруппа наблюдений, 1, ,k r  ;  1 2 1, ,rS S S N     ; m nS S  , 
при m n . 

Если дисперсии 2
k , 1, ,k r   известны, то оценивание параметров модели (1), (3) воз-

можно по обобщенному методу наименьших квадратов. При неизвестных дисперсиях необхо-
димо проводить их оценивание. 

Решение этой проблемы возможно в рамках модели со структурированной ошибкой пу-
тем введения следующих обозначений: 

0, ,
( , ) 0, , ,

1, , ,
k k

k

i j
F i j i j i S

i j i S


  
  

  2
k k   , 1, , ,i N   1, , ,j N   

где kF  – матрица, составленная из элементов ( , )kF i j , 1, , .k r   Тогда  

   0E   ,   1 1 ... r rD F F F       . (4) 

Модель (1), (4) является частным случаем модели со структурированной ошибкой [7]. 

2. ОЦЕНИВАНИЕ КОВАРИАЦИОННОЙ МАТРИЦЫ ОШИБОК 

Для оценивания вектора неизвестных параметров 1( , ..., )Tr     воспользуемся квадра-
тичными оценками минимальной нормы (MINQ-оценками) [7]. Эти оценки являются несме-
щенными, не требуют знания законов распределения случайных составляющих модели, явля-
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ются локально оптимальными в смысле минимума дисперсии. MINQ-оценка для параметра j  
может быть вычислена следующим образом: 

 ˆ T
j jY A Y  , (5) 

где 1

1

r
T

j ji i
i

A H R F R


 , H  – матрица, составленная из элементов  T

i jtr R F R F  

( 1, ,i r  , 1, ,j r  ); R T M ; TT F XX  , M I P  ,  T TP X X T X X T
  , 

1 1 r rF F F     , 1( , ..., )Tr     – вектор априорных значений неизвестных параметров 

1( , ..., ) .T
r     

В результате матрица F  может быть оценена следующим образом: 

 1 1
ˆ ˆˆ r rF F F      , (6) 

а вычисление оценок фиксированных параметров проводится с использованием обобщенного 
метода наименьших квадратов: 

1 1ˆ ˆ ˆ( ) .T TX F X X F Y  
    

Естественно предположить, что наилучшие результаты достигаются, если априорные 
значения 1, ..., r   максимально близки к истинным значениям параметров 1, ..., r  . Сниже-
ние зависимости результатов от исходных априорных значений возможно при переходе к ите-
рационной процедуре, в которой оценки, найденные на предыдущем шаге, используются на 
следующем как априорные значения. Оценки, полученные таким образом, получили названия 
итерационных MINQ-оценок (IMINQ-оценки) [7].  

3. АЛГОРИТМ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ГРАНИЦ ПОДМНОЖЕСТВ С ОДИНАКОВОЙ ДИСПЕРСИЕЙ 

Построение матрицы (6) не вызывает особых трудностей, если известны все подмноже-
ства iS , для которых выполняется условие (3). Если эти подмножества неизвестны, то их не-
обходимо каким-либо образом выделить. Дальнейшие рассуждения будут основываться на 
предположении, что гетероскедастичность определяется зависимостью дисперсии ошибки 
наблюдений от некоторого фактора. Таким фактором может послужить один из регрессоров 
модели (1) или некоторый выделенный внешний фактор, определенный из особенностей мо-
делируемого объекта.  

В дальнейшем будем считать, что фактор, влияющий на величину дисперсии ошибки, 
определен и все наблюдения отсортированы в соответствии с этим фактором. Задача поиска 
подмножеств iS  сводится к разбиению имеющегося диапазона исходных данных на некоторое 
количество отрезков. При этом будем фиксировать не границы подмножеств iS , а количество 
точек, попавших в эти подмножества, с учетом проведенной сортировки. 

Обозначим через kn  количество наблюдений в k-й подгруппе наблюдений (или в k-м ин-
тервале) , 1, ,k r  . Естественно, должно выполняться условие  

1
.

r

k
k

n N


  

Рассмотрим предлагаемый автором алгоритм определения границ интервалов, содержа-
щих данные с одинаковой дисперсией. 
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Шаг 1. Определяем максимально возможное количество интервалов maxr , минимальное 
количество элементов в одном интервале minn , единицу приращения размера интервала  . 
Задаем начальное разбиение исходных данных  max, 1, ,kn k r   как равномерное 

max
k

Nn
r

 , max1, , ( 1)k r  ,  
max

max

( 1)

1

r

r k
k

n N n



   . 

Текущее количество интервалов определяем как maxr r . Для текущего разбиения 

 , 1, ,kn k r   вычисляем значение критерия оптимальности F . В качестве такого критерия 
может послужить статистика любого критерия на гетероскедастичность, при построении кото-
рого используется разбиение исходной области данных на интервалы [5].  

Например, в качестве критерия оптимальности может быть использована статистика кри-
терия Бартлетта: 

 ln
1

s
NF B

L



, (7) 

где  

2

1
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2

1

1

k

r

k k
k

s Nr
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 ,  

2
ks  – оценка дисперсии остатков уравнения (1), попавших в k-й интервал. 

Кроме этого, можно воспользоваться ANOVA-критерием, предложенным в [5]. Для этого 
строится вспомогательная однофакторная модель дисперсионного анализа  

 ij i ijy u    , (8) 

где в качестве значений зависимой переменной ijy  выступают модули (или квадраты) остат-

ков исходного уравнения (1), i  – главные эффекты, число которых определяется количест-
вом интервалов,  – генеральное среднее, iju  – случайная компонента, i  – номер интервала, 
j  – номер наблюдения в интервале. 

В качестве функции F  может использоваться объясненная сумма квадратов или коэф-
фициент детерминации модели (8). Также в роли функции F  может выступать статистика 
Фишера, построенная при проверке на значимость качественного фактора модели (8). 

Пусть номер текущего интервала 1i  . 
Шаг 2. Для текущего интервала i  проводим сдвиг правой границы вправо на величи-

ну  :  i in n   , 1 1i in n   . Для нового разбиения вычисляем значение критерия опти-
мальности newF . Если newF F , то сохраняем новое разбиение в качестве текущего и перехо-
дим на Шаг 3. В противном случае для интервала i  проводим сдвиг правой границы влево на 
величину  :  i in n  , 1 1i in n    . Для нового разбиения вычисляем значение критерия 
оптимальности newF . Если newF F , то сохраняем новое разбиение в качестве текущего и 
переходим на Шаг 3. Если сдвиг правой границы интервала i  не привел к улучшению крите-
рия оптимальности, то переходим к следующему интервалу: 1i i   и повторяем Шаг 2. 

Если i r , то оптимальное разбиение достигнуто, останавливаем алгоритм. 
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Шаг 3. Проводим проверку на допустимые минимальные размеры интервалов.  
Если для какого-либо интервала выполняется условие, что  

minkn n , 1, , ,k r   

то проводим объединение этого интервала с соседним (для определенности будем считать, что 
объединение текущего интервала проводится с предыдущим, а первого – со вторым).  

Далее определяем 1r r  , 1i   и переходим на шаг 1. Если интервалов с количеством 
наблюдений меньшим minn  не найдено, то определяем 1i i   и переходим на шаг 1. Работо-
способность описанного алгоритма напрямую зависит от определения его начальных парамет-
ров: максимального количества интервалов maxr , минимального количества элементов в од-
ном интервале minn  и единицы приращения размера интервала  . Естественно, что эти пара-
метры зависят от общего количества наблюдений. Число интервалов можно определить, на-
пример, по правилу Штюргеса [4]: 

 max 1 3.32 lgr N  . 

Размер единицы приращения интервала   можно порекомендовать выбирать в объеме 
1 % от исходного размера выборки, а минимальное количество элементов в одном интервале 

minn  – 5–10 %, но не менее 10 наблюдений. 

4. ПРИМЕРЫ РАБОТЫ АЛГОРИТМА 

Рассмотрим в качестве примера модель парной регрессии 
 1y x    , (9) 

в которой случайная ошибка   подчиняется нормальному закону распределения  2(0, )N   с 

переменным параметром 2
 . Значения независимой переменной распределялись равномерно 

на отрезке, т. е.  1;5x . 
В ходе проведенных вычислительных экспериментов рассматривалась гетероскедастич-

ность, при которой дисперсия случайной ошибки принимала два значения: 2
min  и 2

max . Ве-

личина 2
min  во всех экспериментах принималась равной 0.5, а 2

max 3  .  
В первой серии экспериментов были определены четыре участка одинакового размера, на 

каждом из которых фиксировалась своя дисперсия ошибки. График остатков модели, полу-
ченных при такой форме гетероскедастичности, представлен на рис. 1.  

 

 
Рис. 1. Остатки модели (9) в первой серии экспериментов 
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На рис. 2–4 приведены результаты работы алгоритма при использовании в качестве кри-
терия оптимальности ANOVA-критерия. Как видно из рисунков, во всех случаях были полу-
чены интервалы, близкие к истинным. 
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Рис. 2. Последовательность изменения интервалов в первой серии  

экспериментов при max 4r   
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Рис. 3. Последовательность изменения интервалов  

в первой серии экспериментов при max 5r   
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Рис. 4. Последовательность изменения интервалов  

в первой серии экспериментов при max 6r   
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Во второй серии экспериментов были определены три участка разного размера, на каж-
дом из которых фиксировалась своя дисперсия ошибки. График остатков модели, полученных 
при такой форме гетероскедастичности, представлен на рис. 5.  

 
 

 
Рис. 5. Остатки модели (9) во второй серии экспериментов 

 
На рис. 6–8 приведены результаты работы алгоритма при использовании, как и ранее, в 

качестве критерия оптимальности ANOVA-критерия. Как видно из рисунков, во всех случаях 
также были получены интервалы, близкие к истинным. 
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Рис. 6. Последовательность изменения интервалов в первой серии  

экспериментов при max 4r   
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Рис. 7. Последовательность изменения интервалов в первой серии  

экспериментов при max 5r   
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Рис. 8. Последовательность изменения интервалов  

в первой серии экспериментов при max 6r   

Отметим, что все примеры работы алгоритма определения границ интервалов приведены 
для параметров 0.01N  , min 0.1n N . Такие значения параметров алгоритма дают наилуч-
шие результаты в большинстве случаев. Границы интервалов, определенные этим алгоритмом, 
используются далее для определения совокупности подмножеств kS , 1, ,k r   и далее для 
определения вида модели (1), (4).  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предложенный автором алгоритм определения границ интервалов области исходных 
данных с одинаковой дисперсией позволяет решить проблему идентификации линейных рег-
рессионных моделей в условиях гетероскедастичности. Однако следует помнить, что данный 
алгоритм применим только в случае, если дисперсия случайной составляющей модели зависит 
от некоторого фактора (в роли такого фактора может выступать один из входных факторов 
модели или какой-то внешний фактор), значения которого поддаются определению для каждо-
го наблюдения.  
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The paper considers the problem of estimating linear regression model parameters under heteroscedasticity con-
ditions. Constructing the model assumes that the variance of a random error depends on several factors (e.g. one of the 
model input factors or some external factor). It is assumed that all the source data can be split into sections of equal dis-
persion. The proposed approach permits us to reduce the regression model with these assumptions to a structured error 
model. Constructing the model assumes that the covariance matrix of an error is a linear combination of known matrices 
with unknown coefficients. These known matrices are diagonal matrices and are formed based on the structure of the 
input data. The estimation of the model parameters is proposed using the minimum norm quadratic estimates. An algo-
rithm for determining the boundaries of the area of the source data intervals with equal variance is proposed. In this al-
gorithm the test of hypotheses of variance differences at different areas is carried out by using the variance analysis cri-
terion (ANOVA-criterion). Computational experiments showing the efficiency of the algorithm have been conducted by 
statistical simulation methods. Advice on selecting the best algorithm parameters is given. 
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