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В последние два десятилетия для описания динамики стационарных нелинейных систем 
используются интегральные модели «вход – выход», в которых ядрами являются члены ряда 
Вольтерра. Наиболее часто используются линейный член (импульсная переходная функция за-
висит от одной переменной) и квадратичный член, зависящий от двух переменных. Для выделе-
ния в выходном сигнале идентифицируемой системы двух его составляющих – выхода линей-
ной «подсистемы» и выхода «квадратичной» подсистемы – проводят активный эксперимент, в 
котором на вход системы подается специальная комбинация прямоугольных импульсов. После 
выделения выхода «квадратичной» подсистемы идентификация квадратичного члена ряда Воль-
терра сводится к решению двумерного интегрального уравнения первого рода. В литературе 
приводятся формулы обращения, в которых функция квадратичного ядра получается в резуль-
тате арифметических операций с производными второго порядка от выходного сигнала. Диффе-
ренцирование функций является некорректно поставленной задачей, когда малые погрешности 
задания функции (шумы измерения) вызывают большие ошибки в производных (особенно в 
производных второго порядка). В работе предлагается для устойчивого вычисления производ-
ных использовать сглаживающие кубические сплайны. Для вычисления смешанной производ-
ной второго порядка строится сплайн с двумя переменными – сглаживающий бикубический 
сплайн. Основной проблемой, возникающей на практике при обработке данных реального экс-
перимента, является выбор параметра сглаживания, от величины которого зависит ошибка сгла-
живания зашумленных данных. Как правило, в эксперименте не известна величина дисперсии 
шума измерения. Поэтому в работе предлагается для выбора параметра сглаживания в постро-
енных сплайнах (особенно в бикубическом) использовать алгоритм, основанный на методе  
L-кривой, где не требуется задание дисперсии шума измерения. Предлагаемый алгоритм иден-
тификации имеет высокую вычислительную эффективность. Выполненный вычислительный 
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эксперимент показал маленькую методическую ошибку (порядка 1 %) и хорошую устойчивость 
к шумам измерений выходных сигналов идентифицируемой системы. Для уменьшения случай-
ной составляющей ошибки идентификации предлагается использовать постобработку локально-
пространственным комбинированным фильтром. 

Ключевые слова: интегральные модели нелинейных систем, ядра Вольтерра, формулы 
обращения, дифференцирование зашумленных данных, сглаживающий кубический сплайн, 
сглаживающий бикубический сплайн, выбор параметра сглаживания, локально-пространствен-
ный комбинированный фильтр 

1. ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Интегральные представления нелинейных динамических систем в терми-
нах «вход–выход» нашли широкое применение при их моделировании (в част-
ности, интегральные модели Гаммерштейна, Винера – Гаммерштейна [1]).  
Для идентификации динамических характеристик нелинейной системы в усло-
виях априорной неопределенности о внутренней структуре в последние два де-
сятилетия активно применяется математический аппарат интегростепенных 
рядов Вольтерра (подробные обзоры см. в [2, 3]). Особенно часто используется 
ряд, ограниченный квадратичным членом ряда Вольтерра. В этом случае связь 
между входным сигналом ( )   моделируемой стационарной системы и ее вы-
ходным сигналом ( )f t  можно представить следующим интегральным соотно-
шением [4]: 

  1 2
0 00

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,  0,
t t t

f t k t d k s t t s d ds t T                 , (1) 

где 1( )k  , 2 ( , )k s  – линейное и квадратичное ядра Вольтерра соответственно. 
Нужно построить метод и алгоритм идентификации этих ядер по измеренным 
значениям входного и выходного сигналов идентифицируемой системы.  

Очевидно, что сигнал ( )f t  есть сумма двух неизвестных сигналов: 1( )f t  
и 2 ( )f t  – первое и второе слагаемые в (1), которые можно интерпретировать 
как выходные сигналы линейной и квадратичной «подсистем». Следова-
тельно, на первом этапе идентификации необходимо из ( )f t  выделить сиг-
налы 1( )f t , 2 ( )f t  по отдельности. Для произвольного входного сигнала такая 
задача неразрешима. Поэтому обратимся к простой, но достаточно эффектив-
ной методике, предложенной в работах [5, 6], которая подразумевает проведе-
ние активной идентификации, когда на вход системы подаются сигналы задан-
ной формы и заданной амплитуды. 

Обозначим через ( )H t  входной сигнал, являющийся функцией Хэви-
сайда: 

0,  0,
( )

1,  0.H
t

t
t


   
 

Определим следующий набор входных сигналов: 

 ( ) ( ),  ( ) ( ),  0H Ht t t t t T         ,  (2) 
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При подаче на вход системы сигналов (2) имеем следующие выходные 
сигналы: 

 

( ) 2
1 2

0 0 0

( ) 2
1 2

0 0 0

( ) ( ) ( , ) ,    0 ;  

( ) ( ) ( , ) ,    0 . 

t t t

t t t

f t k d k s d ds t T

f t k d k s d ds t T





         

         

  

  

 (4) 

При подаче входных сигналов (3) имеем 
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Осуществляя операцию вычитания в (4) и операцию сложения в (5), полу-
чаем следующие полезные соотношения: 
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Из выражения (6) следует формула обращения 

 1 1( ) ( ),  [0, ]k t f t t T  ,  (8) 

а из (7) – формула обращения [4, 6] 

 
22 2

2

( , ) ( , )
( , ) ,     0 ,

2

tv v
f t v f t v

k t v t v t T
 

      (9) 

где используются следующие обозначения: 

 2

2 2
1 1 2 2 222
( ) ( ),  ( , ) ( , ),  ( , ) ( , )tv v

d df t f t f t v f t v f t v f t v
dt t v dv

    
 

. (10) 

К сожалению, реализация на практике полученных формул обращения 
сталкивается с принципиальной трудностью – некорректностью операции 
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дифференцирования [7]. Одно из проявлений некорректности заключается  
в больших ошибках вычисления производной даже при очень малых погреш-
ностях задания дифференцируемой функции. Отметим, что операция сложе-
ния в (7) погрешностей регистрации двух функций приводит к увеличению 
дисперсии суммарной погрешности задания функции 2 ( , )f t v . Таким образом, 
устойчивое дифференцирование зашумленных данных становится актуальной 
задачей для реализации формулы (9) на практике. 

В работе [8] был построен устойчивый алгоритм идентификации на ос-
нове формулы (8), где для устойчивого вычисления первой производной ис-
пользовался сглаживающий кубический сплайн (СКС) с дефектом единица с 
выбором параметра сглаживания из условия минимума среднеквадратической 
ошибки сглаживания. В случае идентификации квадратичного ядра 2 ( , )k s  
использование сглаживающих сплайнов существенно усложняется. Во-пер-
вых, для вычисления смешанной производной второго порядка 2 ( , )tvf t v  
нужно строить уже сглаживающий бикубический сплайн (СБС), являющийся 
функцией двух переменных ,t v . Во-вторых, краевые условия задаются уже не 
в двух крайних точках интервала построения СКС, а на четырех прямых, явля-
ющихся границами прямоугольной области построения СБС. В-третьих, из-за 
разной «гладкости» функции 2 ( , )f t v  по разным переменным необходимо вы-
брать уже два параметра сглаживания из условия минимума ошибки сглажи-
вания. 

Эти затруднения обусловили следующие основные задачи, которые не по-
лучили своего решения в соответствующих научных публикациях и которые 
решаются в настоящей работе: 

 разработка алгоритма, позволяющего строить сглаживающий бикуби-
ческий сплайн с большим числом комбинаций краевых условий на разных гра-
ницах области построения сплайна; 

 раздельный выбор двух параметров сглаживания (по каждой перемен-
ной сплайна) из условия минимума ошибки сглаживания на основе метода  
L-кривой; 

 исследование устойчивости полученного решения к случайным ошиб-
кам измерения функции 2 ( , )f t v ; 

 применение алгоритмов постобработки результатов идентификации для 
повышения ее точности.  

2. АЛГОРИТМ ИДЕНТИФИКАЦИИ КВАДРАТИЧНОГО 
ЯДРА 

Обратимся к формуле (7) и предположим, что значения двумерных функ-
ций ( ) ( , )f t v , ( ) ( , )f t v  измеряются при значениях аргументов 

,  1 ;  ,   1i t j vt i N v j N   , т. е. в узлах прямоугольной сетки 

 , ,  1 ,  1i j t vt v i N j N   . Заметим, что узлы it  и j  могут иметь неоди-

наковый и неравный шаг. Тогда значения функции 2 ( , )f t v  также определя-
ются в узлах этой прямоугольной сетки, и для учета возможных погрешностей 
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(шумов) измерений принимается следующая модель для зашумленных значе-
ний 2 ( , )i jf t v : 

 2 2 ,( , ) ( , ) ,   1 ,    1i j i j i j t vf t v f t v i N j N       ,  (11) 

где ,i j  – случайный шум измерения с нулевым средним и дисперсией 2
  

(равноточные измерения). Требуется по исходным данным  2 ( , )i jf t v  вычис-

лить значения производных 22 2
( , ),  ( , )tv v

f t v f t v   в заданных узлах. 

Для устойчивого вычисления этих производных обратимся к сглаживаю-
щим кубическим сплайнам [9], широко используемым при обработке экспери-
ментальных данных [10, 11]. Предположим, что на некотором интерва- 
ле 1 2[ ,  ]V V  задано vN  узлов 1 1 2 2... vNV v v v V     , и в этих узлах изме-
рены значения функции (сигнала) ( )f v : 

 ( ) ,   1j j j vf f v j N     ,  (12) 

где j  – случайный шум измерений с нулевым средним и дисперсией 2
  (рав-

ноточные измерения). Сглаживающий кубический сплайн , ( )vNS v  с дефек-

том единица на каждом отрезке 1,j jv v   можно представить кубическим 
многочленом вида [10] 

 2 3
, ( ) ( ) ( ) ( )vN j j j j j j jS v a b v v c v v d v v        , (13) 

причем функция , ( )vNS v  должна быть дважды непрерывно дифференциру-

ема на всем интервале 1 2[ ,  ]V V . Заметим, что в отличие от интерполяционного 
сплайна (проходящего через точки ( ,   ))j jv f  сглаживающий кубический 
сплайн , ( )vNS v  в общем случае не проходит через эти точки, а проходит бо-
лее «плавно» в некоторой окрестности этих точек, зависящей от величины па-
раметра сглаживания  , обеспечивая тем самым сглаживание (фильтрацию) 
шума измерений. 

Для однозначного вычисления коэффициентов сплайна ,  ,  ,  j j j ja b c d   
задают краевые условия в узлах 1,  vNv v . Наиболее часто используются следу-
ющие условия [9, 11]: 

 условия на нулевые вторые производные сплайна (естественные крае-
вые условия): 
 , 1 ,( ) 0; ( ) 0v v vN N NS v S v    ;  (14) 

 условия на первые производные сплайна: 

 , 1 1 ,( ) ; ( )v v v vN N N NS v s S v s      ,  (15) 
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а также комбинация этих условий (например, слева условие (15), справа – (14)). 
Показано [9], что СКС, построенный при этих условиях, доставляет минимум 
функционалу: 

 
1

2 1 2

1
( ) ( ) ( ( ))

Nv v
v N

j j j
jv

F S S v dv p f S v



     , (16) 

где jp  – весовые множители, отражающие точность j-го измерения jf  (в слу-
чае равноточных измерений задаются одинаковыми). 

Для вычисления коэффициентов сплайна (при заданном параметре сгла-
живания) составляется система линейных алгебраических уравнений c пяти-
диагональной матрицей относительно некоторого вектора (как правило, это 
значения второй производной сплайна в узлах { }jv ), через который затем 
находятся все коэффициента сплайна (подробнее см. [9, 11]). 

Параметр сглаживания   «управляет» гладкостью сплайна, и ошибка 
сглаживания (как и ошибка дифференцирования) существенно зависит от ве-
личины этого параметра [11, 12]. Существует значение параметра (назовем его 
оптимальным), для которого ошибка сглаживания (в принятой норме) мини-
мальна [12]. Временно предположим, что приемлемое (с точки зрения мини-
мума ошибки сглаживания) значение параметра сглаживания может быть 
найдено (выбор параметра рассматривается в следующем разделе). 

Замечание 1. Из вида интеграла (7) следует, что функция 2 ( , )f t v  прини-
мает ненулевые значения для аргументов, удовлетворяющих условию v t . 
Для отрицательных значений ,  v t  функция равна нулю в силу условия техни-
ческой реализуемости системы, т. е. 

2 ( , ) 0k t v  , если 0,   0v t  . 

Для уменьшения влияния разрыва первого рода при значениях v t  предлага-
ется дополнить значения функции 2 ( , )f t v  для v t  по правилу 

2 2 2 2( , ) ( , ) ( ( , ) ( , ),  0f t t v f t t f t t f t t v v         . 

Дополненную таким образом функцию будем обозначать как *
2 ( , )f t v . 

Первоначально остановимся на алгоритме вычисления значений произ-
водной 22

( , )
v

f t v , который можно представить следующими шагами. 

Шаг 1. Задаются краевые условия, комбинация которых в крайних точках 
1, vNv v  интервала построения определяется исходя из имеющейся априорной 

информации о функции *
2 ( , )f t v  (при отсутствии такой достоверной информа-

ции следует обратиться к естественным условиям (14)). 
Шаг 2. Для каждого 1 ti N   формируется набор данных 

 ( ) *
2,  1 ( , ),   1i

j i j vjv f f t v j N    , 
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выбирается параметр сглаживания ( )1 i  и строится СКС ( )
( )

, 1
1 ( )i

v

i
N

S v


, по ко-

торому затем вычисляется первая производная 2̂ ( , )v i jf t v   

( )
( ) ( )

, 1
1 ( ) 1i jv

i i
jv vN

d S v b
dv 

   (оценка производной 2 ( , )v i jf t v ), где ( )1 i
jb  – ко-

эффициент сплайна ( )
( )

, 1
1 ( )i

v

i
N

S v


 в представлении (13). 

Шаг 3. Для каждого 1 ti N   формируется набор данных 

 ( )
2̂, 2 ( , ),   1,...,i

j v i j vjv f f t v j N  , 

выбирается параметр сглаживания ( )2 i  и строится СКС ( )
( )

, 2
2 ( )i

v

i
N

S v


, первая 

производная которого является оценкой ( )
( )

2 , 2
ˆ ( , ) 2 ( )i jv

i
v i j v vN

df t v S v
dv 

    

( )2 i
jb  для второй производной 22

( , )i jv
f t v ,  где ( )2 i

jb  – коэффициент сплайна 

( )
( )

, 2
2 ( )i

v

i
N

S v


 в представлении (13). 

Таким образом, вычислены оценки 22
ˆ ( , )i jv
f t v  второй производной 

22
( , )i jv

f t v  в узлах jv  для ,  1,...,i tt i N . 

Перейдем к построению бикубического сглаживающего сплайна (следуя 
методике работы [14]) для вычисления смешанной производной 2 ( , )tv i jf t v   
в виде следующих шагов. 

Шаг 1. Для каждого 1 vj N   формируется набор данных (фиксируется 
значение jv ):  

 ( ) *
2, 3 ( , ),    1j

i i j tit f f t v i N    , 

выбирается параметр сглаживания ( )3 j  и по исходным данным (фиксируется 
значение jv )  строится СКС ( )

( )
, 3

3 ( )j
t

j
N

S t


, по которому затем вычисляется  

первая производная ( )
( ) ( )

2 , 3
ˆ ( , ) 3 ( ) 3j it

j j
t i j it tN

df t v S t b
dt 

    (оценка производ- 

ной 2 ( , )t i jf t v ), где ( )3 j
ib  – коэффициент сплайна ( )

( )
, 3

3 ( )j
t

j
N

S t


 в представле-

нии (13). 
Шаг 2. Для каждого 1 ti N   формируется набор данных (фиксируется 

значение it ):  

 ( )
2̂,  4 ( , ),    1i

j t i j vjv f f t v j N   , 
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выбирается параметр сглаживания ( )4 i  и строится СКС ( )
( )

, 4
4 ( )i

v

i
N

S v


, первая 

производная которого является оценкой ( )
( )

2 , 4
ˆ ( , ) 4 ( )i jv

i
tv i j v vN

df t v S v
dv 

    

( )4 i
jb  для смешанной производной 2 ( , )tv i jf t v , где ( )4 i

jb  – коэффициент 

сплайна ( )
( )

, 4
4 ( )i

v

i
N

S v


 в представлении (13). 

Шаг 1 повторяется для ,   1j vv j N  , а шаг 2 – для  ,   1i tt i N  . 

После вычисления оценок 2̂ ( , )v i jf t v , 2̂ ( , )tv i jf t v  по формуле (9) нахо-

дится оценка 2
ˆ ( , )i j ik t v t  для значений j iv t . 

Замечание 2. Формула обращения (9) определяет значение квадратич-
ного ядра 2 ( , )k t v  для аргументов 0 v t T   , т. е. для значений аргумен- 
та v t . Прямая v t  является осью симметрии ядра 2 ( , )k t v  (следствие одно-
мерного входного сигнала), и поэтому для определения значений ядра для 
v t v t    , где 0,v   предлагается симметричное дополнение значений 
ядра по формуле 2 2( ,  ) ( , )k t t v k t v t     . 

Замечание 3. Так как построение СКС по переменной v требует пример-
но oper vC N , арифметических операций [8, с. 345], где 30operC   то предла-

гаемый алгоритм вычисления производных потребует порядка 4 3
oper v tC N N  

операций. Следовательно, предложенные алгоритмы вычисления производ-
ных имеют высокую вычислительную эффективность даже при большой раз-
мерности сетки ( , )i jt v . 

3. ВЫБОР ПАРАМЕТРА СГЛАЖИВАНИЯ 

Ранее было отмечено, что величина параметра сглаживания   (см. (16)) 
существенно влияет на величину ошибки сглаживания СКС. Если бы диспер-
сия 2

  шума измерений (см. (12)) была достоверно известна (хотя бы с точно-
стью 5…8 %), то алгоритм выбора, построенный на основе проверки критерия 
оптимальности линейного алгоритма фильтрации, позволял бы с приемлемой 
точностью 5…8 % оценить значения оптимального параметра сглаживания, 
минимизирующего величину среднеквадратической ошибки сглаживания 
(см. [11, с. 60–67; 12]). Очевидно, что ситуация, когда дисперсия шума неиз-
вестна, наиболее характерна при решении практических задач идентификации. 
Поэтому для выбора параметра в этом случае обратимся к методу L-кривой, 
который рассматривается в зарубежных публикациях (например, в [14, 15])  
для выбора параметра регуляризации в алгоритмах решения линейных некор-
ректных задач. В работе [16] была сделана следующая модификация метода  
L-кривой для выбора параметра сглаживания. Кратко о сути этого алгоритма 
выбора.  
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Введем в рассмотрение следующие функционалы (см. (16)): 

 1 2
,

1
( ) ( ( ))

vN
i j n j

j
p f S v




     ,    
1

2
,( ) ( )

Nv

v

v

N
v

S v dv    .  (17) 

Тогда L-кривой (форма которой напоминает начертание латинской буквы L) 
называется параметрическая кривая с координатами ( ( ),  ( ))    . Можно по-
казать, что кривизна L-кривой определяется следующей формулой: 

 

   
3

2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )( ) 2

ˆ ˆ( ) ( )
Lk

          
 

        

, (18) 

где ˆ ˆ( ) ln ( ),   ( ) ln ( )          . Для эффективного вычисления значения 
функционала ( )   предлагается следующая формула: 

 1 2 2 2 3

1
( ) 4 12 12

n
i i i i i i i

i
c h c d h d h




     , 

где 1 , 1 1i i ih t t i n    , ,  i ic d  – коэффициенты СКС в представлении (13), 
вычисленные при заданном параметре  . В качестве параметра сглаживания 
будем принимать величину L , для которой кривизна ( )Lk   принимает мак-
симальное значение. 

Для вычисления  значения L можно использовать численные методы од-
номерной минимизации. При этом для нахождения кривизны по формуле (18) 
нужны значения производных функционалов ˆ ˆ( ),  ( )     в заданной точке  . 
Производные можно вычислить либо с использованием интерполяционных 
сплайнов ˆ ˆ( ),  ( )     (подробнее см. в [16]), либо через конечные разности со-
ответствующего порядка. 

В работе [16] выполнен обширный вычислительный эксперимент для от-
вета на вопрос: велик ли проигрыш по ошибке сглаживания при использова-
нии L  вместо оптимального opt  (который можно определить только в вы-
числительном эксперименте)? Эксперимент проводился с функциями, являю-
щимися «типовыми» выходными сигналами динамической системы при по-
даче на вход ступенчатых сигналов. Анализ результатов эксперимента пока-
зал, что алгоритм выбора параметра сглаживания на основе метода L-кривой 
позволяет достаточно хорошо оценить оптимальное значение параметра сгла-
живания. Увеличение ошибки сглаживания при использовании параметра L  
в среднем не превышает 5…15 % по сравнению с opt , вычисление которого 
на практике невозможно. 

Таким образом, для вычисления параметров сглаживания ( ) ( )1 ,  2 ,i i   
( ) ( )3 ,  4i i   предлагается использовать алгоритм выбора параметра сглажива-

ния на основе метода L-кривой.  
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4. ЧИСЛЕННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ АЛГОРИТМА 
ИДЕНТИФИКАЦИИ 

В качестве тестового квадратичного ядра 2 ( , )k s  была взята функция, ис-
пользуемая для описания динамики одного типа теплообменников [6]. Поверх-
ность этой функции показана на рис. 1, a, а изолинии – на рис. 1, б. Граница 
временного интервала 1T  , количество узлов 80, 80.t vN N   

 

 
а 

 

 
б 

Рис. 1. Тестовое квадратичное ядро 

Fig. 1. The test quadratic kernel 

Первоначально определим методическую ошибку алгоритма идентифика-
ции. Для этого вычислялись значения интеграла (7) в узлах ,  1i tt i N  , 

,  1j vv j N  ,  которые интерпретировались как точные значения функ- 
ции 2 ( , )i jf t v . Эти данные, представленные в виде матрицы F размером 
80 80  с элементами , 2 ( , )i j i jF f t v , являлись исходными для предлагаемого 
алгоритма идентификации. Так как эти исходные данные принимались как 
точные, то вместо СКС строились интерполяционные кубические сплайны 
(включая бикубический) с краевыми условиями (14). По этим сплайнам вычис-
лялись оценки производных 2̂ ( , )v i jf t v , 2̂ ( , )tv i jf t v , а затем по формуле (9) 
строилась оценка для квадратичного ядра (см. замечание 2). На рис. 2 показаны 
изолинии этой оценки, имеющей относительную ошибку идентификации 

2 2

2

ˆ
0,011K


  

K K
K

, где 2 2ˆ,K K  – матрицы, составленные из значений 

точного ядра 2 ( , )i jk t v  и его оценок 2
ˆ ( , )i jk t v  соответственно,   – евклидова 

норма матрицы. Примерно такая же ошибка наблюдалась при других размерах 
сеток по ,  .t v  Поэтому можно сделать вывод, что предложенный алгоритм 
идентификации имеет низкую методическую ошибку. 
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Рассмотрим влияние шумов измерения функции 2 ( , )f t v  на точность 
идентификации. Для этого все элементы «точной» матрицы F искажались нор-

мально распределенным шумом с относительным уровнем F


 
F F

F


,  

где F  – матрица с «зашумленными» элементами. Сформированная таким обра-
зом матрица F  использовалась в качестве исходных данных для ранее описан-
ного алгоритма идентификации. Задавалось три уровня шума: 0.02, 0.04, 0.06. 
Параметр сглаживания на всех шагах вычисления производных выбирался 
описанным выше методом L-кривой. Основная составляющая ошибки иденти-
фикации имела случайный характер, и поэтому для ее уменьшения предлага-
ется ввести этап постобработки, который заключается в фильтрации матрицы 

2K̂  (результат работы алгоритма идентификации) локально-пространствен-
ным комбинированным двумерным фильтром [17], который эффективно уда-
ляет артефакты вейвлет-фильтрации [18]. Результатом работы этого фильтра  
 

 

Рис. 2. Оценка ядра 2( , )k s ,  
построенная по точным данным 

Fig. 2. The Kernel estimation 2( , )k s  
on accurate data 

 

Рис. 3. Оценка ядра 2( , )k s   
после постобработки 

Fig. 3. The Kernel estimation 2( , )k s   
after post-processing 

является матрица кфK̂ , элементы которой определялись следующим соотно-
шением: 

  кф мфмф мф
1, 2 1, 21, 2 1, 21, 2

ˆ ˆ ˆ ˆaver :i i i i Fj j j ji i A
K K K K


    , (19) 

т. е. усреднялись только те значения медианного фильтра мф
1, 2

ˆ
i iK , которые  

попадали в прямоугольную апертуру A  фильтра с размерами 1 2K K  и  

удовлетворяли еще дополнительному условию мф мф
1, 2 1, 2

ˆ ˆ Ki i j jK K   ,  
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что предотвращало сглаживание  контрастных деталей изображения при пра-
вильном выборе порога K . Результат медианной фильтрации мф

1, 2
ˆ

j jK  опреде-
лялся выражением 

  1, 2
мф

21, 2 1, 2
ˆ ˆmed i ij j i i B

K K


 . (20) 

Операция  1, 22
1, 2

ˆmed i ii i B
K


 означала вычисление медианы для элементов мат-

рицы 2K̂ , равных значениям оценки 2
ˆ ( , )i jk t v  квадратичного ядра и попав-

ших в прямоугольную апертуру B  фильтра с размерами 1 2L L . Применение 
в данном вычислительном эксперименте комбинированного фильтра с разме-
рами 7 7  (med), 7 7  (Aver) и 3K   на этапе постобработки позволило  
в 2…2,5 раза уменьшить величину относительной ошибки идентификации. От-

носительная ошибка идентификации 
кф

2кф

2

ˆ
K


 

K K

K
 для измерения уровня 

шума 0,02 была равна 0,042 (без фильтрации 0,082), для уровня шума  
0,04 относительная ошибка равна 0,068 (без фильтрации 0,133), для уровня 
шума 0,06 относительная ошибка равна 0,098 (без фильтрации  0,186). Эти ре-
зультаты позволяют сделать вывод о целесообразности фильтрации результа-
тов идентификации. На рис. 3 показаны изолинии оценки кф

2
ˆ ( , )i jk t v  для 

уровня шума 0,04. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Непараметрическая идентификация ядер Вольтерра для моделирования 
нелинейных систем является весьма сложной для практики задачей. При ис-
пользовании в активном эксперименте известных формул обращения выход-
ного сигнала идентифицируемой системы возникают принципиальные труд-
ности, обусловленные некорректностью задачи дифференцирования и не-
устойчивостью получаемых решений к шумам измерений. Для устойчивого 
вычисления производных второго порядка в работе строятся сглаживающие 
сплайны одной и двух переменных, что обеспечивает высокую вычислитель-
ную эффективность и низкую методическую ошибку (примерно один процент) 
идентификации по точным данным. Для минимизации ошибки сглаживания 
экспериментальных данных сплайнами предложен алгоритм выбора парамет-
ров сглаживания сплайнов, основанный на методе L-кривой. Для уменьшения 
случайной ошибки идентификации в работе используется постобработка ре-
зультатов идентификации, заключающаяся в фильтрации результатов иденти-
фикации локально-пространственным комбинированным фильтром. Выпол-
ненный вычислительный эксперимент показал приемлемую для практики точ-
ность идентификации квадратичного ядра Вольтерра предлагаемым подходом 
«алгоритм обращения + алгоритм фильтрации». 
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Abstract 
In the last two decades, integral models have been used to describe the dynamics of sta-

tionary nonlinear systems in which the terms of the Volterra series are the kernels. The most 
commonly used are the linear term (the impulse transition function depends on one variable) and 
the quadratic term (depending on two variables). An active experiment in which a special com-
bination of rectangular pulses is fed to the input of the system is carried out to select two of its 
components in the output signal of the identified system - the output of the linear "subsystem" 
and the output of the "quadratic" subsystem. After isolating the output of the "quadratic" subsys-
tem, the identification of the quadratic term of the Volterra series is reduced to solving a two-
dimensional integral equation of the first kind. In the literature, inversion formulas are given in 
which the quadratic kernel function is obtained as a result of arithmetic operations with second-
order derivatives of the output signal. Differentiation of functions is an incorrectly posed prob-
lem, when small errors in the assignment of a function (measurement noise) cause large errors in 
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derivatives (especially in second-order derivatives). The paper proposes the use of smoothing 
cubic splines for stable calculation of derivatives. To calculate the mixed second-order derivative, 
a spline with two variables is built - a smoothing bicubic spline. The main problem that arises in 
practice when processing the data of a real experiment is the selection of a smoothing parameter, 
on the value of which a smoothing error of noisy data depends. As a rule, the value of the variance 
of the measurement noise is unknown in the experiment. Therefore, in this work, it is proposed 
to use an algorithm based on the L-curve method to select the smoothing parameter in the con-
structed splines (especially in the bicubic one), which does not require setting the variance of the 
measurement noise. The proposed identification algorithm has a high computational efficiency. 
The performed computational experiment showed a small methodical error (about 1 %) and good 
resistance to noise in measurements of the output signals of the identified system. To reduce the 
random component of the identification error, it is proposed to use post-processing with a local-
spatial compound filter. 

 

Keywords: integral models of non-linear systems, Volterra kernels, inversion formula, 
differentiation of noise contaminated data, smoothing cubic spline, smoothing bicubic spline, 
smoothing parameter selection, local-spatial compound filter 
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