
ISSN 2782-2001 http://journals.nstu.ru/vestnik 
Системы анализа  Analysis and data  
и обработки данных processing systems 
том 91, № 3, 2023, с. 37–46 Vol. 91, No. 3, 2023, pp. 37–46 

 
 

ИНФОРМАЦИОННЫЕ  INFORMATION  
ТЕХНОЛОГИИ TECHNOLOGIES 
И ТЕЛЕКОММУНИКАЦИИ AND TELECOMMUNICATIONS 

 
 

УДК 681.5.037.4 DOI: 10.17212/2782-2001-2023-3-37-46 

Применение модального метода синтеза  
для дискретных систем* 
А.А. ВОЕВОДАa, В.И. ШИПАГИНb 

630073, г. Новосибирск, пр. Карла Маркса, 20, Новосибирский государственный тех-
нический университет  
а ucit@ucit.ru     b shipagin@mail.ru      

Работы, рассматривающие модальный синтез, используют полиномиальное разложение 
передаточных функций моделей объекта и регулятора в основном для непрерывных систем 
автоматического управления. При этом в некоторых случаях требуется рассмотрение систем 
дискретного вида. Приведен пример синтеза системы автоматического управления для стола 
точного позиционирования, приводимого в действие двигателем с прямым приводом.  
Такие системы обеспечивают точное позиционирование в процессах изготовления и обра-
ботки деталей. Они используются в различных областях промышленности: медицинской, 
аэрокосмической, автомобильной и других. В частности, приведенная модель стола точного 
позиционирования используется для упаковки полупроводниковых элементов. Особенностью 
данного примера является представление передаточной функции модели объекта в дискрет-
ном виде и наличие в ней звеньев задержки на четыре такта. Кроме этого, указанная модель 
неустойчива из-за наличия в ней полюсов, лежащих на границе устойчивости. В качестве ме-
тода синтеза применяется модальный метод, использующий полиномиальное разложение пе-
редаточной функции модели объекта управления и регулятора. Также продемонстрирован 
подход, позволяющий сократить объем вычислений при синтезе регуляторов благодаря 
уменьшению порядка рассматриваемой передаточной функции модели объекта и сокращению 
числа неизвестных параметров регулятора. При этом получен регулятор, отличающийся от 
исходного. Анализируются различные варианты выбора желаемых полюсов передаточной 
функции замкнутой системы. Выбор желаемых полюсов осуществляется в пользу уменьше-
ния величины перерегулирования системы относительно переходных процессов системы  
с изначальным выбором полюсов.   
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ние, астатические системы, синтез дискретных систем, полиномиальный метод, передаточная 
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ВВЕДЕНИЕ 

В работе применяется модальный метод синтеза регуляторов, использую-
щий полиномиальное разложение передаточных функций модели объекта 
управления и регулятора, продемонстрированный в работах [1, 2]. Он основан 
на решении диофантова уравнения, в котором в качестве неизвестных высту-
пают параметры передаточной функции (ПФ) регулятора, а известными явля-
ются параметры ПФ объекта и желаемого характеристического полинома за-
мкнутой системы (ХПЗС). То есть необходимые требования к системе управ-
ления в данном случае могут быть обеспечены через расположение корней ха-
рактеристического полинома замкнутой системы. Для решения диофантова 
уравнения авторами [3‒9] используется матрица Сильвестра.  

В приведенных работах в основном рассматриваются только непрерывные 
системы. Однако в связи с развитием цифровой вычислительной техники всё 
чаще системы представляются не в аналоговом, а в дискретном виде [10‒12].  
В настоящей работе рассмотрен случай синтеза регулятора для системы, пред-
ставленной в дискретном виде. Для синтеза применяется модальный метод, ис-
пользующий полиномиальное разложение ПФ объекта и регулятора.  
Для наглядности демонстрируется пример одноканальной системы, однако 
данную методику можно также распространить и на многоканальный случай. 
Кроме этого, приводится также пример использования модификации алго-
ритма, представленного в работе [4], позволяющей сократить объем и слож-
ность вычислений при синтезе САУ. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассматривается модель объекта «стол точного позиционирования  
с двигателем на прямом приводе» [13, 14]. Такая система используется, 
например, для упаковки полупроводниковых элементов. Объект может пере-
мещаться с ускорением свыше 5g и точностью позиционирования на микрон-
ном уровне. Объект управления выбран с учетом удобства демонстрации рас-
четов синтеза системы автоматического управления (САУ) с помощью мо-
дального метода, использующего полиномиальное разложение ПФ модели 
объекта и регулятора.   

Для синтеза регулятора и исследования свойств системы используется но-
минальная модель объекта в дискретном времени, заданная ПФ:  
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где z  ‒ аргумент дискретного преобразования Лапласа; 0b ‒ параметр мо-
дели. В настоящей работе для простоты будем считать, что 0 1b   (с помощью 
указанного метода легко можно пересчитать и для других значений пара-
метра). Расчеты приведены для шага дискретизации 0.1t   с. 

Представим выражение (1) в удобном для работы алгоритма виде: 
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Полиномы числителя и знаменателя ПФ объекта взаимно-простые (т. е. не 
имеют общих корней), а значит, согласно [1] данная модель объекта управля-
ема и наблюдаема. Объект является неустойчивым, так как некоторые корни 
характеристического уравнения лежат на границе единичного круга на z-плос-
кости корней 1,2 1.p   В ПФ объекта присутствует ноль 1 1.n    Переходная  
и импульсная характеристики приведены на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Реакция объекта на типовые воздействия 

Fig. 1. Various variants of closed system block schemes 

САУ строится по принципу обратной (отрицательной) связи (рис. 2).  
Существует несколько вариантов построения САУ по принципу обратной 
связи. 
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Рис. 2. Различные варианты структурных схем замкнутой системы 

Fig. 2. Various options for closed system block schemes 

Здесь Рег, Рег1, Рег2, Рег3 ‒ блоки регулирования, ОУ ‒ объект управления.  
В настоящей работе рассматривается система с регулятором в прямом канале 
с объектом управления (рис. 2, а). На вход системы подается задание .v   
На блок регулирования поступает ошибка e  между задающим воздействием 
v  и выходом объекта y. На выходе блока регулирования формируется управ-
ляющий сигнал u, который поступает на объект управления. Необходимо рас-
считать передаточную функцию регулятора по заданным полюсам желаемого 
характеристического полинома замкнутой системы.  
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2. СИНТЕЗ РЕГУЛЯТОРА 

Если представить ПФ регулятора и объекта соответственно в виде 
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где ( )x z , ( )n z  ‒ полиномы числителя ПФ регулятора и объекта соответ-
ственно; ( )y z , ( )d z  ‒ полиномы знаменателя ПФ регулятора и объекта соот-
ветственно. При этом согласно уравнения (2) и (3) полиномы числителя и зна-
менателя можем выразить следующим образом:  
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где 1 0 3 5 1,n n d d     0 1 2 0,d d d    4 2.d    ПФ замкнутой системы, 
представленной на рис. 2, а, может быть выражена в следующем виде:  
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где ( ) ( ) ( ) ( )d z y z n z x z  ‒ ХПЗС. 
Приведем два варианта модального синтеза, использующего полиноми-

альное матричное разложение ПФ объекта и регулятора. Один из них придер-
живается алгоритма, приведенного в работе [3], а другой связан с применением 
понижения порядка рассматриваемой ПФ объекта, что, в свою очередь, сокра-
щает объем требуемых для синтеза регулятора вычислений. 

2.1. СИНТЕЗ РЕГУЛЯТОРА  

Согласно рекомендациям, приведенным в [1, 3], выберем регулятор пол-
ного порядка. Тогда его степень 1 4m n   , где 5n   ‒ степень знаменателя 
объекта (2): 

 
4 3 2

4 3 2 1 0
4 3 2

4 3 2 1 0
( )r

x z x z x z x z xw z
y z y z y z y z y

   


   
,  (6) 

где ix , iy R  ‒ неизвестные параметры регулятора, 1,...,4i  . Согласно (5) сте-
пень желаемого ХПЗС 9.m n   В качестве желаемого ХПЗС взят 9( 0.3)z  . 
Выбор желаемого ХПЗС связан с желанием уменьшения величины перерегу-
лирования (сравнительная характеристика переходных процессов для различ-
ных вариантов задания полюсов представлена в разделе 3 настоящей статьи).  
Для определения неизвестных параметров регулятора (3) составим систему 
уравнений вида C , где   ‒ матрица Сильвестра,   ‒ вектор параметров 
регулятора, C  ‒ вектор параметров желаемой ХПЗС: 
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Здесь вектор C определяется коэффициентами полинома желаемого ХПЗС 
9( 0.3)z   сверху вниз, начиная от старшей степени к младшей.  

Тогда вектор неизвестных параметров регулятора   может быть опреде-
лен как 1 .C    Полученные параметры подставляем в выражение (6) и по-

лучаем 
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Как видно из выражения (7), полюса представленной системы совпадают  
с корнями желаемого ХПЗС, значит, расчеты проведены верно. Полюса нахо-
дятся в области устойчивости, а значит, представленная система устойчива.  

2.2. СИНТЕЗ РЕГУЛЯТОРА В УПРОЩЕННОМ РЕЖИМЕ 

Для упрощения процедуры синтеза регулятора понизим порядок рассмат-
риваемой ПФ объекта управления. Для этого воспользуемся подходом, приме-
ненным в работе [15]. Выберем, так же как и в предыдущем случае, регулятор 
полного порядка, тогда его степень 1 4m n   , где 5n   ‒ степень знамена-
теля объекта (2). Если для системы (см. рис. 2) ПФ регулятора представить  
в виде 
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где 1x , 0x , 4y , 3y , 2y , 1y , 0y  ‒ неизвестные параметры регулятора; ( )rw z  ‒ 
преобразованная ПФ регулятора, то при рассмотрении ПФ замкнутой системы 

( )clw z  произойдет взаимное сокращение в числителе ( )rw z  и знаменателе ( )ow z  

общего множителя 3,z  и можно перейти к рассмотрению системы вида 
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  ‒ преобразованная ПФ объекта.  
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ПФ преобразованного объекта представим через полиномиальное разло-
жение: 1( ) ( ) ( )ow z d z n z  , где 1 0( )n z n z n  , 2

2 1 0( )d z d z d z d       ‒ поли-
номы «числитель» и «знаменатель» преобразованной ПФ ОУ соответственно. 
При этом 3( ) ( ) .d z d z z    

Степень желаемого ХПЗС 6.m n   В качестве желаемого ХПЗС взят 
6( 0.3) .z   Для определения неизвестных параметров регулятора (8) составим 

систему уравнений вида ,C     где   ‒ матрица Сильвестра для преобразо-
ванной ПФ объекта,   ‒ вектор параметров регулятора (8), C  ‒ вектор жела-
емых параметров ХПЗС: 
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Здесь вектор C  определяется коэффициентами желаемого ХПЗС 6( 0.3)z   
сверху вниз, начиная от старшей степени к младшей. Тогда вектор неизвест-
ных параметров регулятора может быть определен как 1C     . Полученные  
параметры подставляем в выражение (8) и получаем ( )rw z   

3

4 3 2
(0.47 0.42)

0.2 0.75 0.76 0.42
z z

z z z z


   
. При этом ПФ замкнутой системы 
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Как видно из выражения (9), полюса представленной системы совпадают  
с корнями желаемого ХПЗС. Они находятся в области устойчивости, а значит, 
представленная система устойчива.  

3. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Получим переходную функцию для САУ (7) и (9) (рис. 3, а), а также пе-
реходные функции для различных желаемых ХПЗС (рис. 3, б). 

Отсутствие реакции в начале процесса управления связано с задержкой  
в ОУ на четыре такта. Достаточно большое значение перерегулирования мо-
жет быть связано с наличием в ( )clw z  нулей, принимающих значение на гра-
нице устойчивости.  
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Рис. 3. Переходные функции САУ для различных желаемых ХПЗС 

Fig. 3. ACS transition functions for various desired CSCPs 

Из рис. 3, б видно, что выбор желаемых полюсов 1,2,...,9 0.3p   в раз-
деле 2.2 связан с желанием уменьшить величины перерегулирования переход-
ных процессов системы. Из рис. 3, а видно, что показатели качества САУ, по-
лученной упрощенным способом, принципиально не отличаются от способа, 
представленного в работе [3]. При этом в случае использования предложен-
ного способа удается понизить порядок ПФ рассматриваемого объекта с пя-
того на второй. Кроме этого, снижается также количество неизвестных пара-
метров регулятора с десяти до семи. С помощью указанного способа удалось 
сократить число неизвестных параметров регулятора с десяти до семи и размер 
матрицы Сильвестра с 10 10  до 7 7 . 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В рамках проведенной работы была синтезирована САУ для одноканаль-
ного объекта, представленного в дискретном виде. Особенностью объекта 
можно считать наличие в его составе звеньев запаздывания на четыре такта и 
наличие неустойчивых полюсов ПФ. 

Синтез САУ осуществлялся модальным методом, использующим полино-
миальное разложение ПФ объекта и регулятора. Показан способ понижения 
порядка рассматриваемой ПФ объекта для сокращения необходимого объема 
вычислений при синтезе САУ. Продемонстрированы различные варианты вы-
бора значений желаемых полюсов системы. Выбор желаемого характеристи-
ческого полинома сделан в пользу уменьшения величины перерегулирования 
системы. 
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Abstract 
Works considering modal synthesis and using polynomial decomposition of transfer func-

tions of object and controller models are considered mainly for continuous automatic control 
systems. At the same time, in some cases, it is necessary to consider systems of a discrete type.  
An example of the synthesis of an automatic control system for an accurate positioning of a table 
driven by a direct-drive motor is given. Such systems provide accurate positioning in the pro-
cesses of manufacturing and processing of parts. They are used in various fields of industry: 
medical, aerospace, automotive and others. In particular, the above model of the precise posi-
tioning table is used for packaging semiconductor elements. A feature of this example is the 
representation of the transfer function of the object model in a discrete form and the presence of 
four-cycle delay links in it. In addition, this model is unstable due to the presence of poles lying 
on the stability boundary in it. As a synthesis method, a modal method is used, using a polynomial 
decomposition of the transfer function of the model of the control object and controller. An ap-
proach is also demonstrated that makes it possible to reduce the number of calculations in the 
synthesis of regulators by reducing the order of the transfer function of the considered object 
model and reducing the number of unknown parameters of the regulator. At the same time, a 
regulator is obtained that differs from the original one. Various options for choosing the desired 
poles of the transfer function of a closed system are analyzed. The choice of the desired poles is 
carried out in favor of reducing the amount of overshoot of the system relative to the transients 
of the system with the initial choice of poles. 

Keywords: discrete system, automatic control system, delay, astatic systems, synthesis of 
discrete systems, polynomial method, transfer function, diophantine equation, Sylvester matrix, 
delay link, characteristic polynomial 
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