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Процедуры активной параметрической идентификации стохастических линейных непрерывно-дискретных сис-
тем на основе планирования входных сигналов или начальных условий уже были разработаны авторами. В данной 
статье обобщаются ранее полученные результаты и предлагаются алгоритмы активной идентификации на основе 
совместного планирования входных сигналов и начальных условий. При заданной структуре математической модели 
процедура активной параметрической идентификации предполагает выполнение следующих этапов: вычисление  
оценок неизвестных параметров по измерительным данным, соответствующим некоторому плану эксперимента; син-
тез на основе полученных оценок оптимального плана эксперимента; пересчет оценок параметров по измерительным 
данным, соответствующим оптимальному плану. Впервые для многомерных гауссовских линейных непрерывно-
дискретных систем, описываемых моделями в пространстве состояний, дано систематическое изложение наиболее 
существенных для практики вопросов теории и техники активной параметрической идентификации на основе совме-
стного планирования входных сигналов и начальных условий. Рассмотрена и решена задача активной параметриче-
ской идентификации для общего случая вхождения неизвестных параметров в уравнения состояния, наблюдения, в 
ковариационные матрицы шумов системы и измерений. Разработан алгоритм вычисления производных информаци-
онной матрицы по компонентам как вектора входного сигнала, так и вектора начальных условий. Разработанное про-
граммно-математическое обеспечение позволяет решать задачи активной параметрической идентификации с исполь-
зованием метода максимального правдоподобия, а также прямой и двойственной градиентных процедур построения  
A- и D-оптимальных планов. Впервые рассмотрены теоретические и прикладные аспекты активной идентификации на 
основе одновременного планирования входных сигналов и начальных условий. На примере одной модельной струк-
туры показано, что применение процедур  активной параметрической идентификации на основе совместного плани-
рования входных сигналов и начальных условий при построении математических моделей стохастических линейных 
непрерывно-дискретных систем является эффективным и целесообразным. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Идентификация является обязательным элементом и наиболее сложным этапом поиска 
решений актуальных прикладных задач, возникающих сегодня в различных отраслях про-
мышленности и на транспорте при проектировании и расчете систем автоматического управ-
ления. В связи с этим разработка эффективных методов и инструментальных средств опреде-
ления структуры и параметров математических моделей возможных объектов исследования 
приобретает особенно важное значение для фундаментальной науки и практики. 

В настоящее время существуют два подхода к решению задач идентификации: пассив-
ный и активный. В первом случае обрабатываются данные наблюдений, полученные по ре-
зультатам проведения идентификационных экспериментов в режиме нормальной эксплуата-
ции динамической системы. Методы пассивной идентификации достаточно полно описаны, 
например, в [1–4].  

Во втором случае (при активной идентификации), наоборот, технологический режим на-
рушается, но экспериментатор получает в свое распоряжение гораздо более информативные 
измерительные данные, что способствует повышению эффективности проводимых исследова-
ний при относительно небольшом числе опытов. 

Процедуры активной параметрической идентификации стохастических непрерывно-
дискретных систем на основе планирования входных сигналов были разработаны в [5–7].  
В данной статье авторы обобщают результаты, полученные ранее, и предлагают алгоритмы 
совместного планирования входных сигналов и начальных условий. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  

Рассмотрим следующую управляемую, наблюдаемую и идентифицируемую модель сто-
хастической линейной непрерывно-дискретной системы в пространстве состояний: 

 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),     [ , ],Nx t F t x t t u t t w t t t t     (1) 

        1 1 1 1k k k ky t H t x t v t     ,    0, 1, ..., 1k N  .  (2) 

Здесь  x t  – n-вектор состояния; ( )u t  – r-детерминированный вектор управления (входа); 
( )w t  – p-вектор шума системы; 1( )ky t  – m-вектор измерения (выхода); 1( )kv t  – m-вектор шу-

ма измерений. 
Предположим следующее:  
 случайные векторы ( )w t  и 1( )kv t   являются стационарными белыми гауссовскими по-

следовательностями, для которых  

 ( ) 0E w t  ,     ( ) ( )TE w t w Q t       , 

 1( ) 0kE v t   ,    1 1( ) ( )T
k i kiE v t v t R      ,    1( ) ( ) 0T

kE v t w    ,  

, ,kt    0 , Nt t , , 0,1, , 1k i N  . 

(  E   – математическое ожидание, ki  – символ Кронекера, ( )t   – дельта-функция Дирака); 
 начальное состояние 0( )x t  имеет нормальное распределение с параметрами  

   0 0E x t x t    ,              0 0 0 0 0
TE x t x t x t x t P t          

и не коррелирует с ( )w t  и 1( )kv t   при любых значениях переменных t  и k ; 
 матрицы  F t ,  t ,  t ,  1kH t  , а также в ковариационные матрицы Q, R зависят 

от неизвестных параметров 1 2( , , , )s       . 
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Для математической модели (1), (2) с высказанными априорными предположениями не-
обходимо разработать процедуру активной параметрической идентификации на основе плани-
рования оптимальных входных сигналов и начальных условий и исследовать эффективность и 
целесообразность применения. В такой математической постановке эта задача рассматривает-
ся и решается впервые. 

2. ПРОЦЕДУРА АКТИВНОЙ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ  

При заданной структуре математической модели процедура активной параметрической 
идентификации предполагает выполнение следующих этапов. 

Этап 1. Вычисление оценок неизвестных параметров по измерительным данным, соот-
ветствующим некоторому плану эксперимента. 

Оценивание неизвестных параметров математической модели будем осуществлять по на-
копленным к моменту окончания идентификационного эксперимента данным наблюдений  в 
соответствии с критерием идентификации . Сбор числовых данных происходит в процессе 
проведения идентификационных экспериментов, которые выполняются по некоторому пла-
ну . 

Предположим, что экспериментатор может произвести   запусков системы, причем сиг-

нал   1
0( ), , Nu t t t t подается на вход системы при начальном условии 1

0( )x t  1k  раз, сигнал 

  2
0( ), , Nu t t t t  при начальном условии 2

0( )x t  – 2k  раз и т. д., наконец входной сигнал 

  0( ), ,d
Nu t t t t  при начальном условии 0( )dx t  – dk  раз. В этом случае дискретный норми-

рованный план эксперимента   имеет вид 

 

1 2

1 2

, , ,
,

, , ,

d

dk k k

   
    
 

   




i

  ,  (3) 

1, 2,...,i d , 

где точка спектра плана i  имеет следующую структуру:  

 
 0

i
i

i

u t

x t

 
  
  

, 

и ограничения на условия проведения эксперимента определяются множеством  

0( )u x t   
. 

Обозначим через      1 2( ) , ( ) ,..., ( )
ij

T T TT ij ij ij
NY y t y t y t 

  
 

  j-ю реализацию выходного 

сигнала ( 1,2, , ij k  ), соответствующую входному сигналу   0( ), ,i
Nu t t t t  и начальному 

условию 0( )ix t  ( 1, 2, ,i d  ). Тогда в результате проведения по плану   идентификацион-
ных экспериментов будет сформировано множество 

  , , 1, 2,..., , 1, 2,...,i
ij iY j k i d     , 

1

d
i

i
k


  . 
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Априорные предположения, высказанные при постановке задачи, позволяют воспользо-
ваться для оценивания неизвестных параметров методом максимального правдоподобия. 
В соответствии с этим методом необходимо найти такие значения параметров ̂  из области 
допустимых значений  , для которых  

    ˆ arg min ; arg min ln ;L
  

                (4)  

и (см., например, [8]) 

 ; ln 2
2

Nm
      

1
1

0

1 ln det
2

N
k

k
B t






        
1 1

1 1 1
1 1 0

1
2

ikd N Tij ij
k k k

i j k
t B t t

 
  

  

           , 

где  1
ij

kt   и  1kB t   вычисляются по уравнениям непрерывно-дискретного фильтра Кал-
мана [9]: 

        1ˆ ˆ| ( ) | , ;  ij ij i
k k k k

d x t t F t x t t t u t t t t
dt      

      1| ( ) | | ( ) ( ) ( ),  T T
k k k k k

d P t t F t P t t P t t F t t Q t t t t
dt       ; 

     1 1 1ˆ ˆ| |ij ij
k k k k ky t t H t x t t   ; 

     1 1 1ˆ |ij ij ij
k k k kt y t y t t     ;  

       1 1 1 1| T
k k k k kB t H t P t t H t R     ; 

        1
1 1 1 1| T

k k k k kK t P t t H t B t 
       ; 

       1 1 1 1 1ˆ ˆ| |ij ij ij
k k k k k kx t t x t t K t t       ; 

       1 1 1 1 1| |k k k k k kP t t I K t H t P t t        , 

с начальными условиями:    0 0 0ˆ |ij ix t t x t ,    0 0 0|P t t P t . 

Поиск условного минимума  ;    в задаче нелинейного программирования будем 
осуществлять методом последовательного квадратичного программирования (SQP). 

 

Этап 2. Синтез на основе полученных оценок оптимального плана эксперимента. 
Под непрерывным нормированным планом   будем понимать совокупность величин 

 

1 2

1 2

, , ,
, , ,

q

qp p p
  


    
  




,    0ip  ,    
1

1
q

i
i

p


 ,    i
  ,    1, 2,..., .i q   (5) 

Для плана (5) нормированная информационная матрица  M   определяется соотношением 

 
1

( ) ( ; ),
q

i
i

i
М p М  


   (6) 

в котором информационные матрицы (Фишера) точек спектра плана ( ; )iM   зависят от под-
лежащих оцениванию неизвестных параметров (это позволяет говорить только о локально-
оптимальном планировании) и вычисляются в соответствии с алгоритмом из [10]. 



Активная параметрическая идентификация гауссовских… 23 

Качество оценивания параметров моделей можно повысить за счет построения плана 
эксперимента, оптимизирующего некоторый выпуклый функционал X от информационной 
матрицы, путем решения экстремальной задачи  

 * arg min [ ( )].X M


     (7) 

Воспользуемся критериями D- и А-оптимальности, для которых, соответствен-
но, [ ( )] ln det ( ),X M M    и 1[ ( )] ( )X M SpM     . Применяя эти критерии, мы будем осу-
ществлять воздействие на нижнюю границу неравенства Рао–Крамера, минимизируя в случае 
критерия D-оптимальности объем эллипсоида рассеяния оценок неизвестных параметров, а в 
случае критерия А-оптимальности – сумму квадратов длин его осей.  

Построение оптимальных планов может быть связано с представлением компонент вход-
ных сигналов в виде линейных комбинаций базисных функций (в качестве таковых можно 
использовать ортогональные полиномы Лежандра, Чебышева, функции Уолша и т. д.) с после-
дующей оптимизацией по коэффициентам линейных комбинаций [11].  

Мы пойдем другим путем. Будем считать, что входные сигналы являются кусочно-
постоянными функциями, сохраняющими свои значения на интервале между соседними изме-
рениями. В этом случае оптимизационную задачу (7) можно решить, например, с помощью 
SQP-метода. При этом возможны два подхода. Первый из них (прямой) предполагает непо-
средственный поиск минимума функционала [ ( )]X M   в предположении, что спектр плана (5) 

состоит из ( 1) 1
2

s sq 
   точек. Другой (двойственный) подход основан на обобщенной тео-

реме эквивалентности [5,12] и вытекающей из него процедуре. При двойственном подходе 
размерность пространства варьируемых параметров меньше, чем при прямом подходе, резуль-
тат точнее, но решение задачи находится медленнее.  

Отметим также, что применение градиентов в процедурах планирования позволяет заметно 
повысить скорость решения задач и невозможно без вычисления производных информационной 

матрицы точки спектра плана по компонентам входного сигнала ( ; )
( )j k

M
u t

  


 и по компонентам 

вектора начальных условий 
0

( ; )
( )j

M
x t

  


. Аналитическое выражение для производной ( ; )
( )j k

M
u t

  


 

получено в [13], там же разработан алгоритм ее вычисления. Расчетное соотношение для произ-

водной 
0

( ; )
( )j

M
x t

  


 по своему виду и структуре напоминает результат из [14], что позволяет после 

незначительной модификации использовать разработанный в указанной статье соответствую-
щий вычислительный алгоритм. 

 
Этап 3. Пересчет оценок параметров по измерительным данным, соответствующим син-

тезированному плану. 
Практическое применение синтезированного при помощи прямой или двойственной 

процедуры непрерывного оптимального плана затруднительно, поскольку веса представляют 
собой произвольные вещественные числа, заключенные в интервале от нуля до единицы.  
В случае заданного числа  возможных запусков системы необходимо провести «округление» 
непрерывного плана до дискретного (возможный алгоритм «округления» изложен в [15]). 

Далее составим дискретный план  

1 2
0 1

* ** *
1 2

( ),  ( ), ,  ( )

  , , ,  

q
N

q

t t t

kk k

  



   
 

   
 

   




, 

проведем идентификационные эксперименты и пересчитаем оценки неизвестных параметров. 
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3. ПРИМЕР АКТИВНОЙ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ  

Рассмотрим следующую математическую модель стохастической линейной непрерывно- 
дискретной системы: 

 

       
1 2 1

1 1 1

0 1 0
( ) ( ) ( ) ( ),

1, 0 ,   0,1,..., 1.k k k

x t x t u t w t

y t x t v t k N  

   
          

   


 (8) 

Модель (8), учитывающая влияние шумов системы и измерений, при определенных зна-
чениях параметров 1 , 2  (s = 2) на практике может соответствовать, например, двигателю 
постоянного тока (при учете инерционности цепи якоря) и электромашинному усилителю. 

Предположим, что 13 10   , 20 2   , 30N   и выполнены априорные предположе-
ния, высказанные при постановке задачи:  

0,1 0
( ) ( ) ( ) ( )

0 0,1
TЕ w t w t Q t              

,  

    0,02k i ki kiЕ v t v t R       ,      0 0
1
1

E x t x t 
     

 
,  

          0 0 0 0 0
0,1 0
0 0,1

TЕ x t x t x t x t P t 
          

 
. 

Выберем область планирования 
0( ) ,u x t    где  

  5 5,    0,1,..., 1u ku t k N       , 

 0( ) 0 2 0( ) 1 ( ) 1,    1, 2x t jx t R x t j        

и критерий D-оптимальности. 
Чтобы ослабить зависимость результатов оценивания от выборочных данных, произве-

дем пять независимых запусков системы ( 5)   и усредним полученные оценки неизвестных 
параметров. Реализации выходных сигналов получим компьютерным моделированием, считая, 
что истинные значения параметров *

1 6,   *
2 0,167  . 

 О качестве идентификации в пространстве параметров и в пространстве откликов будем 
судить, соответственно, по значениям коэффициентов  , *

  и Y , *
Y  вычисляющихся по 

следующим формулам: 
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где *  – истинные значения параметров; ̂  – оценки неизвестных параметров, полученные на 

основе исходного плана эксперимента; *̂  – оценки неизвестных параметров, полученные на 

основе синтезированных входных сигналов и (или) начальных условий;  1ˆ |ij
k ky t t  и 

 1*ˆ |ij
k ky t t  вычисляются по уравнениям фильтра Калмана при ̂  и *̂  соответственно. 
Результаты выполнения процедуры активной параметрической идентификации на основе 

оптимальных входных сигналов и (или) начальных условий представлены в табл. 1. 

Таблица 1 

Результаты процедуры активной идентификации на основе планирования  
входных сигналов и (или) начальных условий 

Дискретный  
план эксперимента 

Значения оценок параметров  
и относительные ошибки  

оценивания 

1θ̂ = 5,342  

2θ̂ = 0,086  

Начальный план 

 1
0

1

( );  ( )

1

Tu t x t
k

      
 

 

 

( )u t  соответствует сигналу № 1 из табл. 3,  

0( )x t  – начальному состоянию № 1 из табл. 2 

0,110   

0,114Y   

1
*θ̂ = 5,601  

2
*θ̂ = 0,093  

Планирование оптимальных 
начальных условий 

 1
0

* *
1

( );  ( )

1

Tu t x t

k




  
 

   
 

 

 

( )u t  соответствует сигналу № 1 из табл. 3,  

* 0( )x t  – начальному состоянию № 2 из табл. 2 

* 0,068  , 

* 0,092
Y
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Окончание табл. 1 

Дискретный  
план эксперимента 

Значения оценок параметров  
и относительные ошибки  

оценивания 

1
*θ̂ = 5,714  

2
*θ̂ = 0,158  

Планирование оптимальных  
входных сигналов 

 1
0

* *
1

( );  ( )

1

Tu t x t

k




  
 

   
 

 

 

*
( )u t  соответствует сигналу № 2 из табл. 3,  

0( )x t – начальному состоянию № 1 из табл. 2 

 

* 0,048   

* 0,051
Y
 

 

1
*θ̂ = 5,925  

2
*θ̂ = 0,159  

Планирование оптимальных  
входных сигналов и начальных условий 

(оптимальный план получился двухточечным) 

1 2
* * *

1 22 3
5 5

k k

  
    

  
  

 

0( );  ( )
Ti i

i u t x t     , ( )iu t  соответствует сиг-

налу № 3 (i = 1) и № 4 (i = 2) из табл. 3,  

0( )ix t  – начальному состоянию № 1 (i = 1) и  
№ 2 (i = 2) из табл. 2 

 

* 0,013   

* 0,032
Y
 

 

 
 
 

Таблица 2 

Начальные состояния для табл. 1 

Номер 
начального  
состояния 

Начальное состояние 0( )x t  

1 (1,1)T  

2 ( 1, 1)T   

 
 

. 
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Таблица 3 

Входные сигналы для табл. 1 

Номер 
входного 
сигнала 

Входной сигнал u(t) 

1 

-5
-4
-3
-2
-1
0
1
2
3
4
5

0 5 10 15 20 25 30

u(t)

t

 

2 

-5
-4
-3
-2
-1
0
1
2
3
4
5

0 5 10 15 20 25 30

u(t)

t

 

3 

-5
-4
-3
-2
-1
0
1
2
3
4
5

0 5 10 15 20 25 30

u(t)

t

 

4 

-5
-4
-3
-2
-1
0
1
2
3
4
5

0 5 10 15 20 25 30

u(t)

t
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Результаты, представленные в табл. 1, показывают, что планирование только начальных 
условий позволяет повысить качество оценивания на 4,6 % в пространстве параметров и на 
2,2 % в пространстве откликов, тогда как планирование входных сигналов улучшает результат 
на 6,2 % и 6,3 % соответственно. Наилучший результат получен в случае совместного плани-
рования входных сигналов и начальных условий (улучшение на 9,7 % и 7,2 %).  

Таким образом, применение процедур активной параметрической идентификации на ос-
нове совместного планирования входных сигналов и начальных условий при построении ма-
тематических моделей стохастических линейных непрерывно-дискретных систем является 
эффективным и целесообразным. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Впервые рассмотрена и решена проблема активной параметрической идентификации га-
уссовских линейных непрерывно-дискретных систем в случае, когда неизвестные параметры 
входят в уравнения состояния и наблюдения, а также в ковариационные матрицы шумов сис-
темы и измерений. Разработаны оригинальные градиентные алгоритмы активной параметри-
ческой идентификации на основе планирования оптимальных входных сигналов и начальных 
условий. 

Показано, что планирование как входных сигналов, так и начальных условий оказывает 
существенное влияние на функциональную зависимость переменных состояния и параметров 
модели.  
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Procedures of active parametric identification of stochastic linear discrete systems based on an optimal design of 
input signals or initial states have already been developed. In this paper, the authors try to generalize the results ob-
tained earlier and construct new algorithms based on the simultaneous design of input signals and initial states. The pro-
cedure of active parametric identification of systems with a preliminary chosen model structure assumes performing the 
following stages: the calculation of unknown parameter estimates based on the measured data corresponding to some 
experiment plan; the synthesis of an optimal experiment plan based on the received estimates and the recalculation of 
estimates of unknown parameter estimates from the measured data corresponding to the optimal plan. A systematic in-
terpretation of the most significant practical issues of the theory and techniques of active identification of multidimen-
sional Gaussian stochastic linear continuous-discrete systems described by a state space model is given in the paper. For 
the first time the authors consider and solve an urgent problem of the active identification for a general case when un-
known parameters appear in state and control equations as well as in the covariance matrices of process noises and 
measurement errors. A designed calculation algorithm of information matrix derivatives with respect to components of 
both an input signal vector and an initial state vector is proposed. This algorithm allows us to synthesize input signals 
and initial states by means of the sequential quadratic programming method and thus to considerably reduce the optimal 
experiment design search time. The original gradient algorithms of the optimal parameter estimation are designed. They 
enable us to solve optimal parameter estimation problems for mathematical models using the maximum likelihood 
method involving direct and dual procedures for synthesizing the А- and D –optimal experiment design. Some theoreti-
cal and applied aspects of the active identification of stochastic linear discrete- continuous systems based on designing 
input signals and initial conditions are considered for the first time. An example of the active parametric identification 
for one stochastic discrete- continuous model structure is shown. 

Keywords: discrete-continuous system, active identification, parameter estimation, maximum likelihood me-
thod, experiment design, information matrix, optimality criterion, Kalman filter 
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