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Пусть система управления одноканальная, причем ее характеристическое уравнение 

имеет степень два и у него нет вещественных корней, пусть также регулятор имеет полный 

порядок. 

Можно считать, что любой характеристический полином имеет старший коэффициент «1». 

Каждый допустимый регулятор задает характеристический полином. В данной ситуации эти 

полиномы задаются парами своих коэффициентов (при степенях 0, 1). Геометрически эти пары 

можно рассматривать как точки плоскости. Обозначим ее через P. Сопоставляя каждому допу-

стимому регулятору его характеристический полином, получим отображение множества допу-

стимых регуляторов на некоторое множество точек плоскости P (область допустимых точек 

плоскости P). В данной ситуации фазовое пространство (x, v, где x – регулируемая величина, v – 

скорость ее изменения) является двумерным и геометрически является плоскостью. В качестве 

критерия оптимальности рассматривается положительно определенная квадратичная форма 

2 2x v . Выбран также «финальный» момент времени. Значение квадратичной формы в финаль-

ный момент времени является функцией коэффициентов характеристического полинома. 

С помощью Maple показано, что эта функция не имеет точек, подозрительных на экстре-

мум (т. е. нет точек с нулевым градиентом), причем во всей плоскости P. Это позволяет при 

поиске регуляторов, имеющих ограничения и минимизирующих выбранный квадратичный 

критерий оптимальности, ограничиться регуляторами, для которых пара из P лежит на границе 

области допустимых точек плоскости P (по крайней мере для компактной области). 
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ВВЕДЕНИЕ 

Рассмотрим произвольную одноканальную систему управления [12–19]. 

Запишем дифференциальное уравнение движения ее объекта управления: 

 ( ) ( )D p x N p u   . (1) 

Здесь x = x(t) – регулируемая величина;  t – время; u = u(t) – управляющая ве-

личина; D(p), N(p) – полиномы от p с вещественными коэффициентами. 

Предполагаем, что полиномы D(p), N(p) взаимно простые. 

При модальном управлении u выбирается как решение дифференциаль-

ного уравнения ( ) ( ) ( )Y p u X p v x    . Здесь v = v(t) – задание; X(p), Y(p) – 

полиномы от p c вещественными коэффициентами. 

При v тождественно равном нулю, говорят о задаче стабилизации. Для 

нее v = 0. Поэтому u удовлетворяет дифференциальному уравнению 

 ( ) ( )Y p u= X p x   . (2) 

Фиксируем степень полинома  Y(p): deg(Y(p)) = k для 0k  ; введем обо-

значение для степени полинома X(p): deg(X(p)) = m для 0m  ; на коэффици-

енты полиномов введем только следующие ограничения: старший коэффици-

ент полинома Y(p) равен единице; полиномы X(p), Y(p) взаимно простые. 

Фиксированное таким образом множество регуляторов, определяемое числа-

ми k, m, назовем полным классом регуляторов. 

Исключим из рассмотрения старший коэффициент полинома Y(p) (он не 

меняется и равен единице). Оставшиеся k + m + 1 коэффициентов будем 

называть параметрами регулятора. Пронумеруем их и будем рассматривать 

геометрически – как точки пространства 1k+m+ . Будем называть его про-

странством регуляторов.  

Не обязательно рассматривать все точки пространства регуляторов. 

Можно ограничиться каким-то множеством. Назовем его (допустимым) 

множеством регуляторов и обозначим через RO . 

В качестве допустимого множества регуляторов разумно рассматривать 

все 
1k+m+

, или же какое-то его компактное (т. е. замкнутое и ограниченное) 

подмножество. Разумно также предполагать, что компактная область регуля-

торов является замыканием открытого множества. В качестве таких областей 

регуляторов интересно рассматривать шары, прямоугольники и т. д. 

Подействуем на обе части равенства (1) полиномом Y(p); на обе части 

равенства (2) – полиномом N(p). Получим ( ) ( ) ( ) ( )Y p D p x=Y p N p u    , 

( ) ( ) ( ) ( )N p Y p u= N p X p x     . Теперь правая часть первого из равенств 

совпадает с левой частью второго равенства. Значит, ( ) ( )Y p D p x= 
 

( ) ( )= N p X p x   , или ( ( ) ( ) ( ) ( )) 0Y p D p + N p X p x=  . 

Напомним, что полином ( ) ( ) ( ) ( )Y p D p + N p X p   называется характе-

ристическим полиномом системы управления. Коэффициенты этого полино-

ма являются полиномами первой степени от параметров регулятора. 

Обозначим через n степень характеристического полинома. Обычно его 

старший коэффициент равен единице. Остальные n коэффициентов пронуме-

рованы по степеням (последовательность n элементов). Геометрически их 
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можно рассматривать как точки пространства n . Это пространство ха-

рактеристических полиномов. 

Выписывая для конкретного регулятора характеристический полином, 

тем самым задаем отображение 1: k+m+ n   пространства параметров 

регулятора в пространство коэффициентов характеристического полинома. 

«Пробегая» все допустимые регуляторы, при этом отображении получим об-

ласть возможных характеристических полиномов ( ).K rO = O  Если регу-

лятор полного порядка, то отображение 1: k+m+ n   сюрьективно 

(«накрывает» все пространство n ). 

На пространстве 
n

 рассмотрим произвольный непрерывный критерий 

оптимальности : nF  . 

Задача 1. Пусть задан объект управления; выбран полный класс регуля-

торов; задана область nU  и непрерывная функция :F U   (критерий 

оптимальности). Нужно найти минимум (максимум) этой функции в области 

U (т. е. нужно подобрать характеристический полином так, чтобы функция F 

достигала минимума (максимума)). 

Конечно, для компактной области регуляторов эта задача имеет реше-

ние. Можно рассматривать также nU =  и искать локальные минимумы 

(максимумы). Конечно же, потом (после нахождения «оптимального» харак-

теристического полинома) можно «вернуться» к регуляторам (т. е. найти со-

ответствующий «оптимальный» регулятор). 

В линейной теории критерий оптимальности – обычно квадратичная 

форма. В качестве этого критерия рассмотрим произвольную положительно 

определенную квадратичную форму :F U  . 

В данной работе поставленная задача решается в следующей наиболее 

простой ситуации: характеристический полином системы управления имеет 

степень два и не имеет вещественных корней; допустимое множество регуля-

торов «накрывает» всю плоскость 
2

 коэффициентов характеристического 

полинома; регуляторы полного порядка, т. е. за счет подбора регуляторов ко-

эффициенты характеристического полинома можно сделать любыми; в каче-

стве критерия оптимальности рассматривается положительно определенная 

квадратичная форма 2 2x +v , где x – регулируемая величина, v – скорость ее 

изменения; на фазовой плоскости выбирается точка, отличная от начала ко-

ординат; для этой точки в плоскости коэффициентов характеристического 

полинома ищутся локальные экстремумы критерия оптимальности. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим задачу стабилизации произвольной одноканальной системы 

управления, т. е. предполагаем, что задание нулевое. Предполагаем также, 

что характеристическое уравнение этой системы имеет вторую степень. 

Уравнение движения системы выглядит так: 

 1 0 0x c x c x   . (3) 
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Здесь ( )x= x t  – регулируемая величина. Выпишем характеристический поли-

ном системы: 

 
2

1 0p c p c  . (4) 

Следовательно, нормальная форма уравнения движения системы: 

 x= v , 0 1–v c x c v  . (5) 

Здесь ( )v= v t  – скорость изменения регулируемой величины. Запишем со-

провождающую матрицу [9, с. 203] характеристического полинома системы и 

затем нормальную форму уравнения движения системы в матричном виде: 

 X = MX , где 
x

X =
v

 
 
 

, 
0 1

0, 1

,
M

c c

 
  

  
. (6) 

Хорошо известно, что решение уравнения (6) в матричном виде выгля-

дит так: 

 0( ) exp( )X t Mt X  , (7) 

где 0 0 0( ,  )TX x v  – начальная точка фазовой плоскости (здесь T – транспо-

нирование); 0 (0)x x , 0 (0)v v  – регулируемая величина и скорость ее из-

менения в начальный момент времени t = 0. 

Рассмотрим регулятор полного порядка. В этом случае коэффициенты 

1c , 0c  за счет параметров регулятора можно сделать любыми.  

Рассмотрим положительно определенную квадратичную форму 

F(X) = (X, X). Cкобками обозначено скалярное произведение; X = X(t) – реше-

ние уравнения (6). 

Решение X = X(t) уравнения (6) зависит от коэффициентов 1c , 0c  харак-

теристического полинома. Цель работы – поиск локальных минимумов для 

формы F(X) = (X, X), рассматриваемой как функция коэффициентов характе-

ристического полинома (более общо – поиск точек, подозрительных на экс-

тремум, т. е. точек с нулевым градиентом). 

2. РЕГУЛЯТОРЫ, ДЛЯ КОТОРЫХ КРИТЕРИЙ ОПТИМАЛЬНОСТИ 

ИМЕЕТ НУЛЕВОЙ ГРАДИЕНТ 

Из вида матрицы M в равенствах (6) найдем след матрицы M: 

1Sp( )M c  . Запишем матрицу M как сумму скалярной матрицы и матрицы 

с нулевым следом:  M = qE+ A , где q – некоторое вещественное число; E – 

единичная матрица; А – матрица с нулевым следом. Тогда 

Sp( ) Sp( ) Sp( )M = q E + A , Sp( ) 2M q , 1 2c q  , 

 1 2q c  . (8) 
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Значит, 
0

0 , 1
 

, 2
M

c q

 
  

 
,  

0 0

0 , 1 , 1
  

, 2 ,

q
A M qE qE

c cq q

   
       

    
, 

 0

, 1
 

,

q
A

c q

 
  

 
. (9) 

Теперь 

exp( ) exp( )exp( ) exp( ) exp( )Mt qt qte qtE At qtE At e E At e At      , 

 
exp( ) exp( )exp( )Mt qt At . (10) 

Разложим экспоненту от матрицы At в ряд Тейлора: 

 

2 2 2 2 4 4 2 2 4 4

... ... ...
2! 2! 4! 3! 5!

At A t A t A t A t A t
e E At E E At

   
            

   
   

. (11) 

Нетрудно убедиться, что для произвольной матрицы (2 × 2) с нуле- 

вым следом ее квадрат является скалярной матрицей. Вычислим квадрат мат-

рицы A: 

2 2
0( )A q c E  . 

Чтобы понять, что такое число 2
0 ,q c  вычислим дискриминант D харак-

теристического полинома из формулы (4): 2 2
1 0 04 4( )D c c q c    . Значит, 

 

2
0

4

D
q c  ,  2

4

D
A E . (12) 

Рассмотрим случай, когда характеристический полином не имеет веще-

ственных корней (корни характеристического полинома образуют комплекс-

ную пару), т. е. 0D < . Рассмотрим вещественное число d такое, что d > 0, 
2 / 4d D  . Теперь равенства (12) можно записать так: 

 
2 2

0c q d  ,  2 2A d E  . (13) 

Из равенства (8) следует: q – полусумма корней характеристического 

полинома. Отсюда и из первого равенства (13) получим: d > 0 – мнимая часть 

комплексной пары корней характеристического полинома. Используя первое 

из равенств (13), матрицу A из равенства (9) можно записать через параметры 

q, d: 

 
2 2

, 1
 

,( )

q
A

qq d

 
     

. (14) 
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Из (11) и из второго равенства (13) получим:  

 
2 2 4 4 2 2 4 4

2 4 2 4

exp ... ...
2! 4! 3! 5!

( ) ( ) ( ) ( ) sin( )
1 ... ... cos( ) ,

2! 4! 3! 5!

A t A t A t A t
At E E At

dt dt dt dt dt
E E At dt E At

dt

   
         
   
   

   
          
   
   

 

 
1exp( ) ( cos( ) sin( ) )At d d dt E dt A  . (15) 

Из равенств (10) и (15) следует 

 1exp( ) exp( )exp( ) exp( ) cos( ) sin( )Mt qt At d qt d dt E dt A   . 

Теперь используем равенство (7) и перепишем решение X(t) уравне-

ния (6): 

0 0

1
0

( ) exp( ) exp( )

( cos( ) sin( ) ) .

qt

qt

X t Mt X e At X

d e d dt E dt A X

  

  
 

Далее, учитывая (14), получим 

 
  0 0

2 2
0 0

cos( ) sin( ) sin( )
( )

sin( )( ) ( cos( ) sin( ) )

qt d dt dt q x dt ve
X t

d dt d q x d dt dt q v

   
 
     

. (16) 

Выпишем теперь скалярное произведение (X, X): 

 
2 2

2 2 2
0 0 0 02

( ,  ) (( ) ) ( ) ( )
qte

X X dc sq x sv s d q x dc sq v
d

 
        

 
,  

где  cos( )c dt ,  sin( )s dt . (17) 

Рассмотрим скалярное произведение (X, X) как функцию от параметров 

управления q, d. В точках экстремума частные производные этой функции по 

q, d равны нулю. Выпишем частную производную от (X, X) по q; умножим ее 

на ненулевое 2d  и поделим на ненулевое exp(2qt); синусы и косинусы от dt 

приведем к двойному углу; соберем слагаемые с 0x , 0v , с синусами и коси-

нусами от 2dt; приравняем к нулю:  

 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
0

2 2
0 0

(((( ) ) 2 ( ) )(1 ) (1 )

(2 1) ) ((2 ( 1) 3 1)( 1)

2 ( ( ) ) )

d q q t q d q q C d t C

d qt S x tq d q d q C

d d q t q t S v x

        

         

     

 (18) 

2 2 2 2 2
0((( ) ) (2 1) ( ) ) 0d q t q t C d qt S d q t q t v           ,  
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где 

 
cos(2 )C t , sin(2 )S dt . (19) 

Выпишем теперь частную производную от (X, X) по d; умножим ее на 

ненулевое 3d  и поделим на ненулевое exp(2qt)); синусы и косинусы от dt 

приведем к двойному углу; соберем слагаемые с 0x , 0v , с синусами и коси-

нусами от 2dt; приравняем к нулю: 

 

4 2 4 2 2 2 2 2 2

4 4 2 2 2 2 2 2
0

2 2 2 2 2
0 0

2 2 2 2 2 2
0

(( 2 ) ((( ) ) )

) (2(( 1) ( 1) )

( 2 ( 1) 1) 2 ( 1))

((2 1) (( 1) ) 1) 0.

d d qt q q C d q d q t q dS

d q q x d q d t q q C

qt d q d q dS q q v x

d qt q C d q t q dS q v

         

         

         

          

 (20) 

В последнем равенстве C, S также означают косинус и синус от 2dt. 

Замечание 1.  cos 2 1dt   для решений уравнения (18) при 0d  , 0t  , 

если дополнительно 0 0x   или 0 0v  . Поэтому cos(2dt) < 1 (ведь косинус не 

превосходит единицы). 

Действительно, при cos(2dt) = 1 имеем sin(2dt) = 0. Подставим эти значе-

ния в равенство (18) и получим 2 2 2
0 02 ( ) 0d t v x  . 

3. НУЛЕВОЕ НАЧАЛЬНОЕ ЗНАЧЕНИЕ 0x   

Рассмотрим сначала случай 0 0x  . Выпишем для него формулы (18), 

(20): 

2 2 2( 1) (2 1) (( 1) 1) 0C tq Sdt C q d C d t Sd           , 

 
2 2 3( 1) (2 ) ( ) 1 0Sdt C q Cd t Sd q d d St C          . (21) 

Рассмотрим левые части равенств (21) как полиномы от q. Они второй 

степени. Чтобы оба равенства (21) были выполнены, необходимо, чтобы ре-

зультант этих двух полиномов от q был равен нулю. Вычислим этот ре-

зультант.  

Вспомним, что cos(2 )C dt  и sin(2 )S dt . Введем обозначение 

exp(2 )z dt I   (здесь и далее I – это мнимая единица). Выразим C, S через z: 

1

2

z z
C


 , 

1

2

z z
S

I


 . 

Выразим в результанте C, S через  z и разложим получившийся полином 

на множители. Приравняем к нулю и получим равенство 

 

4 2 2 2 2

4

( 1) (4 2 1)
0

16

z d t z z z

z

   
 . (22) 
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Имеем 1z   (ведь 1C  согласно замечанию 1 и z=C+SI ). Значит, 

 
( ) 0g z  , где 2 2 2( ) 2(2 1) 1g z z d t z    . (23) 

Далее, комплексное число, сопряженное к z, совпадает с обратным; чис-

ла t, d вещественные. Поэтому 

2 2 2 1( ) 2(2 1) 1g z z d t z      

(чертой над g(z) обозначено сопряжение). Поделим полином g(z) на сопря-

женный и разложим на множители. Получим 2( ) / ( )g z g z z , или 

1( ) ( )g z z g z z   , т. е. 
1 1( ) ( )g z z g z z    . Последнее  равенство означает, 

что число 1( )g z z  вещественное. 

Сделаем в 1( )g z z подстановку z =C+IS , 1z C IS   . Получим: 

1 2( ) 2( ) 1g z z dt C    . Поэтому равенство g(z) = 0 равносильно 

 
22( ) cos(2 ) 1 0dt dt   . (24) 

Так как 22sin( ) 1 cos(2 )dt dt  , то равенство (24) равносильно 

 
2 22( ) 2sin( ) 0dt dt  ,   

или
  

sin( )dt dt  . (25) 

Но уравнение sin( )y y  имеет только одно вещественное решение:  

y = 0. Поэтому равенство (25) выполнено только при dt = 0, но t > 0, d > 0. 

Замечание 2. При 0td   уравнение (24) не имеет вещественных ре-

шений. 

Поэтому уравнение g(z) = 0 не имеет решений таких, что | | 1z  . Значит, 

уравнение (22) не имеет решений таких, что | | 1z  . Поэтому уравнения (21) 

совместно не решаются (ведь их результант по q не может обратиться в 0). 

Итак, для совместных решений уравнений (18) и (20) получим 0 0x  . 

4. РЕЗУЛЬТАНТ  

Обозначим через 1F , 2F  левые части равенств (18) и (20). Рассмотрим 

их как функции от 0x , 0v :  0 0,i iF F x v , где i = 1, 2. Это однородные поли-

номы второй степени. При этом 0 0x  . Значит, 

 2
0 0 0 0 0( ,  ) 1,  i iF x v x F v x , где i = 1, 2. 

Уравнения (18) и (20) имеют вид 0 0( ,  ) 0iF x v  ; поэтому они равносильны 

 
(1,  ) 0iF V  , где 0 0V v x , i = 1, 2. (26) 
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Левые части в (26) являются полиномами второй степени от V. Обозна-

чим результант этих полиномов через Res. Выпишем его:  

8 4 7 3 5 5

4 4 4 4 8 8 3

6 6 6 3

10 8 4 7 3 5

Res/ 2 (8 8sin(2 ) ( 2sin(4 ) 4sin(2 ) )

cos(4 ) 4cos(2 ) 3 ) (( 16cos(2 ) 16 )

( 4 cos(4 ) 16cos(2 ) 12 ) )

((16 16 ) 16sin(2 ) ( 4sin(4 ) 8sin(2

d t dt d t dt d dt d t

d dt dt d d q dt d d t

d dt dt d d t q

d d t dt d t dt d d

     

      

    

     5

6 4 6 4 6 4 2

10 8 10 8 3

8 6 8 6 8 6

12 10 8 4 11 7 3

) )

( 2 2 )cos(4 ) (8 8 )cos(2 ) 6 6 )

((( 16 16 )cos(2 ) 16 16 )

(( 4 4 )cos(4 ) (16 16 )cos(2 ) 12 12 ) )

(8 16 8 ) (8 8 )sin(2 )

( 16cos(

t d t

d d dt d d dt d d q

d d dt d d t

d d dt d d dt d d t q

d d d t d d dt t



       

     

       

     

  8 8 2 9 5 9 5

8 6 4 8 6 4 8 6 4

2 ) 16 ) ((2 2 )sin(4 ) ( 4 4 )sin(2 ))

( 2 )cos(4 ) (4 8 4 )cos(2 ) 3 6 3 .

dt d d t d d dt d d dt t

d d d dt d d d dt d d d

      

         

(27) 

Уравнение Res = 0 является необходимым условием разрешимости ра-

венств (26) (т. е. из уравнений (26) следует уравнение Res = 0). Для лучшей 

читаемости в правой части равенства (27) произведения синусов и косинусов 

выражены через синусы и косинусы большего аргумента; слагаемые сгруп-

пированы по степеням q, t, по синусам и косинусам. 

Опять воспользуемся обозначением z = exp(2dtI); выразим синусы и ко-

синусы, участвующие в записи Res, через z:  

cos(2 )
2

n nz z
ndt


 , sin (2 )

2

n nz z
ndt

I


  

(эти формулы верны для любого целого n). Выразим в Res синусы и косину-

сы по этим формулам через z. Полученный элемент обозначим через Res z. 

Это элемент алгебры 1[ , , , , ]q d t z z . Это алгебра полиномов с комплексны-

ми коэффициентами от q, d, t, z, расширенная элементом 
1z :  

   1, , , [ , , , , ] , , ,q d t z q d t z z q d t z  ,  

где  , , ,q d t z  – поле частных алгебры полиномов  , , ,q d t z . 

Ассоциативные коммутативные кольца с единицей и без делителей нуля, 

в которых выполнена теорема о единственности разложения на простые 

множители, называются факториальными; любая алгебра полиномов над 

произвольным полем является факториальной [10, 11]. Поэтому алгебра по-

линомов [ , , , ]q d t z  факториальная. Любой отличный от нуля элемент ее по-

ля частных однозначно представляется в виде дроби (с точностью до умно-

жения числителя и знаменателя дроби на отличное от нуля комплексное чис-
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ло). Поэтому в алгебре 1[ , , , , ]q d t z z  
выполнена теорема об единственности 

разложения на простые множители. Разложим элемент Res z алгебры 
1[ , , , , ]q d t z z  на простые множители: 

 
4 2

1 2 3Res z d g g g z  , (28) 

где 

2 2 3 2 2 2
1 ((2 ) 4 2 2 )g dt I q Id qt td Id dt I z Id Iq I          , 

2 2 2 2 3 2
2 ( ) ( 2 ) 4 2 2g Id Iq I z dt I q Id qt td Id dt I            , 

 
2 2 2

3 1 (4 2)g z d t z    . (29) 

Вспомним, что переменные q, d, t принимают вещественные значения; 

при любых вещественных значениях переменных q, d, t  элемент Res также 

принимает только вещественные значения (это гарантирует равенство (27)). 

Рассмотрим сопряжение как автоморфизм алгебры 1[ , , , , ]q d t z z  такой, 

что q q , d d , t = t , 1z z , 1z z  . Тогда Res Resz z 
 

4 2 4 2
1 2 3 1 2 3 .d g g g z d g g g z     В частности, элементы ig  (i = 1, 2, 3) ал-

гебры 1[ , , , , ]q d t z z  являются делителями элемента Res z.  

Элементы ig  можно получить из формул (29) заменой I на –I, z на 
1z . 

После этого, разлагая на множители, можно убедиться, что 

 1 2g g z  , 2
3 3g g z . (30) 

Значит, 2
3 3g z g , 1

3 3z g zg  , 
1 1

3 3z g z g  , 1 2g z g   , а поэтому 

1 2 2 2g g z g g  . Отсюда и из равенства (28) получим 

4 2 4 43 31 2 2 2
1 2 3Res

g gg g zg g
z d g g g z d d

z z z z


      . Отсюда справедлива 

Лемма 1.
 

4 1
2 2 3Res z d g g g z , где 2 2g g , 1

3g z  вещественные. 

Введем обозначение: T = 2dt. Тогда  

cos( ) sin( )z T I T  , 1 cos( ) sin( )z T I T   . 

Пользуясь этими формулами, легко убедиться, что 

 
1 2 2

3 2(2 cos( ) 1)g z d t T    . (31) 

Имеем Res = 0. Поэтому Res z = 0. При этом 0d  . Поэтому по лемме 1 

 
1

2 2 3 0g g g z  .  (32) 
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Из замечания 2 и равенства (31) получим 1
3 0g z  . Отсюда и из (32) 

следует 

Лемма 2. 2 2 0g g  . 

Рассмотрим второе из равенств (29) (формула полинома 2g ). Сделаем в 

ней замену: z = C + I S, где C = cos(T), S = sin(T). Получим 

2 2 2 2 2 2
2 ( 1)( ) ( 2 ) (4 1) 2 ( 1)g d q S IC dt I q I d qt d dt d            . 

Вспомним, что I – это мнимая единица, а числа d, q, t, S, C – веществен-

ные; найдем вещественную и мнимую части для 2g : 

2 2 2 2
2( ) ( 1) 2 ( 1)g d q S dt d q       , 

2 2 2
2( ) ( 1)(1 ) 4g d q C d qt      . 

Так как 2 2g g  есть сумма квадратов вещественных и мнимых частей 

элемента 2g , то теперь из леммы 2 получим: вещественная и мнимая часть 

элемента 2g  равны нулю, т. е. 

2 2 2 2( 1) 2 ( 1) 0d q S dt d q      , 2 2 2( 1)(1 ) 4 0d q C d qt     .  

В этих двух равенствах сделаем замену: t = T/(2d). Получим 

 
2 2 2 2( 1) ( 1) 0d q S T d q      , 2 2( 1)(1 ) 2 0d q C dqT     . (33) 

5. КВАДРАТИЧНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ МНИМОЙ  

И ВЕЩЕСТВЕННОЙ ЧАСТЕЙ КОРНЕЙ  

ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО ПОЛИНОМА 

Замечание 3. В уравнениях (33) имеем 1 – C > 0, d > 0, T > 0, q < 0 . 

Действительно, C = cos(T), T = 2dt. При этом 1 – C > 0 согласно замеча-

нию 1. Отсюда и из второго из равенств (33) получим 2dqT < 0. При этом 

d > 0  (это мнимая часть комплексной пары); T > 0, ведь T = 2dt, d > 0, t > 0 

(контролируем ситуацию после начального момента времени t = 0). Значит, 

q < 0. 

Далее, 0T  , ведь T > 0. При этом 2 2 1 0d q   . Это позволяет собрать 

в равенствах (33), с одной стороны, d, q, а с другой – T; C = cos(T), S = sin(T): 

 

2 2

2 2

1 sin( )

1

q d T

Tq d

 


 
,  

2 2

2 1 cos( )

1

qd T

Tq d


 

 
. (34) 

Фиксируем параметр T > 0 и рассмотрим равенства (34) как уравнения 

относительно параметров управления q, d. 

Замечание 4. sin(T) < T при T > 0. 

Действительно, | sin( ) | | |T T  при любом вещественном T; равенство до-

стигается только при T = 0. Поэтому sin(T) < T при T > 0. 
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Относительно параметров q < 0, d > 0 рассмотрим более общие урав-

нения: 

 

2 2

2 2

1

1

q d
a

q d

 


 
,  

2 2

2

1

qd
b

q d
 

 
 (35) 

(числа a, b произвольные, но фиксированы). Понятно, что уравнения (34) яв-

ляются частным случаем уравнений (35) при 

 
sin( ) /a T T , (1 cos( )) / .b T T   (36) 

Замечание 5. Если уравнения (35) имеют решения q < 0, d > 0, то a < 1, 

b > 0. 

Действительно, из первого равенства (35) видим, что a < 1; так как q < 0, 

d > 0, то из второго из равенств (35) получим b > 0. 

Замечание 6. / (1 ) /d q a b   . 

Действительно, из первого равенства (35) видно, что 1 a   
2 2 22 (1 )d q d   . Отсюда и из второго равенства (35) получим 

2(1 ) 2 ( 2 )a b d qd d q     .  

Лемма 3. 2 2 1a b  , 2 21q b a b    . 

Действительно, 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2

(1 ) (1 ) (1 )
1 1

(1 ) (1 )

q d q d q d
a

q d q d

      
   

   
. 

При этом 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2(1 ) (1 ) ((1 ) ) ((1 ) )q d q d q d q d             
2 24(1 )q d  .  

Поэтому 2 2 2 2 2 21 4(1 ) / (1 )a q d q d     . Значит, 

 
2 2 2 2 2 21 4 (1 )a b d q d     . (37) 

При этом 0d  . Поэтому 2 21 0a b   , или 2 2 1a b  . 

Из второго равенства (35) и из (37) получим 
2 2

2

2 2 2

(2 )

1 4

b qd
q

a b d
 

 
. 

При этом b > 0, 2 21 0a b   , q < 0. Поэтому 2 21q b a b    . Лемма 

доказана. 

Следствие 1. 2 2(1 ) 1d a a b    . 

В самом деле, (1 ) /d a q b    согласно замечанию 6. При этом 

2 21 1q b a b     согласно лемме 3. Поэтому 2 2(1 ) 1d a a b    . 
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6. ДИСКРИМИНАНТ УРАВНЕНИЯ   1 1, 0F V  

Вернемся к уравнению (26)  1 1,  0F V  . Напомним, что 1F  – это левая 

части равенства (18) (частная производная по q исходной квадратичной фор-

мы); 1F является полиномом от V  второй степени.  Обозначим его дискрими-

нант через Dis и вычислим его: 

4 2 2 4 2

4 2 2 4 2 3 3

3 3 4 2 2 4 2 2

2Dis ( 4 (8 8) 4 8 4)cos( )

( ( 6 2) 2 1)cos(2 ) (8 ( 8 8 ) )sin( )

( 4 (4 4 ) )sin (2 ) 3 ( 2 6) 3 3 ( 8 10) .

q d q d d T

q d q d d T dq d d q T

dq d d q T q d q d T d

       

           

            

 

Подставим в Dis вместо q, d их выражение через a, b (лемма 3 и след-

ствие 1); разложим получившееся выражение на множители. Получим 

2

2 2 2

(1 )
Dis

(1 )

a
H

a b




 
,  

где  

2 2 2

2 2 2 2 2

(4 4)cos( ) ( )cos(2 ) 4sin( )

2sin(2 ) (2 1) (2 3) 2 4.

H b T a b T T ab

T ab T a T b T

     

      

 

 

Подставим в H вместо a, b их выражение через T (равенства (36)). По-

лучим 

2 2 22( 2cos( ) 2) /H T T T    .  

Итак, справедлива 

Лемма 4. 
2 2 2

2 2 2 2

(1 ) ( 2cos( ) 2)
Dis 2

(1 )

a T T

a b T

  
 

 
. 

Вспомним, что T = 2dt; из замечания 2 следует, что уравнение 
2 2cos( ) 2 0T T   имеет только одно вещественное решение: T = 0, а оно 

нас не интересует. Отсюда вытекает  

Лемма 5. Dis < 0. 

Следствие 2. Частная производная по q исходной квадратичной формы 

(уравнение (18)) при 2 21q b a b    , 2 2(1 ) 1d a a b    , 

sin( )a T T , (1 cos( ))b T T  не может обращаться в ноль. 

Следствие 3. В любой момент времени t > 0, для любой исходной точки 

фазовой плоскости    0 0, 0,0x v  , частные производные исходной квадра-

тичной формы по q, d, не могут одновременно обращаться в ноль.  

Теорема 1. Рассмотрим произвольную одноканальную систему управле-

ния. Предположим, что ее характеристический полином имеет степень два, 

его корни не являются вещественными, а регулятор имеет полный порядок. 

В качестве фазового пространства рассмотрим  плоскость (x,v), где x – регу-

лируемая величина; v – скорость ее изменения. В качестве критерия опти-
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мальности выбрана положительно определенная квадратичная форма 2 2.x v  
Тогда значение этой формы в любой отличной от начала координат точке фа-

зовой плоскости, как функция коэффициентов характеристического полино-

ма, не имеет точек, подозрительных на экстремум (т. е. точек с нулевым гра-

диентом). 

7. ОДНОМАССОВАЯ СИСТЕМА  

Рассмотрим одномассовую систему – материальную точку на пружинке. 

На пружинке жесткости k закреплена масса m. Материальная точка осу-

ществляет одномерные колебания. При отсутствии управляющего воздей-

ствия объект движется согласно следующему закону: 

0my ky  . 

Здесь y – отклонение массы от положения равновесия. Введем обозначения: 

w – скорость изменения регулируемой величины; ( )Ty,w  – вектор-столбец с 

координатами y, w. Векторы ( )Ty,w  образуют фазовую плоскость 2 . 

При этом движении в этой фазовой плоскости сохраняется энергия. Обо-

значим через E удвоенную энергию: 

2 2( )E Y ky mw  . 

Энергия является положительно определенной квадратичной формой от 

векторов ( )TY = y,w  из фазовой плоскости 
2

. Рассмотрим энергию как 

критерий оптимальности.  

По формуле 1 2 1 2 1 2( , ) ( ( ) ( ) ( )) / 2EY Y E Y Y E Y E Y     выпишем линеари-

зацию этой квадратичной формы: 

 1 2 1 2 1 2( , )EY Y ky y mw w  . (38) 

Здесь ( )Ti i iY = y ,w  для i = 1, 2. Линеаризацию будем рассматривать как ска-

лярное произведение. Будем называть его энергетическим. 

Фазовая плоскость 
2

вместе с энергетическим скалярным произведе-

нием будет евклидовым пространством. Для вычислений в этом пространстве 

нужно выбрать какой-нибудь ортонормированный базис. Обозначим через 

EY  длину вектора при энергетическом скалярном произведении. 

Выберем сначала произвольный ненулевой вектор, например 1 (1,0)Te  . 

Для него 
2

1 1 1( , )E Ee e e k  . Значит, 1 E
e k . Нормируем его: 

1 1
E

e k  .  

Пользуясь формулой (38), выпишем подпространство 1e
  векторов, ор-

тогональных к вектору 1e : 1 (0,1)Te   . Это одномерное подпространство, 
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порожденное вектором 2 (0,1)Te  . Вычислим длину этого вектора (при энер-

гетическом скалярном произведении): 
2

2 2 2( , )EE
e e e m  . Значит, 

2 Ee m , 2 1Ee m = . 

Итак, векторы  1 1 ,0
T

e k ,  2 0,1
T

e k m  являются ортонорми-

рованным базисом фазовой плоскости с энергетическим скалярным произве-

дением. 

Для вектора ( , )TY y w  введем обозначения: x, v – его координаты в ба-

зисе 1e , 2e ; ( , )T
Ex v – запись этого вектора в базисе 1e , 2e . Тогда 

1 2 1 2 1 2( , )Ty w y e w e y k e w m e x e v e            . Значит, 

 
x= y k , v= w m . (39) 

Поэтому 2 2( , ) ,EY Y x v   ведь    
2 22 2( , ) EY Y ky mv y k v m      

2 2x v  . 

Запишем уравнение движения объекта при наличии управляющего воз-

действия: my ky u  . Здесь u – управляющее воздействие. В качестве управ-

ляющего воздействия рассмотрим ПД-регулятор: ( )u= a+bp e , где p – диф-

ференцирование по времени; e – ошибка. Рассмотрим задачу стабилизации: 

e = –y (при нулевом задании). Тогда ( )u= a+bp y , ( ) 0my by a k y    , 

( ( ) ) 0y by a k y m    . Запишем последнее уравнение в нормальной форме: 

 y w , (( ) )w a k y bw m    . (40) 

Запишем формулы, обратные к (39): y x k , w v m . Используя 

их, перейдем в уравнениях (40) к параметрам x, v: 

 

dx k
v

dt m
 , 

dv a k b
x v

dt mkm


   . (41) 

Размерность жесткости k пружины есть масса, деленная на квадрат вре-

мени. Поэтому размерность параметра k/m обратна квадрату времени. Значит, 

размерность параметра /k m  обратна времени. Поэтому величина 

 /t k m    (42) 

безразмерна. Это безразмерное время (время, отмеряемое в единицах /m k ). 

Исключим из уравнений (41) время t по формуле /t m k  . Получим 

dx
v

d



, 

dv a k b
x v

d k km


  


. 
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Сравнивая с формулами (6), видим 

 0 ( )c a k k  , 1c b km . (43) 

Вычислим теперь дискриминант D характеристического полинома из 

формулы (4): 
2 2

2
1 0

4( )
4 4

b a k b a k m
D c c

km k km

  
     . Тогда D < 0 равно-

сильно 

 2 4( )b a k m  . (44) 

Из формулы (8) и из второй формулы (43) получим 

  2q b km  . (45) 

Теперь из первых равенств (13), (43) и из равенства (45) следует 

2 2
2 2

0
4 ( )

4 4

a k b m a k b
d c q

k km km

  
     . При этом d > 0.  

Поэтому 

 

21 4 ( )

2

m a k b
d

km

 
 . (46) 

8. ПРИМЕР 

Рассмотрим конкретную одномассовую 

систему. Например, k = 1, m = 1. Чтобы вос-

пользоваться теоремой 1, должно быть вы-

полнено неравенство (44). Сейчас это  

2 4( 1)b a  .                      (47) 

Из последнего равенства следует  

a > –1. Для наглядности нарисуем параболу
2 4( 1)b a  . Неравенство (47) равносильно 

тому, что точка (a, b) лежит внутри парабо-

лы (правее кривой). Выберем какой-нибудь 

прямоугольник, точки которого удовлетво-

ряют этим условиями. Например, 

 0 1a  , 1 1b   . (48) 

Задача 2. Одномассовая система имеет массу m = 1 и жесткость k = 1;  

ее начальное отклонение 0 1y  ; начальная скорость изменения отклонения 

0 1w  . Найти параметры ПД-регулятора a, b из прямоугольной области (48), 

обеспечивающие минимум энергии в момент времени 1 1t  . 
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Решение. Шаг 1. Подставим m = 1, k = 1 в формулу (39). Получим x = y, 

v = w. Эти равенства при t = 0 дают 0 0x y , 0 0v w .Вспомним о начальном 

состоянии объекта: 0 1y  , 0 1w  . Получим 0 1x  , 0 1v  . 

Шаг 2. Подставим m = 1, k = 1 в формулу (42). Получим t  . Отсюда в 

«финальный» момент времени 1 1t   получим «финальное» «безразмерное 

время» 1 1  . 

Шаг 3. Чтобы в данной задаче применить теорему 1, нужно в форму-

ле (17) для критерия оптимальности (X, X) вместо времени t рассматривать 

безразмерное время  . При этом нужно рассматривать финальное время. 

В итоге в формулу (17) нужно подставить t = 1 (сначала вместо t подста-

вить ,  вместо   подставить 1 ; наконец вспомним, что 1 1  ). 

Подставим также в формулу (17) 0 1x  , 0 1v  . Получим 

2 2 2 2 2exp(2 )(( ) ( ( ) ) )E q dc sq s s d q dc sq d        ,  

где  c = cos(d),  s = sin(d). (49) 

Здесь E – критерий оптимальности (удвоенная энергия объекта) в финальный 

момент времени. 

Шаг 4. Подставим m = 1, k = 1 в формулы (45) и (46). Получим 

 2

b
q   , 21

4( 1)
2

d a b   . (50) 

Шаг 5. Подставим в формулы (49) вместо q, d их выражение через a, b:  

2 2
2 2

2

4( 1) 2 2 ( 1) 4( 1)

4( 1)

be c a b sb s s a c a b sb

E
a b


                       


 

, 

где 
1 2cos 2 4( 1)c a b    

 
, 

1 2sin 2 4( 1)s a b    
 

. (51) 

Шаг 6. Вычислим значение функции E(a, b) на границе a = 0 прямо-

угольной области (48). Для этого подставим a = 0 в формулы (51). Получим 

2cos 1 / 4c b   
 

, 
2sin 1 / 4s b   

 
, 

 

2 2
2 2 2(0, ) 4 ( 2) 2 4 (4 )bE b e c b s b s c b sb b

                      

. (52) 
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Рассмотрим E(0, b) как функцию пара-

метра b. Нарисуем ее на интервале 

1 1b   .  

Как видим, на этом интервале функция 

E(0,b) монотонно убывает и достигает 

наименьшего значения при b = 1. Вычислим 

его: 

(0,1) 1,59E  . 

Шаг 7. Вычислим значение функции 

E(a, b) на границе a = 1 прямоугольной об-

ласти (48). Для этого подставим a = 1 в формулы (51). Получим 

1 2cos 2 8c b   
 

, 1 2sin 2 8s b   
 

, 

 

2 2
2 2 2(1, ) 8 2 4 8 (8 )bE b e c b sb s s c b sb b

                      

. (53) 

E(1, b) есть функция параметра b. На-

рисуем ее на интервале 1 1b   .   

Как видим, на этом интервале функция 

E(1, b) монотонно убывает и достигает 

наименьшего значения при b = 1. Вычислим 

его: 

(1,1) 1,591E  . 

Шаг 8. Вычислим значение функции 

E(a, b) на границе b = 1 прямоугольной обла-

сти (48). Для этого подставим b = 1 в форму-

лы (51). Получим 

 1cos 2 4 3c a  ,  1sin 2 4 3s a  , 

    
2 21( ,1) 4 3 3 2 ( 1) 4 3 (4 3)E a e c a s s a c a s a  

          
 

. (54) 

E(a, 1) есть функция параметра a. Нарисуем ее на интервале 0 1a  .  

Как видим, на этом интервале функция 

E(a, 1) достигает минимума не на концах от-

резка, а в точке локального минимума. Вычис-

лим эту точку: 

( ,1) 1,498E a   при 0,45a  .       (55) 

Шаг 9. Вычислим значение функции 

E(a, b) на границе b = –1 прямоугольной обла-

сти (48). Для этого подставим b = –1 в форму-

лы (51). Получим 
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 1cos 2 4 3c a  ,  1sin 2 4 3s a  , 

    
2 2

( , 1) 4 3 2 ( 1) 4 3 (4 3)E a e c a s s a c a s a
 

           
 

  (56) 

E(a, –1) есть функция параметра a. 

Нарисуем ее на интервале 0 1a  .  

Как видим, на этом интервале функция 

E(a, –1) достигает минимума не на концах 

отрезка, а в точке локального минимума. 

Вычислим эту точку: ( , 1) 2,282E a    при 

0,51a  . 

Шаг 10. Сравним наименьшие значе-

ния функции E(a,b) на границах прямо-

угольной области (48) (предыдущие четыре 

шага).  

Вывод. На границе прямоугольника 

наименьшее значение достигается при b = 1 (формула (55)). Значит, это 

наименьшее значение во всей прямоугольной области (по теореме 1). 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Теорема 1 позволяет находить минимумы критерия оптимальности (по-

ложительно определенной квадратичной формы) на границе допустимой об-

ласти коэффициентов характеристического полинома (по крайней мере, при 

условии компактности этой области).  
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Let the control system be a single-channel systeml, and its characteristic equation have 

degree two and no material roots. Let the regulator also have a full order. 

It is possible to consider that any characteristic polynomial has a unity senior coefficient. 

Each admissible regulator sets a characteristic polynomial. In this situation, these polynomials 

are set by pairs of their coefficients (degrees 0, 1). Geometrically these pairs can be considered 

as a plane point. Let's designate it by P. Comparing each admissible regulator with its charac-

teristic polynomial, we obtain the mapping of a set of admissible regulators on some set of  
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points of the plane P (area of admissible points of the plane P). In this situation the phase space 

(x,v) (where x is an adjustable size, v is a speed of its change) is two-dimensional and geometri-

cally is a plane. A positively defined quadratic form is considered as an optimality criterion. 

Also, a “final” time point is chosen. The value of a quadratic form at a final time point is a 

function of characteristic polynomial coefficients. 

By means of Maple it is shown that this function has no points, suspicious at the extre-

mum point (that is, there are no points with a zero gradient), and on the whole plane P. It makes 

it possible to limit the search of the regulators having restrictions and minimizing the chosen 

optimality quadratic criterion to regulators for which a pair from P lies on the border of the ad-

missible points area of the plane P (at least for a compact domain). 

Keywords: local extremum, automatic control, single-channel systems, full order, prob-

lem of stabilization, Maple, matrix exhibitor, characteristic polynomial 
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