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В статье представлено описание и решение задачи компоновки нестандартных съемов 

тамбуров, связанной с проблемой обрывов бумажного полотна при работе бумагоделательной 

машины в течение рабочего производственного процесса, за счет чего возникают так называе-

мые нестандартные тамбуры. Такие случаи не единичны и требуют применения специальных 

методов для оптимизации производственного процесса в условиях операции склейки съемов 

тамбуров. Задача заключается в склейке нестандартных съемов и их раскрое в условиях мак-

симизации выхода полезной продукции. При решении поставленной задачи учитывались мно-

гочисленные параметры заказов и съемов тамбуров, а также технологические аспекты произ-

водства бумаги. Автором статьи представлена математическая модель задачи, которая отража-

ет ограничения и целевую функцию и описывается задачей условной нелинейной оптимизации 

из класса задачи линейного раскроя на множестве перестановок. Для ее решения применяется 

хорошо известный метод декомпозиции задачи с целью сведения сложной задачи к решению 

более простых подзадач. Для решения оптимизационной подзадачи на множестве перестано-

вок применяется генетический метод из класса эволюционных алгоритмов на основе введен-

ной специальной функции расстояния между перестановками. Для решения подзадачи раскроя 

используется принцип динамического программирования. В статье приведено доказательство 

правильности работы представленного алгоритма, указана его асимптотическая сложность и 

практическая оценка точности. В заключении приводятся итоги анализа представленного ал-

горитма и возможность применения его для решения поставленной задачи.  
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ВВЕДЕНИЕ 

В предыдущих работах [1, 2] представлена задача поиска оптимального 

плана раскроев, обеспечивающего выработку продукции в требуемых коли-

чествах с наименьшими отходами с учетом директивных сроков отгрузки 
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продукции. В данной работе рассматриваются особенности планирования 

производства бумаги в условиях технологической возможности склейки 

съемов.  

Одна из важных проблем бумажного производства заключается в частом 

появлении (до нескольких десятков раз в день) аварийных остановов и обры-

вов бумажного полотна в процессе работы бумагоделательной машины 

(БДМ), в результате чего образуются так называемые нестандартные съемы, 

дальнейшее использование которых влечет серьезную проблему. Однако в 

настоящее время появились технологические средства для склейки бумажных 

полотен неполных съемов тамбуров, что позволяет сократить потери бумаги. 

Возникает задача построения оптимальной последовательности склейки не-

стандартных съемов, допустимой с точки зрения определенного набора огра-

ничений продукции и оборудования [3]. В работе представлены разработан-

ные автором математические модели и методы решения рассмотренной зада-

чи и результаты исследования их эффективности.  

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Технологическая схема производства бумаги может быть описана сле-

дующим образом. Готовое бумажное полотно наматывается на стальной 

вал, образуя съем тамбура. Назовем размером съема длину его размотанно-

го бумажного полотна. Далее съем кроится посредством продольно-

резательных машин (ПРМ) на совокупность рулонов требуемых форматов и 

диаметров. При этом совокупность рулонов, которые одновременно обра-

зуются в результате размотки и раскроя бумажного полотна, называется 

накатом. Важной характеристикой всех рулонов одного наката является их 

диаметр. Другими словами, ПРМ в несколько этапов выполняют раскрой 

съема на накаты посредством поперечных разрезов на всю ширину полотна, 

которые затем подвергаются продольным разрезам на рулоны требуемых 

форматов [4].  

Размер бумажного полотна съема должен соответствовать совокупности 

накатов рулонов, т. е. размер съема должен быть кратен размеру наката. Та-

кие съемы назовем стандартными. Однако в случае обрыва бумажного по-

лотна или неудовлетворительного качества бумаги появляются нестандарт-

ные съемы. После раскроя нестандартного съема остается часть бумаги, раз-

мер которой меньше размера одного наката. Подобные нестандартные съемы 

можно склеивать и использовать в производстве с целью повышения эффек-

тивности и минимизации отходов [5]. 

В результате склейки съемов получается составной съем, который пред-

ставляет собой перестановку исходных нестандартных съемов, характеризу-

ющихся их размерами. При дальнейшем раскрое составного съема точка 

склейки может приходиться на границы накатов, в таком случае склейка не 

влияет на качество продукции. В альтернативном варианте точка склейки по-

падает во внутреннюю часть накатов, что может снижать их качество. Допу-

стимое место появления точек склейки (начало, середина или конец) огова-

ривается в заказах продукции.  

Таким образом, задача заключается в построении схемы раскроя состав-

ного съема с учетом ограничений на места склеек, а также ограничений тех-
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нологического характера. Исходными данными  в задаче являются сведения о 

требуемом объеме и размерах продукции, а также сведения об имеющихся 

нестандартных съемах [3]. 

Продукция задается накатами – заказ характеризуется размером одного 
наката (диаметр наката и толщина бумажного полотна) и их количеством. 

Другими словами, объектом раскроя является составной съем, а предметами 
раскроя – накаты. Дальнейший продольный раскрой полученных накатов на 

рулоны в данной задаче не рассматривается. Помимо этого, для заказа указы-
вается допустимое место наличия точек склейки съемов. Все накаты одного 

заказа кроятся вместе в силу следующего технологического ограничения: при 

смене размера наката приходится перестраивать лезвия поперечного сечения 
продольно-резательных машин, что влечет за собой большие производствен-

ные трудности. Из этого следует, что все накаты одного заказа группируются 
вместе и заказ представляет собой последовательный набор накатов на со-

ставном съеме.  
На рисунке представлен пример раскроя составного съема на накаты. 
 

 

Раскрой составного съема 

Как видно из рисунка, первая точка склейки попадает на границу нака-

тов, являясь допустимой точкой. Вторая точка попадает в область наката, но 
в допустимую область наличия точек склейки, поэтому является разрешен-

ной. Третья точка попадает в область наката, но в недопустимую область 
наличия точек склейки – точка является запрещенной.    

Стоит заметить, что данная задача рассматривается как статическая (не 
изменяющаяся во времени), решением которой является оптимальная после-

довательность раскроя съемов на определенный период времени. При изме-
нении условий с течением времени производится перерасчет задачи.  

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Введем следующие обозначения. 

M – индексное множество нестандартных съемов, j M .  

N – индексное множество заказов продукции, i N .  

K – индексное множество накатов, k K . 

jL N – номинальный размер (см) нестандартного съема с номером 

j M . 

j Z
+ 

– максимальное отклонение (см) размера результирующего не-

стандартного съема j M  от номинального размера (та часть бумаги, кото-

рая не будет использоваться). 
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ia N – требуемое количество накатов для заказа с номером i N . 

iK – индексное множество накатов для заказа с номером i N . 

, ,i i i N i i N iK a K K K    . 

m
il N – минимальная длина наката бумаги для заказа с номером i N . 

M
il N – максимальная длина наката бумаги для заказа с номером i N . 

 

Введем неизвестные задачи.  

1 2( , ,..., ), , ,m jP p p p m M p M j M     – перестановка на множестве 

нестандартных съемов M . 

MP , где M – множество всех перестановок на множестве нестан-

дартных съемов M .  

,j j j j jL x L x   N – результирующий размер (см) нестандартного 

съема с номером j M . 

1 2( , ,..., ), , ,n iQ q q q n N q N i N     – перестановка на множестве зака-

зов N .  

NQ , где N  – множество всех перестановок на множестве зака-

зов N . 

, ,, ,m M
i i k i i i kl y l k K y   

 
N – результирующие размеры (см) накатов 

для заказа с номером i N . 

Задача заключается в поиске оптимальных последовательностей об-

работки нестандартных съемов и заказов продукции с учетом набора про-

изводственно-технологических ограничений, связанных с наличием точек 

склейки.  

Укажем ограничение на места склеек, обусловленные заказами продук-

ции; 0, M
i il  

 
 – интервал, который может содержать в себе склейки съе-

мов для заказа с номером i N . Данная величина одинакова для всех нака-

тов одного заказа.  

Введем границы накатов относительно составного съема. 

kb – конец полотна наката с номером ik K  для заказа с номером i N . 

 0 1 ,0, , , ,k k f k i ib b b y f q k K i N      .   (1) 

Полотно наката k K  характеризуется границами 1kb   и kb , определя-

емыми диаметрами рулонов в его составе.  

Введем точки склейки составного съема. 

jc – точка склейки для нестандартного съема j M . 

 0 10,  ,  ,  j j f jc c c x f p j M     .   (2) 

argmin { : }j k K k k jr b b c   – ближайшая граница наката к точке склейки не-

стандартного съема j M . 
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На основе введенных обозначений укажем признак допустимости точек 

склейки нестандартных тамбуров относительно накатов продукции: 

 
11,

( , , , ) , , ,
0, иначе

j j k i
i

k r и c b
P Q j k k K i N j M

  
    


.   (3) 

Введем целевую функцию задачи минимизации недопустимых точек 

склейки нестандартных тамбуров.  

 ( , , , ) ( , , , ) min.
j M k K

P Q x y P Q j k
 

        (4) 

Задача (1)–(4) представляет собой задачу нелинейной условной оптимизации 

на множестве перестановок съемов и заказов продукции c учетом ограниче-

ний на их размеры с минимизацией недопустимых точек склейки. 

3. ОБ АЛГОРИТМЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 

Произведем сужение целевой функции (4) на некоторое произвольное 

подмножество M MH   в следующим виде: 

  ( ) min ( , ) min, : ,
MP H N M MF Q P Q F H      . (5) 

  ,( , ) min ( , , , ) min, :x y M NP Q P Q x y        .   (6) 

Тогда произведем декомпозицию задачи (1)–(6) на следующие подзадачи. 

1. Поиск оптимальной перестановки заказов NQ  с минимизацией 

функции (5). Выбор поиска перестановки на множестве N  на внешнем 

уровне обусловен большей размерностью множества N  по сравнению с 

множеством M . Для расчета значения функции F для рассматриваемой в 

процессе поиска перестановки NQ  необходимо решить следующие две 

подзадачи. 

2. Построение множества M  – семейства перестановок на множестве  

M  наиболее «близких» к фиксированной перестановке NQ , на основе 

которого будет рассчитываться функция (6).  Понятие «близкой» перестанов-

ки будет дано в дальнейшем. Множество M  используется для ускорения 

расчета функции (5), поскольку перебор по всем перестановкам множества 

M  на практике нецелесообразен.  

3. На основе фиксированной перестановки NQ  и каждой переста-

новки множества  M  решается задача минимизации функции (6) посред-

ством динамического программирования. 

В результате указанного разбиения будет получено субоптимальное ре-

шение задачи (1)–(4). 
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Поиск оптимальной перестановки NQ  

Для поиска оптимальной перестановки Q  относительно функции F  ис-

пользуется генетический алгоритм, в основе которого лежит идея имитации 

развития биологической популяции (особей, хромосом), подчиняющейся за-

конам естественного отбора [6–8]. Использование генетического алгоритма 

на множестве перестановок весьма распространено [9, 10]. Укажем особенно-

сти реализации в данном контексте. 

 В качестве коэффициента выживаемости особей используется значе-

ние целевой функции (5). 

 Селекция производится посредством метода рулетки с использовани-

ем принципа элитарности. 

 Операция мутации реализована посредством замены двух случайных 

элементов перестановки. 

 Операция скрещивания (кроссинговера) реализована посредством 

случайного разбиения каждой перестановки на две части и скрещиванием 

разноименных частей перестановок.  

 

Поиск семейства «близких» перестановок M  для фиксированной пере-

становки NQ  

Введем функцию : M N     между множествами перестановок, 

на основе которой будет определяться понятие «близких» перестановок. Для 

ее определения необходимо ввести следующие обозначения. 

Границы накатов с учетом нижних и верхних границ на размеры заказов 

продукции и фиксированой перестановки NQ : 

0 10,  ,   ,   ,   m
k k f i iv v v l f q k K i N      . 

0 10,  ,   ,   ,   M
k k f i iw w w l f q k K i N      . 

Множество интервалов ,  kz k K , в которых могут содержаться точки 

склейки с учетом размеров заказов продукции: 

   1 1inf , sup ,  ,  k k i k i iz v w k K i N          . 

Границы съемов с учетом отклонений и перестановки MP : 

0 10, , ,  j j f f jL f p j M        . 

0 10, , ,  j j f jL f p j M       . 
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Множество интервалов ,  jh j M присутствия точек склейки с учетом 

размеров съемов и их отклонений: 

[ , ],j j jh j M    . 

Вспомогательная функция на множестве съемов : M Z, определяю-

щая наличие разрешенного интервала для точки склейки: 

 0, :
( )

1, иначе

j kk K h z
j

    
  



 

На основе введенных обозначений определим искомую функцию   

между двумя перестановками MP  и NQ  следующим образом: 

 ( , ) ( )
j M

P Q j


   .   (7) 

Таким образом,  понятие «близких» перестановок MP  и NQ  основа-

но на количестве точек склейки, которые не могут быть покрыты ни одним  

интервалом, в котором они могут содержаться. 

Задача поиска семейства M MH   наиболее «близких», в смысле вве-

денной выше функции  , может быть описана следующим образом: 

1 2 1 2,  \ : ( , )  ( , )M M MP H P H P Q P Q       . 

Данная задача также решается посредством генетического алгоритма на 

множестве перестановок M , где коэффициент выживаемости особей опре-

деляется значением функции (7). Остальные характеристики реализации ге-

нетического алгоритма в точности совпадают с характеристиками алгоритма 

для минимизации функции (5). Субоптимальное семейство наиболее «близ-

ких» перестановок в конце алгоритма будет содержаться в элитной группе 

особей популяции. Размерность множества MH  выбирается практическим 

путем соразмерно размерности множества M . 

 

Поиск оптимального раскроя составного съема 

На данном этапе необходимо вычислить оптимальные значения разме-

ров нестандартных съемов ,jx j M и размеры накатов , , ,i k iy k K i N    

на основе фиксированной пары перестановок  ,P Q  для минимизации функ-

ции (6). 

Введем следующее индексное расширение функции (6): 

, ,
1 1

( , ) min ( , , , ) .
m k

m k x y
j h

P Q P Q j h
 

  
   

  
   
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Теорема 1. Значения функции , ( , )m k P Q  связаны между собой рекур-

рентным соотношением 

0,0( , ) 0,P Q   

 
, 1 1 1

, ,
1, 1 1 1

( , ) :
( , ) min min ( , , , ) .

( , ) :

m k k m
m k x y

m k k m k

P Q b c
P Q P Q m k

P Q b c b

  

   

   
    

    

 

Доказательство 

 

, ,
1 1

1 1

,
1 1 1

1 1

, ,
1 1 1

( , ) min ( , , , )

min ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

min ( , , , ) ( , , , ) min ( , , , )

min

m k

m k x y
j h

m k k

x y
j h h

m k m k

x y x y
j h j m h

P Q P Q j h

P Q j h P Q m h P Q m k

P Q j h P Q j h P Q m k

 

 

  

 

   

  
    

  

  
       

  

  
       

  



 

  

   

 
, 1 1 1

,
1, 1 1 1

( , ) :
min ( , , , ) .

( , ) :

m k k m
x y

m k k m k

P Q b c
P Q m k

P Q b c b

  

   

   
  

    

 

В силу теоремы 1 задача может быть решена методом динамического 

программирования [11]. Идея динамического программирования состоит в 

разбиении задачи на несколько независимых подзадач, решении каждой из 

них, а затем вычислении исходного результата. Для решения подзадач при-

меняется тот же алгоритм, что и для искомой задачи. Важным условием для 

применения метода динамического программирования является оптималь-

ность для подзадач: из оптимального решения подзадач должно следовать  

оптимальное решение исходной задачи [12, 13]. Стоит отметить, что многие 

задачи промышленного ракроя решаются при помощи методов динамическо-

го программирования [14–16]. 

Исходя из результатов Теоремы 1 введем разбиение задачи на подзадачи 

со следующими параметрами: 

j – текущий обрабатываемый нестандартный съем составного съема,

j M ; 

l – обработанная длина текущего составного съема; 

 – текущее отклонение для нестандартного съема, 0 j    ; 

i – текущий обрабатываемый заказ, i N ; 

h – количество обработанных накатов заказа i N ; 

f – функция, определяющая количество недопустимых точек склейки 

для указанных выше параметров. 
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Стоит заметить, что параметры l , , i , h  вводятся для однозначного 

определения параметра , ,k ib k K i N   из рекуррентного соотношения тео-

ремы 1. 

На основании результатов Теоремы 1 укажем переходы состояний: 

( ,  ,  ,  ,  ) ( ,  ,  ,  1,  0);if j l i a f j l i     

( ,  ,  ,  ,  ) ( ,  ,  ,  ,  1),  .. ,  ;c c m M c
i i jf j l i h f j l l i h l l l l l L          

1( ,  ,  ,  ,  ) ( 1,  0,  ,  ,  ), [0,... ].n n
j jf j L i h f j i h          

В результате указанного разбиения и переходов задача может быть ре-

шена методом динамического программирования посредством следующего 

рекуррентного соотношения: 

 1(1,  0,  ,  0,  0) 0,  0 ;f        (8) 

 
 

1

1

1

( ,  ,  ,  ,  1),  .. ,  ,

( ,  ,  ,  1,  ),  0,  0,

( ,  ,  ,  ,  ) min
1,  ,  ,  ,  ,

[0.. ],  0,  1,

c c m M c
i i

i

n n
j

n
j

f j l l i h l l l l l

f j l i a h i

f j l i h
f j L i h f

l j







     


   


  
     


    

 (9) 

 11,

0, иначе.

n
j iL

f 
   

  


  (10) 

Решение поставленной задачи следующее: 

* min ( ,  ,  ,  ,  ),  .. ,  ,  l m n m m mf f m l L l n a l L L m M n N      . 

Теорема 2. Сложность алгоритма решения задачи (1)–(4) составляет 

  2 2
2 2 2log log log M NO T S S G U U M N M L N A             , где T – ко-

личество итераций генетического алгоритма для поиска оптимальной пере-

становки заказов, S – размер популяции генетического алгоритма для поиска 

перестановки заказов, G  – количество итераций генетического алгоритма 

для поиска семейства «близких» перестановок съемов, U – размер популяции 

генетического алгоритма для поиска семейства «близких» перестановок 

съемов, L – максимальный размер нестандартного съема, N – количество 

заказов продукции, A – максимальное количество накатов в одном заказе,  

M – количество нестандартных съемов, M – максимальное отклонение  

от размера съема, N – максимальное отклонение от размера заказа про-

дукции. 



А.Р. УРБАН 

 

130 

Доказательство 

Воспользуемся стандартным подходом для вычисления сложности алго-

ритма [17, 18]. 

В работе алгоритма на верхнем уровне осуществляется итерации генети-

ческого алгоритма для поиска перестановки заказов, следовательно, в оценке 

получаем первый сомножитель T . На каждой итерации генетического алго-

ритма для поиска перестановки заказов применяются операции селекции, 

скрещивания и мутации, что прибавляет сомножитель 2( log )S S  к расчету. 

Для расчета функции F формулы (5) для фиксированной перестановки  

Q  требуется решение двух вспомогательных задач. 

Поиск семейства «близких» перестановок съемов посредством генетиче-

ского алгоритма дает сомножитель 2 2log logG U U M N    , где 2logG U U   

затрачивается на итерации и операции генетического алгоритма, а 2logM N  

соответствует расчету значения функции (7). Стоит заметить, что поиск раз-

решенного интервала для точки склейки формулы (6) рассчитывается за 

2(log )O N  посредством бинарного поиска, а не за ( )O N . 

Затем для каждой перестановки съемов из найденного семейства (добав-

ляется сомножитель M ) производится расчет динамики на основании алго-

ритма (8)–(10) (для подсчета значения целевой функции (6)), что составляет 

сложность 
2 2

M NM L N A      операций в силу того, что состояний в ди-

намическом программировании MM L N A    , а на переход необходимо 

M N   итераций. В итоге получаем 

  2 2
2 2 2log log log M NO T S S G U U M N M L N A             . 

4. ПРАКТИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ 

Практическая оценка базируется на отношении значения целевой функ-

ции задачи, полученной с помощью авторского алгоритма, и минимальном 

значении целевой функции, найденном посредством алгоритма полного пе-

ребора на множествах перестановок M  и N  на сравнительно небольших 

исходных данных [19, 20]. 

Введем следующие обозначения: 

       * * * * * * * * *
, , ,, , , argmin , , , : Ф Ф , , ,P Q x yP Q x y P Q x y P Q x y    – ре-

шение задачи, полученное посредством алгоритма полного перебора пере-

становок. Минимальное значение целевой функции, которое является также 

нижней оценкой целевой функции 
*  ; 

 ( , , , ) : Ф Ф , , ,P Q x y P Q x y  – найденное решение посредством автор-

ского алгоритма, верхняя оценка целевой функции задачи. 

Для значений целевой функции 
*, ,    справедливо следующее огра-

ничение: 
*   . 
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На основе указанных значений введем оценку точности алгоритма отно-

сительно решения, полученного посредством полного перебора : 

0
 

  


. 

Для различного набора входных данных 10( 12, 10, ! ! 6 10 )N M N M      

были получены следующие вышеуказанные оценки, представленные в таб-

лице. 

Значения оценок относительно размерности множества съемов 

Размерность множества съемов Оценка   

1 0 

2 0 

3 1 

4 0.5 

5 0.3 

6 0.25 

7 0.2 

8 0.1 

9 0 

10 0 

 

Также стоит отметить следующее соотношение: 1   – решение, 

полученное посредством авторского алгоритма, не превосходило решения 

полного перебора более чем на одну точку склейки (например, 6 и 5 запре-

щенных точек склейки соответственно). 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе описан метод, позволяющий решать задачу компоновки не-

стандартных съемов посредством операции склейки и их раскроя для увели-

чения доли выхода полезной продукции. Метод основан на применении гене-

тического алгоритма на множествах заказов продукции и съемов, а также ис-

пользовании динамического программирования для задачи раскроя. Резуль-

таты показали, что метод имеет существенно малые оценки отклонения зна-
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чений целевой функции, полученных посредством авторского алгоритма, по 

сравнению со значениями целевой функции, полученными алгоритмом пол-

ного перебора на множестве перестановок, что говорит об эффективности его 

применения для решения указанной задачи. 
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The article presents a description and solution of the non-standard rolls layout problem 

associated with the problem of the paper breaks during the production process, due to which 

there are so-called non-standard rolls. Such cases are not rare and require special techniques to 

optimize the production process in terms of splice operations. The problem is to combine non-

standard rolls by splices and cut them with the aim of reducing the volume of waste paper. In 

solving this problem many parameters of the order and non-standard rolls as well as some tech-

nological aspects of paper production are taken into account. The author proposes a mathemati-

cal model of the problem which reflects the constraints and the objective function. It is de-

scribed as a constrained nonlinear optimization problem of the linear cutting class on a set of 

permutations. To solve it, a well-known method of problem decomposition with the aim of re-

ducing a complex problem to simpler ones is used. A genetic method of the evolutionary algo-

rithm class based on the introduction of a special function of the distance between permutations 

is used to solve the optimization sub–problem on a set of permutations. To solve the cutting 

sub–problem the principle of dynamic programming is used. The proof of the proposed algo-

rithm validity and its asymptotic complexity as well as practical assessment of its accuracy is 

presented in the paper. In conclusion, the results of the proposed algorithm analysis are given 

and the possibility of using it to perform assigned tasks is recognized. 
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