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В данной работе авторами предложена классификация регрессионных моделей. Основа-

нием классификации служит объем априорной информации, доступной исследователю. При 

этом рассматриваются две основные задачи спецификации модели, с которыми сталкиваются 

исследователи. С одной стороны, используется информация о структуре регрессионной моде-

ли. Выделено три основных уровня: полная определенность, частичная неопределенность и 

полная неопределенность структуры модели. В первом случае предполагается, что структура 

модели априорно задана с точностью до неизвестных параметров. Во втором случае структура 

модели известна не полностью и недостающая часть будет компенсироваться непараметриче-

ской составляющей. В третьем случае структура модели не известна, что влечет использование 

только непараметрических методов.  

В качестве второго базиса классификации предлагается использовать полноту априорной 

информации о распределении случайной составляющей модели. Здесь также предлагается 

выделять три уровня. Первый уровень соответствует случайным ошибкам с известным (с точ-

ностью до параметров) законом распределения. Второй уровень соответствует структуриро-

ванным ошибкам, образованным линейными комбинациями или смесями случайных величин. 

Третий уровень является наиболее общим и соответствует отсутствию информации о структу-

ре и распределении случайной составляющей. Различные комбинации уровней информиро-

ванности о структуре модели и распределении случайной ошибки определяют девять основ-

ных групп моделей, каждой из которых соответствуют свои методы идентификации. В про-

стейшем случае рассматриваются классические методы регрессионного анализа, основанные 

на использовании метода наименьших квадратов. При неполной информации рекомендуется 

использовать полупараметрические методы, основанные на сплайновой регрессии, моделях 

структурированной ошибки, универсальных распределениях. 
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ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Регрессионные модели являются одним из наиболее популярных ин-

струментов прикладного статистического анализа. Решение задачи построе-

ния регрессионных моделей возможно проводить на основе множества раз-

личных подходов и методов. Как правило, эти различия связаны с объемом 

априорной информации, доступной исследователю на этапе постановки зада-

чи. Естественно предположить, что в каждой конкретной ситуации можно 

подобрать наиболее подходящие методы решения. Однако на текущий мо-

мент нет четкого понимания границ эффективного применения тех или иных 

методов. В связи с этим авторами была предпринята попытка классификации 

регрессионных моделей, основанная на объеме априорной информации о 

структуре модели и свойствах случайной ошибки. 

Рассмотрим в общем виде задачу восстановления регрессионной зави-

симости  

 ( )y f x   , (1) 

где y  – наблюдаемый отклик; ( )f x  – неизвестная функция; x  – вектор зна-

чений входных факторов;   – случайная составляющая. Задача состоит в 

том, чтобы на основе имеющихся наблюдений за переменными x  и y  

наилучшим образом построить оценку функции ( )f x . 

Очевидно, что в зависимости от объема доступной априорной информа-

ции о свойствах функции ( )f x  и случайной составляющей   для решения 

данной задачи могут быть использованы различные методы. В частности, в 

классическом регрессионном анализе предполагается, что ( )f x  задана с точ-

ностью до неизвестных параметров, т. е. 0( ) ( ,  )f x f x  . Это приводит к ре-

грессионному уравнению следующего вида: 

 0( , )i i iy f x    , (2) 

где iy  – значение отклика в i-м наблюдении ( 1,  2,...,  i N ); ix  – значение 

вектора входных факторов в i-м наблюдении;   – вектор неизвестных пара-

метров; i  – случайная ошибка в i-м наблюдении. 

Для модели (2) задача построения функции ( )f x  сводится к задаче оце-

нивания вектора неизвестных параметров  . Наиболее известным методом 

оценивания   является метод наименьших квадратов (МНК), для корректно-

го применения которого необходимо, чтобы все ошибки i  были независи-

мыми и имели одинаковое распределение с нулевым средним и дисперсией 
2
 :  2~ 0,  i   , 1,  2,...,  i N  [3]. 

Однако, на практике исследователь может не обладать полной информа-

цией о структуре модели ( )f x  и сведение модели к виду (2) с последующим 

использованием МНК не представляется возможным. Аналогичная ситуация 

возникает при анализе справедливости предположений о свойствах случай-

ной ошибки. В связи с этим возникает задача анализа возможных уровней 

неопределенности в модели (1) и привязки к этим уровням соответствующих 

методов оценивания. 
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1. ОСНОВАНИЯ КЛАССИФИКАЦИИ 

С одной стороны, рассмотрим доступную исследователю информацию о 

структуре модели ( )f x . При этом выделим три основных уровня: полную 

определенность структуры модели, заданной с точностью до неизвестных 

параметров; частичную неопределенность – структура модели известна не 

полностью; полную неопределенность структуры модели. С другой стороны, 

были рассмотрены варианты информированности исследователя о распреде-

лении и структуре случайной составляющей модели (1). Здесь также выделим 

три уровня.  

Первый уровень соответствует случайным ошибкам с известным (с точ-

ностью до параметров) законом распределения. Второй уровень соответству-

ет структурированным ошибкам, образованным линейными комбинациями 

или смесями случайных величин. Третий уровень является наиболее общим и 

соответствует отсутствию информации о структуре и распределении случай-

ной составляющей.  

Различные комбинации уровней информированности о структуре моде-

ли и распределении случайной ошибки определяют девять основных групп 

моделей, каждой из которых соответствуют свои методы идентификации (см. 

таблицу). 

 
Уровни неопределенности структуры модели и ошибок 

  Модель 

  
Известна 

(A) 

Частично известна 

(B) 

Не известна 

(C) 

О
ш

и
б

к
а
 

Простая ошибка 

(A) 
(AA) (AB) (AC) 

Структурированная 

ошибка 

(B) 

(BA) (BB) (BC) 

Неизвестная ошибка 

(C) 
(CA) (CB) (CC) 

2. ЭЛЕМЕНТЫ КЛАССИФИКАЦИИ 

Ситуация (AA). Предполагается, что структура модели (2) известна с 

точностью до неизвестных параметров и имеется информация о виде распре-

деления случайных ошибок. Классическим методом оценивания в данном 

случае является широко известный метод максимального правдоподобия 

(ММП) [4]. При нормальном распределении ММП-оценки совпадают с МНК-

оценками. Кроме того, если справедливы условия теоремы Гаусса–Маркова, 

то оценки метода наименьших квадратов являются наилучшими (в смысле 

минимума дисперсии оценок) среди всех линейных несмещенных оценок. 

Это обстоятельство позволяет рекомендовать МНК даже для тех случаев, ко-

гда распределение случайных ошибок неизвестно. Недостатком данного ме-

тода является слабая устойчивость оценок к нарушениям предположений 
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теоремы Гаусса–Маркова [3, 4]. Решением проблемы может служить переход 

к специальным методам оценивания [13–15], в том числе разработанным ав-

торами [2, 5, 6, 9, 11]. 

Ситуация (AB). В данном случае относительно ошибки уровень опреде-

ленности такой же, как в ситуации (AA), но при этом структура регрессион-

ной модели известна только частично. Другими словами, вместо уравнения 

(2) следует рассматривать уравнение вида 

 0( ,  ) ( )y f x x     , (3) 

где ( )x  – неизвестная компонента модели. 

Такие модели получили название полупараметрических и в последнее 

время завоевывают все большую популярность среди исследователей [20]. 

При этом 0( ,  )f x   называют параметрической частью модели, а ( )x  – непа-

раметрической частью. Существуют различные подходы к идентификации 

модели (3), отличающиеся способами восстановления непараметрической 

части. Одним из вариантов полупараметрической регрессии является сплай-

новая регрессия 

 0 1 1 2 2( ,  ) ... k ky f x f f f        , (4) 

где 1 1 2 2( ) ... k kx f f f      – непараметрическая часть; 1 2,  ,...,  kf f f  – 

специальные базисные функции; 1,...,  k   – неизвестные параметры. 

Преимущество данного подхода заключается в том, что сведение модели 

к виду (4) позволяет использовать известные методы классического регрес-

сионного анализа, включая МНК. Однако, в зависимости от цели исследова-

ния в рамках данного подхода возможны различные варианты.  

В частности, в случае линейной параметризации функции 0( ,  )f x   по-

лупараметрическая регрессионная модель может быть представлена в следу-

ющем виде: 

 1 1 1 1 2 2 ...i i m im i i k ik iy x x f f f          , (5) 

где iy  – значение отклика в i-м наблюдении ( 1,  2,...,  i N ); ijx  – значение  

j-го регрессора в i-м наблюдении ( 1,  2,...,  j m ); 1,...,  m  , 1,...,  k   – неиз-

вестные параметры; 1 2,  ,...,  i i ikf f f  – значения базисных функций в i-м 

наблюдении; i  – случайная ошибка в i-м наблюдении ( 1,  2,...,  i N ). 

Естественно, качество воспроизведения исходной зависимости напря-

мую зависит от количества и вида базисных функций. Однако излишнее 

усложнение модели может приводить к излишней подгонке линии регрессии 

под исходные данные.  

Данная проблема традиционно решается дополнительным сглаживанием 

модели с переходом к так называемым «штрафным сплайнам» [16, 20]. Идея 

этого метода заключается в том, что для снижения излишнего влияния непа-

раметрической части на ее параметры налагается ограничение (штраф) и век-

тор оценок параметров вычисляется следующим образом:  

 2 1ˆ ( )T TX X D X Y  , (6) 
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где  1 1
T

m k     ,   1 2
T

NY y y y , 

11 1 11 1

21 2 21 2

1 1

m k

m k

N Nm N Nk

x x f f

x x f f
X

x x f f

 
 
 
 
 
 

, 

2  – параметр сглаживания, D  – ( ) ( )m k m k   -матрица штрафа: 

   

   

0 0 0 0

0 00 0 0 0

0 0 1 0

0

0 0 0 1

m m m k

k m k k

D
I

 

 

 
 
 

  
   
    

 
 
  

. 

При 2 0   сглаживание непараметрической части не проводится и 

оценка (6) совпадает с обычной МНК-оценкой. Чрезмерное же увеличение 

параметра сглаживания ( 2  ) приводит к тому, что регрессионная мо-

дель (5) вырождается в модель, состоящую только из параметрической части. 

В связи с этим выбору величины параметра сглаживания следует уделять 

особое внимание. 

Следует отметить, что спецификация модели (4) напрямую зависит от 

цели исследования и интерпретации непараметрической компоненты. В от-

дельных случаях полезно переходить к рассмотрению неизвестных парамет-

ров 1,..., k   как случайных величин, что приводит к построению модели со 

структурированной ошибкой или к ситуации (BA). 

Ситуация (BA). Предполагается, что случайная составляющая модели 

обладает внутренней структурой и может быть представлена в виде линейной 

комбинации случайных величин 

1 1 2 2 ... m m         , 

где 1 2,  ,...,  m    – известные значения переменных, соответствующих слу-

чайным эффектам 1 2,  ,...,  m   . 

Одним из простейших вариантов подобных моделей является модель 

стохастического фронта [17]: 

 0( ,  )y f x    , (7) 

где 1 2    , 1  – случайная величина, аналогичная классической ошибке 

модели (2), часто имеющая нормальное распределение; 2  – неотрицательная 

случайная величина. В зависимости от предположений о виде распределения 

величины 2  для идентификации модели (7) используются различные вари-

анты метода максимального правдоподобия. 
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Другим частным случаем является модель компонент дисперсии [19], в 

которой предполагается, что случайная составляющая зависит от некоторых 

случайных факторов 

 Y X e  ,   1 1 ... r re U U       , (8) 

где i , 1, ,  i r  – векторы эффектов случайных факторов; iU , 1, ,  i r  – 

известные матрицы значений переменных, соответствующих r  случайным 

факторам; 1( , ...,  )TN     – вектор случайных ошибок. 

При этом предполагается, что 

 2~ 0,
ii i mI  , 1, ,  i r ,  

cov( ,  ) 0i j   , i j , 

cov( ,  ) 0i   ,  2~ 0,  I  , 

где im  – число уровней i-го случайного фактора. 

Или в более сжатой форме  

2 2 2
1 1~ (0, ... )r re V V I    ,  T

i i iV U U ,  1, ,  i r . 

Величины 2 2 2
1 , ,  ,  r     получили название «компоненты дисперсии», 

для их оценивания разработано множество методов [12, 19, 21]. Зная оценки 

компонент дисперсии, идентификацию модели можно провести, например, с 

помощью обобщенного МНК:  

1 1ˆ ( )T TX X X Y     , где 
2

2
1

ˆ

ˆ

r
Ti

i i
i

U U I
 


  


 . 

Примером использования модели со структурированной ошибкой может 

послужить модель, рассмотренная в разделе 2 настоящего отчета. 

Ситуация (AC). При полном отсутствии какой-либо информации о 

структуре модели (1) восстановление регрессионной зависимости возможно 

только с использованием непараметрических методов [18]. Наиболее извест-

ной и относительно простой оценкой отклика является ядерная оценка Нада-

рая–Уотсона следующего вида: 
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, (9) 

где ( )K u  – функция ядра, xh  – ширина окна. 

Точность восстановления отклика с использованием (4.9) напрямую за-

висит от выбора вида функции ядра и ширины окна. Среди множества из-
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вестных видов ядер чаще других используются равномерное, треугольное, 

Епанечникова и Гаусса [18]. При выборе ширины окна следует принимать во 

внимание, что при слишком малых значениях xh  возникает эффект «недо-

сглаживания», а при слишком больших значениях – эффект «пересглажива-

ния». 

Обобщением оценок Надарая–Уотсона является локальная полиноми-

альная регрессия [18]. 

Ситуация (CA). Отсутствие априорной информации о виде распределе-

ния случайной компоненты модели (2) не позволяет в явном виде использо-

вать для оценивания неизвестных параметров метод максимального правдо-

подобия. Кроме того, фактически реализуемые на практике распределения 

случайных ошибок далеко не всегда удается представить в рамках тех или 

иных хорошо известных теоретических законов. Исследователь может лишь 

иметь общие представления о его форме и, возможно, сформулировать от-

дельные гипотезы о наличии тех или иных особенностей (например, сделать 

корректное предположение о значении математического ожидания). Следова-

тельно, необходимо использовать алгоритмы идентификации, которые сами 

извлекают информацию о характере распределения из исходных данных и 

обладают определенной гибкостью для осуществления подстройки под мно-

гообразие фактически реализуемых распределений.  

Одним из решений является переход к универсальным распределениям. 

Их основное преимущество состоит в возможности описания большого круга 

практических ситуаций. В качестве примера универсальных семейств рас-

пределений можно упомянуть кривые Пирсона, которые позволяют прово-

дить анализ ситуаций с такими распределениями, как бета-, гамма-, Стьюден-

та, экспоненциальное и др. Еще более широким является обобщенное лямб-

да-распределение, включающее не только хорошо известные в теории веро-

ятности распределения, но и целое множество других. Перспективным также 

представляется переход в комплексную область посредством построения ха-

рактеристической функции, что обеспечит привлечение более полной ин-

формации и позволит идентифицировать так называемые устойчивые распре-

деления. Они также представляют собой весьма широкий класс распределе-

ний, включающий распределения с большой или даже бесконечной диспер-

сией (например, распределение Коши). Это обстоятельство делает его пред-

почтительным при исследовании закономерностей на основе сильно засорен-

ных данных.  

Процедура оценивания параметров модели 0( ,  )f x   в данной ситуации 

носит итерационный характер. При этом на каждой итерации происходит 

идентификация распределения случайных остатков с последующим построе-

нием функции правдоподобия и оценивание регрессионных параметров ме-

тодом максимального правдоподобия. Более подробно с особенностями ис-

пользования этой процедуры для упомянутых универсальных семейств рас-

пределений можно ознакомиться в работах [2, 6, 7, 11]. 

Другим вариантом оценки распределений остатков является использова-

ние непараметрических или полупараметрических методов, позволяющих 

построить эмпирическую функцию плотности с последующим переходом к 

функции правдоподобия и итерационной процедуре, описанной выше [8]. 
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Ситуации (BB) и (CB). Специфической особенностью данных ситуаций 

является одновременная неопределенность структуры модели и структуры 

ошибки. При этом ошибка в выборе спецификации модели будет сказываться 

на свойствах остатков, а также на качестве определения структуры ошибки.  

Методы идентификации регрессионных зависимостей, разработанные 

специально для таких условий, авторам неизвестны. Тем не менее в качестве 

возможного инструмента можно рекомендовать применение алгоритмов, 

аналогичных ситуациям (AB) и (BA), но с использованием устойчивых мето-

дов оценивания. Примеры решения авторами подобных задач можно найти 

в работах [1, 10]. 

Ситуации (BC) и (CC). Как и в случае ситуации (AC), для оценивания 

значений отклика используются непараметрические подходы. Однако, сте-

пень информированности о распределении и структуре ошибки позволяет 

более корректно выбирать методы оценивания и определять их внутренние 

параметры. Например, при использовании ядерных оценок это влияет на вы-

бор вида функции ядра и ширины окна. Кроме того, по мнению авторов, 

предпочтение следует отдавать более гибким методам, например, локально 

полиномиальной регрессии, сплайновой регрессии и др. [16, 18]. Следует от-

метить, что, как и в предыдущем случае, степень изученности данной поста-

новки задачи очень низка. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Проведена классификация регрессионных моделей, основанная на объе-

ме априорной информации о структуре модели и свойствах случайной ошиб-

ки. Выделено девять основных групп моделей, включая модели с полностью 

известной структурой, известной частично и полностью неизвестной, а также 

при известном законе распределения случайной ошибки, известном частично 

и неизвестном. Для каждой из групп определены базовые методы и алгорит-

мы идентификации. Данная классификация является более общей по сравне-

нию с традиционными и позволяет принимать более обоснованные решения 

при выборе инструментов анализа. 
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In this paper, a new classification of regression models is proposed. The basis of the clas-

sification is the capacity of a priori information available to the researcher. Two main tasks of 

model specification facing researchers are considered. On the one hand, the information about 

the regression model structure is used. Three main levels of the model structure are considered, 

namely, a complete certainty, a partial uncertainty and a complete uncertainty. In the first case, 

it is assumed that the model structure is set up to unknown parameters. In the second, case the 

model structure is not completely known and the missing part is compensated by a nonparamet-

ric component. In the third case, the model structure is unknown, which involves the use of 

nonparametric methods only. It is proposed to use the completeness of a priori information 

about the distribution of the random component of the model as a second basis of classification. 

Here it is also proposed to determine three levels. The first level corresponds to the case of ran-

dom errors with the known distribution law (accurate within parameters). The second level cor-

responds to the case of structured errors formed by linear combinations or mixtures of random 

variables. The third level is general and corresponds to the case with no information about the 

structure and distribution of the random component. Various combinations of knowledge of the 

model structure and the distribution of the random error form nine main groups of models with 

their identification methods. Classical methods of regression analysis based on the least square 

method are considered in the simplest case. With incomplete information, it is recommended to 

use semi-parametric methods based on spline regression models, structured error models and 

universal distributions. 
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