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В статье разработаны и численно реализованы две модели случайного блуждания на са-

моподобном подмножестве плоскости, которое можно рассматривать как ковер Серпинского, 

развернутый на всю плоскость. Такое множество будем называть ковром Серпинского в целом. 

Построенные модели случайного блуждания позволили решить две задачи: вычислить средние 

квадраты соответствующих случайных процессов и исследовать асимптотику вероятности 

возвращения в начальную точку блуждания. Размерность геодезических ковра Серпинского в 

целом и кривых, по которым происходит случайное блуждание, равна единице, между тем 

размерность ковра Серпинского имеет дробное значение. Мы следовали формату случайного 

блуждания по самоподобному множеству, приведенному в работе [1]. В этом формате средний 

квадрат случайного блуждания связан с хаусдорфовой размерностью аналогов геодезических, 

а вероятность возвращения – с отношением размерности фазового пространства к размерности 

этих геодезических. Сформулируем полученные нами результаты для ковра Серпинского в 

целом более точно: средний квадрат блуждания ведет себя линейно по времени, вероятность 

возвращения в начало координат за определенное число шагов заключена между значениями 

классической вероятности возвращения симметричного случайного блуждания на плоскости и 

на прямой. Еще раз отметим, что число степеней свободы, определяемое как отношение раз-

мерности фазового пространства к размерности геодезических, имеет для ковра Серпинского 

дробное значение. Построенная модель случайного блуждания позволяет понять, с чем связан 

дробный характер числа степеней свободы. Действительно, из-за неоднородной структуры 

ковра Серпинского у блуждающей точки число возможных направлений движения не является 

постоянной величиной и изменяется с течением времени.   
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ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ 

РЕЗУЛЬТАТОВ 

В основе работ, посвященных процессам переноса на самоподобных 

структурах (см., например, [1–6]), лежит случайное блуждание на множе-

ствах, представляющих эти структуры. Мы рассматриваем такие реализации 

самоподобных структур, для которых минимальная размерность Хаусдорфа 

всех путей, соединяющих любые две точки этого множества, одна и та же. На 

множестве с подобной структурой через fd  обозначим размерность Хаус-

дорфа этого множества, а через 0d  – минимальную размерность Хаусдорфа 

всех путей, соединяющих две какие-нибудь точки на этом множестве. Сфор-

мулируем условия, которые в целом ряде прикладных работ предполагаются 

выполненными для частицы, блуждающей по самоподобному множеству. 

Средний квадрат расстояния от частицы, совершающей блуждание, до начала 

координат в момент времени t  (называемый физиками шириной диффузион-

ного пакета) ведет себя пропорционально 
1/ 0d

t  при t  , а вероятность 

возвращения частицы в начало координат в момент времени t  ведет себя 

пропорционально /2kt  при t  , где 0= /fk d d . 

Повторим, что указанные условия получены в работе [1] исходя из неко-

торых эвристических соображений. В обозначенной работе, а также в работах 

[4, 7] ставился вопрос об обосновании представленных моделей процессов 

переноса. 

Отметим также, что ковер Серпинского можно интерпретировать как 

пористую среду с сетью межзерновых связных каналов (см., например, ис-

следования [8–10]).  

В настоящей работе мы строим математические модели случайного 

блуждания на конкретном самоподобном множестве, реализующие условие 

изменения среднего квадрата блуждающей частицы в зависимости от размер-

ности геодезических; кроме того, с помощью численного моделирования ис-

следуется асимптотика вероятности возвращения в начало координат. Отме-

тим, что для нашего случая фазового пространства 0 =1d  и = ln8 / ln3fd , 

где fd  – известная хаусдорфова размерность ковра Серпинского (см., 

например, работы [11–13]), и соответственно предполагается, что вероят-

ность tp  возвращения в начало координат за время t  ведется себя как 

ln8/ln9t  при t  . 

Итак, фазовым пространством случайного блуждания будет целочислен-

ная решетка в 2 , построенная на основе ковра Серпинского – известного 

двумерного самоподобного множества. 

Прежде всего напомним определение ковра Серпинского. Пусть 0S  – 

квадрат с вершинами в точках (0,  0) , (1,  1) , ( 1,  1) , (0,  2) . Разделим квад-

рат прямыми, параллельными его сторонам, на девять равных квадратов, да-

лее из квадрата 0S  удалим внутренность центрального квадрата. Получается 

множество 1S , состоящее из восьми оставшихся квадратов первого ранга. 

Поступая аналогичным образом с каждым из квадратов первого ранга, полу-
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чаем 64  квадрата второго ранга. Продолжая указанный процесс до бесконеч-

ности, получим последовательность вложенных множеств 

0 1 2 ....S S S    

Пересечение 
=0 ii

S


 и является ковром Серпинского, будем его обозна-

чать через 0K . 

Сделаем важное замечание, которое лежит в основе построения фазово-

го пространства блуждания: стороны начального квадрата, а также стороны 

квадратов всех рангов принадлежат ковру Серпинского. 

Определим растягивающее преобразование подобия с коэффициентом 3: 

( ) = 3x x  для всех 2x . Далее рассмотрим последовательность множеств 

2
0 0 0( ) ( ) ...K K K    и отметим, что 0( )n K  (

n – n -кратная компози-

ция преобразования  ) является ковром Серпинского, построенным по 

начальному квадрату со стороной 3n . Через K  обозначим объединение 

0=0
( ).i

i
K


  Отметим, что диаметр множества K  равен  . 

Отобразим множество K  симметрично относительно прямых =y x , 

=y x  и начала координат, результат отображения обозначим через lK , rK  и 

dK  соответственно. Следующее объединение: r l dK K K K    мы будем 

называть ковром Серпинского в целом.  Всюду в дальнейшем будем рас-

сматривать множество 
2= ( )r l dS K K K K    , которое является фазо-

вым пространством нашего блуждания. Особыми точками на S  будем назы-

вать точки, лежащие на сторонах удаленных квадратов за исключением вер-

шин этих квадратов. 

1. СИММЕТРИЧНОЕ СЛУЧАЙНОЕ БЛУЖДАНИЕ  

Перейдем теперь к определению случайного блуждания. Пусть =1{ }i i
  и 

=1{ }i i
  – две независимые друг от друга последовательности независимых 

радемахеровских случайных величин (т. е. 1 1( = 1) = ( =1) =1/ 2P P   ). От-

метим, что процесс 0 = (0,  0)S , 
=1

= ( , )
t

t i ii
S   , 1t   является обычным 

классическим случайным блужданием на двумерной целочисленной решетке. 

Определим симметричное случайное блуждание tZ , 0t   на S . Поло-

жим 0 = (0,  0)Z , далее если tZ  не является особой точкой, то 

1 1 1= ( ,  )t t t tZ Z     . Если tZ  является особой точкой, при этом соответ-

ствующая сторона удаленного квадрата составляет угол / 4  c осью абсцисс, 

то 1 1 1= ( ,  );t t t tZ Z      если же обозначенная сторона составляет 3 / 4  с 

осью абсцисс, то 1 1 1= ( ,  )t t t tZ Z      (рис. 1). Очевидно, что tZ , 0t  , 

является однородной по времени и неоднородной по пространству цепью 

Маркова. 
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Рис. 1. В положении (A) частица может двигаться  

по четырем направлениям, в положении (B) – только  

                          по двум направлениям 

Пусть ,1 ,2= ( ,  )t t tZ Z Z . Следующая теорема показывает, как изменяется 

средний квадрат расстояния от tZ  до начала координат с ростом t .   

Теорема 1.  Для любого 1t   имеет место равенство 

 2 2
,1 ,2 = 2t tE Z Z t . 

Из теоремы 1 следует, что средний квадрат блуждания растет линейно  

со временем, т. е. блуждание соответствует классическому диффузионному 

типу.  

2. СЛУЧАЙНОЕ БЛУЖДАНИЕ С РАВНОМЕРНЫМ 

ВЫБОРОМ НАПРАВЛЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 

Определим несколько отличающееся от предыдущего случайное 

блуждание tW . Будем считать, что 0 = (0,  0)W , и далее, на каждом шаге 

блуждающая точка сдвигается с равной вероятностью в одном из всех 

возможных направлений движения независимо от того, что было на 

предыдущем шаге. Если блуждающая точка в некоторый момент времени 

является особой, то у нее возникают три возможных направления движения, в 

противном случае – четыре (рис. 2). Отметим, что блуждающая точка с 

вероятностью 1/ 3  «отскакивает» от границы удаленного квадрата, в отличие 

от предыдущего случайного блуждания, где точка может только «сползать» 

вдоль границы удаленного квадрата. 

Пусть ,1 ,2= ( ,  )t t tW W W . Отметим, что численное моделирование 

показывает, что 

 2 2
,1 ,21,6 2t tE W W t    

при всех 1.t   
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Рис. 2. В положении (A) частица может 

двигаться по четырем направлениям, в поло- 

          жении (B) – по трем направлениям 

Это означает, что и в этом случае средний квадрат расстояния от 

блуждающий точки до начала координат ведет себя линейно по времени. 

3. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЕРОЯТНОСТИ 

ВОЗВРАЩЕНИЯ 

Для численного моделирования удобнее использовать несколько иную 

сетку, по которой происходит блуждание, нежели представленную выше. 

Повернем определенную выше сетку на угол / 4  по часовой стрелке и 

сожмем в 2  раз. В итоге точка при блуждании будет сдвигаться на каждом 

шаге по отрезку единичной длины, перпендикулярному или параллельному 

оси абсцисс. Очевидно, что после такого преобразования сетки вероятность 

возвращения в ноль не изменится. 
 

 

Рис. 3. Пример блуждания частицы и возвращения в начало координат 
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Рассматриваем 
9=10pn  частиц, каждая из которых независимо от 

других блуждает время t , после чего фиксируем, попала ли частица в начало 

координат или нет. Пример блуждания частицы приведен на рис. 3. 

Отношение числа случаев попадания в начало координат к 
9=10pn  дает нам 

оценку *
tp  вероятности возвращения в начало координат tp  за время t . Мы 

вычисляем *
tp  для времени t  от 20  до 300  с шагом 2 . Предполагается, что  

 = (1 ),t t
c

p
t 

   (1) 

где c  и   – неизвестные константы, а 0t   при t  . Выбор t  в 

диапазоне от 20  до 300  связан с тем, что, с одной стороны, t  не может быть 

сколь угодно большим при данном количестве частиц pn , иначе возникают 

большие погрешности в используемом методе Монте-Карло численного 

моделирования (см. §  4). C другой стороны, t  не может быть слишком 

маленьким, иначе погрешности t  в соотношении (1) будут также 

предположительно значительными (здесь отметим, что авторы не знают 

аналитического результата об оценке скорости сходимости t  к нулю). 

Для того чтобы получить оценки для c  и  , мы переходим к модели 

линейной регрессии, для этого достаточно прологарифмировать левую и 

правую части приведенного выше равенства, в итоге мы получаем  

 
*ln = ln ln ,t tp c t        (2) 

где = 20,22,...,300t  и t  – ошибка наблюдений. Далее методом наименьших 

квадратов из выражения (2) находим оценки для c  и  . Отметим, что нам 

хотелось бы получить оценку для ,  близкую к / 2 = ln8 / ln9 0,946k   (см.
 

§  1). В результате вычислений для модели симметричного блуждания мы 

получили оценку  , равную 0,940, и оценку для с, равную 0,504  (рис. 4). 

Оценка параметра   для модели блуждания с равномерным выбором 

направления движения равна 0,934 , при этом оценка для c  равна 0,503 . 

Отметим, что оценки параметра   для двух типов блужданий близки к 

предполагаемому значению ln8 / ln9 . 

Основным моментом численного моделирования построенных блужданий 

является ситуация, когда в некоторый момент времени точка попадает на сто-

рону, но не на вершину вырезанного квадрата, в этом случае у точки возни-

кают ровно два направления движения (вдоль стороны) для симметричного 

блуждания и ровно три – для блуждания с равномерным выбором направления 

движения. Итак, пусть (0,  0) , 
1(3 ,  0)k

, 
1 1(3 ,  3 )k k 

, 
1(0,  3 )k

, 1k   – 

координаты вершин квадрата K, из которого вырезается центральная часть. 

Соответственно, точки (3 ,  3 )k k l  и (2 3 ,  3 )k k l  , где 1 3 1kl   , лежат на 

стороне, но не на вершине вырезанного квадрата (остальные два случая 

получаются просто перестановкой координат обозначенных двух случаев). Для 
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того чтобы блуждающая точка не попала внутрь вырезанного квадрата, следует 

получить необходимые и достаточные условия того, что точки (3 1,3 )k k l   и 

(2 3 1,3 )k k l    уже лежат внутри вырезанного квадрата, и исключить из 

рассмотрения соответствующие направления перемещения. Такими необхо-

димыми и достаточными условиями являются следующие: 

1) существует один и тот же разряд в троичном представлении первой и 

второй координаты, на котором находится единица; 

2) сумма цифр остальных (меньших) разрядов для каждой из координат 

больше либо равна единице. 

 

 

Рис. 4. Здесь показана вероятность возвращения для модели сим-

метричного блуждания в зависимости от времени и ее аппроксимация  

 по методу наименьших квадратов с коэффициентом детерминации (
2

R ) 

Заметим, что в построенном нами бесконечном ковре Серпинского 

остальные квадраты со стороной 13k , из которых также удаляется 

центральная часть, получаются из приведенного выше квадрата K  с 

помощью параллельных переносов вдоль оси абсцисс или ординат, поэтому 

условия 1) и 2) сохраняются и для всех остальных случаев. 

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НЕОБХОДИМОГО КОЛИЧЕСТВА 

БЛУЖДАЮЩИХ ЧАСТИЦ 

Мы рассматриваем pn  частиц, блуждающих независимо друг от друга. 

Обозначим через np
  число частиц, попавших в начало координат в момент 

времени t . Значение t  мы будем брать последовательно от 20  до 300  с 

шагом 2 . Для каждой представленной модели блуждания найдем значение 

pn  так, чтобы  

(| / |< 0,001) 0,99n p tp
P n p   , 
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где tp  – вероятность попадания в начало координат за t  шагов. Неизвестные 

значения tp  в дальнейшем мы будем заменять их оценками *
tp , 

полученными в результате численного моделирования. Из классической 

центральной предельной теоремы мы сразу же получаем, что 

 2 * * 62,57 1 10 ,p t tn p p    20...300.t   Выражение  * *1t tp p  достигает 

своего максимума при 20t  , стало быть,  2 * * 6
20 202,57 1 10pn p p   . 

Кроме того, необходимо учитывать погрешность при применении 

нормальной аппроксимации. Для этого будем использовать известную оценку 

Берри–Эссеена, в нашем случае эта оценка имеет вид: 1/ (1 )p t tn p p  (см., 

например, работы [14–15]). Выберем pn  так, чтобы  * *1 1 0,001p t tn p p  . 

Следовательно, величина pn  помимо полученного выше неравенства 

 должна удовлетворять еще и следующему неравенству: 

  6 * *
300 30010 1pn p p  . Мы взяли = 300t  в предыдущем неравенстве, 

поскольку при этом значении выражение  * *1t tp p  достигает своего 

минимума.  

Для модели симметричного блуждания мы получили: 
*
20 = 0,0299p  и 

*
300 = 0,0023p . Подставляя эти значения в приведенные выше неравенства, 

получаем, что 
84,33 10pn   .  

Для модели блуждания с равномерным выбором направления движения 

имеем 
*
20 = 0,0304p  и 

*
300 = 0,0025p  при этом 

83,89 10pn   . Другие 

вычислительные погрешности связаны с применением псевдослучайных 

чисел (мы использовали среду программирования Turbo C++). Отметим еще 

раз, что мы для вычислений брали 
9=10pn . 

5. ОБСУЖДЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Получены две модели случайного блуждания на развернутом на всю 

числовую плоскость 2  ковре Серпинского, удовлетворяющие естественным 

постулатам блуждания на самоподобном множестве. Для каждой модели 

средний квадрат расстояния от блуждающей точки до начала координат ведет 

себя линейно по времени, при этом для модели случайного блуждания с 

равномерным выбором направления движения этот факт проверен только 

численно. Линейность по времени соответствует единичной размерности 

геодезических ковра Серпинского. Вероятность возвращения в начало 

координат за t  шагов, когда t  , ведет себя как /c t  , где значение   для 

каждой модели блуждания, как показывает численное моделирование, близко 

к размерности Хаусдорфа ковра Серпинского. 
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6. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Доказательство теоремы 1. Прежде всего отметим, что в силу построе-

ния последовательности ,1 ,2= ( ,  )t t tZ Z Z  ее первая координата ,1tZ  представ-

ляет собой сумму независимых радемахеровских случайных величин, 

поэтому очевидно, что 
2
,1 =tEZ t  для всех t . Рассмотрим вторую координату 

,2tZ . Опять же в силу построения tZ  выполняется равенство  

 ,2 1,2=t t t tZ Z     , 1t  , (3) 

где t  совпадает либо с t  либо с t  (в зависимости от положения 

предыдущей точки 1tZ  ), а t  – случайная величина, принимающая значение 

1  или 1  опять же в зависимости от положения точки 1tZ   (см. определение 

tZ в §  2), т. е. t  – случайная величина, измеримая относительно  -алгебры, 

порожденной случайной величиной 1tZ  , обозначим эту  -алгебру через 

1( )tZ  . Рассмотрим условное математическое ожидание  2
,2 1| ( )t tE Z Z  . 

Из выражения (3), а также из того, что t  измерима относительно 1( )tZ  , 

следует равенство  

  2 2
,2 1 1,2| ( ) = 1t t tE Z Z Z   , 1t  . (4) 

Применяя формулу полной вероятности к выражению (4) (см., например, 

[14–15]), получаем следующее рекурсивное соотношение: 

 
2 2
,2 1,2= 1t tEZ EZ   , 1t  . (5) 

Из равенства (5) следует 
2
,2 =tEZ t , откуда получаем утверждение 

теоремы 1.  

Теоретическое формирование результатов статьи принадлежит Н.С. Ар-

кашову, программная реализация – Е.В. Лежневу. 

Результаты работы обсуждались на семинарах кафедры высшей 

математики НГТУ. 
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On a model of a random walk on the Sierpinski carpet 
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In this paper we describe the development and realization of two random walk models on 

a self-similar subset of the plane which can be regarded as the Sierpinski carpet expanded to the 

entire plane. This set will be called the Sierpinski carpet as a whole. The constructed models of 

a random walk allowed us to solve two problems, namely, to calculate mean squares of these 

random processes and to investigate the asymptotic behavior of the probability of returning to 

the starting point of the walk. The dimension of the geodesics of the Sierpinski carpet as a 

whole and the curves on which there is a random walk is equal to 1, whereas the dimension of 

the Sierpinski carpet has a fractional value. We followed the format of a random walk on the 

self-similar sets given in [1]. In this format, the mean square of a random walk depends on the 

Hausdorff dimension of the geodesic, and the probability of returning depends on the phase 

space dimension / the geodesic dimension ratio. We formulate our results for the Sierpinski 

carpet as a whole in a more precise way: the mean square of a walk is linear in time, the proba-

bility of returning to the origin after a specified number of steps is between the values of the 

classical probability of returning a symmetric random walk on a plane and on a straight line. 
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Once again, we note that the number of degrees of freedom defined as the phase space dimen-

sion / the geodesic dimension ratio has a fractional value for the Sierpinski carpet. The devel-

oped random walk model allows us to understand what causes the fractional nature of degrees 

of freedom. Indeed, due to the inhomogeneous structure of the Sierpinski carpet the number of 

possible directions of motion for a wandering point is not constant and it changes with time. 

Keywords: transport processes, stochastic modeling, diffusion, Sierpinski carpet, ran-

dom walk, Markov chain, self-similar sets, probability of return 
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